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ETUDES

La régle, le compas
¢t la théorie des corps

pard.-C. CARREGA, Université Claude Bernard, Lyon ;
avec des remargues de A. FAISANT, A. BOUVIER, J-L. OVAERT,

La théorie des extensions de corps permet de caraciériser
les constructions de geométrie plane s'effectuant uniquement
avec la régle et le compas, C'est ainsl qu'au cours du XiXeéme
siécle on a pu trancher trés simplement des conjectures célébres
depuis 'antiquite :

1°/ La quadrature du cercie :

Construire 4 la régle et au compas un carré ayant méme aire
gui'un cercle de rayon unité.

Figure 1
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%"/ La duplication du cube :

Construire 4 la régle ot au compas le cote d’un cube ayant

un volume deux fois plus grand que celui d’un eube de cdté
unité.

ae
]

Figure 2

3%/ La trisection de angle :

Partager & la régle et au comipas un angle guelcongue en trois
angles égaux.

Figure 3

4*! Quels sont les polygones réguliers constructibles & la régle et
au compas ?

Figure 4
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L. Poinis et nombres constructibles

Avant de poursuivre, précisons ce que l'on entend exacie-
ment par construction a la régle et au compas.

On considére au départ un plan euclidien P, ainsi que deux
points distincts de P, noie O et I, appelés points de base.

Une construction & ia régle et au compas est définie par une
suite finie d opérations de ’un des deux types suivants :

1f Tracer Ia droite passant par deux points distinets A et B ;
A et B étant des poinis de base pu des points déjd construits.

27 Tracer le cercle de centre C et de rayon AB ; A, B, € étant
des points de base ou des points déja construits.

On dira qu’un poind M de P est constructible si M est ¢
aj Seoit FPinlersection de deux droites distinctes da type 1/

b/ Soit un point d'intersection de deux cercles distincts du
type 2/

¢/ Ssif un point diintersection d’une droite du itype 1] et
d’un cercle dy type 2/.

On dira aussi, qw'une droite du type 1/ est une droite cons-
tructible of qu'un cercle du type 2/ est un cercle construciibie.

Bien siir au départ, la seule chose qu’il nous est possible de
faire est de tracer ia
droite passant par O Vo
et I. Ensuite on peut 1
par exemple tracer
le cercle [ de centre

4 K
O et de ayon OL A C 3
intersection de ce
cercle et de la droite
01 on obtient un
i

point I'. Soit C le

corcle de cenire | de
ravon II' et C le

{8 |
cercle de centre I' et
de rayon 1'l A ' h

tersection de ces
cercles on frouve lg Figure &

point K. La droite

]
N'

- 603



Bulletin de 'APMEP n°315 - Septembre 1978

OK est perpendiculaire i la droite OI, elle coupe le cercle T en un
point J.

Sur cet exemple, nous avons mis en évidence les points cons-
tructibles O, I, I' K, J. Nous avons mis aussi en évidence un repére
(0, 1, J) du plan P a partir duquel chaque point de P pourra étre
repéré par ses coordonnées.

Nous dirons qu'un nombre réel est construciible si c’est une
des coordonnées, dans le repére (0, I, J), d’un point constructible.

Afin de simplifier les constructions ultérieures, signalons ici
quelques résultats élémentaires,

R, : 81D est une droite constructible et A un point construc-
tible, la perpendiculaire 4 D passant par A est une droite
constructible.

La droite D
etant construc-
tible, elle con-
tient au moins
deux points D

WA

constructibles G- —E F

E et F. Le cer-

cle de centre A

et de rayon AE .

coupe D en G. Figure 6

A partir de G B

et E comme -

centres on construit les cercles de rayon GE qui se coupent
en B. La droite AB est la perpendiculaire cherchée. {Cette cons-
truction suppose A # E ; dans le cas A = E on utilise bien sur le
point F)

La premiére démonstration de ce résultat est attribuée au
grec Oenepide de Chios.

R, : Si D est une droite constructible et A un point construc-
tible, la paralléle 2 D passant par A est une droite construe-
tible,
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On utilise deux {ois le résul-
tat précédent. Une fois
pour construire la perpendi-
culaire D" en A a D, une au-
tre fois pour construire la
perpendiculaire en A a4 T¥
qui est la droite cherchée. D

e Figaye 7

Ry : Soit t € R, ¢ est un nombre constructible si et seulement
sl existe un point constructible de Vaxe Ox d’abstisse |

* 5 t est construc-
tible, t est une coor-
donnée d’un point
constructible P, Les
projections orthogo-
nales P, et P, de P
sur les axes de coor-
données Ox et Oy 7,
gsont des points i "“—‘:3::
constructibles

d'aprés R, .

-~ Si t est 'abscisse

de P, c'est P'abscisse D
de Py et le resultat :
est démontré,

-- 8 t est 'ordon-
née de P, c’est lor-
donnée de P,. En
utilisant le eercle de
rentre G et de rayon Figure 8

OP,, on construit

alors un point P; de

I’'axe Ox d’abscisss t

et le résultat est da.

montré,

* Réciproquement, si t esi Pabscisze d’un point constructible
de 'axe Ox, t est un nombre constructible par définition d’un
nombre constructible.

¥

W
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Comme conséguence de Ry nous obtenons que 'ensemble
des nombres constructibles est 'ensemble des abscisses des points
constructibles de ['axe Ox,

Ras : 5 A est un point comsiructible ¢ x > 0 un nombre
constructible, le cercle de centre A etde rayon x est construc-
tible,

Si P est le point de 'axe Ox d'abscisse x, ¢e point est cons-
tructible, daprés R;. Le cercle de centre A et de rayon x esi alors
le cercle de centre A et de rayvon OP,

Rs: 51 A ot B sont des points construetibles, le milieu du
segment AB a5t un point construetible.

On utilise une démonstration analogue i celle de R, pour
montrer que fa médiatrice du segment AB est une droite construce-
tibie, d'ol le résultat,

II. Lecorps des nombres constructibles

Lensemble €  des nombres constructibles est un sous-corps
de R,

Nous savons déja que C contient les nombres 0 et 1 qui sont
les ahscisses des points de base O et L,

OB = x+y. A est constructible d’aprés K, ¢t B Uest aussi d'aprés
B, en utilisant le cercle de centre A et de rayon v} .

T d

Figure 9
2/ B8ixe C alots—x€ £

Si A est le point de I'axe Ox d’abscisse X, en utilisant le cercle de
centre O et de rayon x| on construit le point A" dabscisse — x.
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3/ Sixe CetyvE Calorsxye C, I
Ecartonz le cas trivial ol xy = 0 ; soit ¢
alors A sur Ox tel que OA = x ot B sur
Oy tel que OB = v, La paralléle 4 1B pas- B
sant par A coupe Oy en C.
D'aprés Thalés ona :

OC_ DA 40056 - xy 5 —r %

oB Ol

Figare 10
o

4/ 8 x € C et x # Oalors%EG

Soit A sur Ox tel que OA = x. Laparal-  d
iéle & AJ passant par I coupe Oy en B, B \
D’aprés Thalés on a ¢ \

. O i A }x
25 - ..Q.,_d i OR ==
0l ©oa x Figure 11

Ainsi, on a démontré gue C est un sous-corps de R, comme
Q est le plus petit sous-corps de B nous svons donc :

Qc ¢ < R

 vérifie de plus une propriété intéressante mon vérifiée par Q
maig vérifiée par R :

- ¥m
5/ 8ix€ Cetx=» 0alonsvxe C. B
Supposons x > . Soil A le point de
Paxe Ox tel que TA = x. Soit M le
milieu du segment OA, c’est un
puint constructible donc le ecercle M >
de centre M et de rayon MO est
constructible, La perpendiculaire en
I & Ox coupe ce cercle en B. le
iriangle OBA étant rectangle nous
avons IB? = LO.IA d'ou IB = x. Figure 12
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Remargue @ Sachant gue € est un corps contenant Q et vérifiant
la propriété 5/, on peut donner de nombreux exemples de nombres
constructibles :

Y3-Y5 2+ 3VE—B
2, v, V3, g Tl s
¢hJ?V“ e, -
De pins en utilisant les constructions élémentaires 1/ 2/ 3/ 4/ 5/
on peut effectivement construire 4 la régle et au compas les points
de I'axe Ox ayant pour abscisses les nombres précédents.

1. Caractérisation des nombres constructibles

8 a € R, on note Q{a}) le plus petit sous-corps de R conte-
nant a. Plus genéralement st &, , a3, ... 8, sont dans R, Q(a,, a4 ,...
a, } désigne le plus petit sous-corps de H contenant 8, , 2;, ... 4,.
Ce sous-corps existe car ¢’est Vintersection de tous les sous-corps
de R contenant #; , 42, ... 8.

Par exempile : .
A= Q= QD= Q
Q2= latr pvZia,pe Q)
HVE VB = lat BVEL Yy VI S5 VE f0,8,7EQI

On pourra consulter & ce sujet {2].

Si M est un point du plan P de coordonnées 2, ot a; dans
{0, 1, 4}, on notera Mia, , a; ).

Lemme : 1} Si D est une droite de P passant par les points
distincts A(a,, 31 ) et B(b,, by ) alors D a une éguation de la
forme ax + fy + v = O avec o, 8,y E Q@ {a,,a8:, by, by ).
2/ Soient A(a,, az), B{b,, by), Cle,, ©z ) trois points de P,
Le cercle de centre A et de rayon BC 2 une dquation de la
forme :

X! +yl = 2ax—20y+y~=0

aveca, 8, 7€ Q(a,,8;,b,,by,e1,0: )

1/ 8ia, = b, Dapouréquation x—a, = 0

Si a; # by, D a pour équation ¥ — a, = {x—a,) (b, — a,)
. by —a
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gui se met sous ks forme :
ax+fy+y=Daveca,f,yeEQla;,a;,b;,. b}

2} Le cercle de centre A et de rayon BC a pour éguation :
fx—a ) + (y—az) = (e, =b, P +{e; "‘“bz)3

qui se met sous Ia forme X7 + ¥ — 2ux — 26y + ¥ = (} avec

a,8,y€Q{a, ,a,,b,,by,cy,c.).

Rappels sur les extensions de corps : Pour ks démonstrations
des résultats donnés ici on pourra consulter {11 ou [2].

1; 8 K et L sont des corps tels gue X soit un souscorps de L on
dit que L a5t une extension de K, on D'indigue simplement par
K C L. On peut alors considérer 1. comme un espace vectoriel sur
K ; la dimension de cet espace, lorsgu’elie est finie, est notée
(L : KJj et s’uppelle le degré de L sur K. 8i K, L., M sont des corps
telsgue K¢ L ¢ Monalarelation :

M:Kj=IM:L]X|L:K].
Par exemple

[QWVZ,V3): QI= QW2 V3 : QWEN X {Q(V2): Q] = 2X2 = 4,

2/ SBiKC L etael,aestdit algébrigue sur X &7 existe un po-
lynome non nul P(x) « K{x} tel que F{a) = 0. Si a n’est pas algébri-
gue s K on dit que a est transcendant sur K, Par exemple \% est
algébrique sur Q puisqu’il est racine du polynome x* — 2. Hermite
a montré en 1873 que le nombre e, base des logarithmes népériens,
est transcendant sy Q. Lindemann a montré en 188% que le nom-
bre n est transcendant sur @ . '

3/ Si a est algébrique sur K i existe un polynome P(x)¢ Kix]
unique tel gque ;

s Pla)y=10

¢ P(x) est irréductible dans K{x]

e Le coefficient du monome de plus haut degré de F(x)
est 1 {unité de K}.

Ce polynome est appelé le peivaome minimal de a sur K.
Si n est le degré de P(x) alors on a [K{a) : ¥] = n et une base du
K- espace vectoriel K(a) est donnée pavr 11, a, 2%, . a1,
(Kia) désigne le plus petit sous-corps de L conienant a et K).

On dit que a est algébrique et de degré nsur K,
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Par exemple, 2 est algébrique sur Q et de degré 2, son
polynome minimal sur @ est x* — 2, une base de Q{/2) sur Q est
i1, V2
4/ 51 K C L Pensemble des éléments de L algébriques sur K est
un sous-corps de L contenant K.

8/ Dedekind a montré en 1873 que Pensemble des nombres
réels algébrigues sur € est un corps dénombrable [4],

Théoréme © Boit. L€ R ; t est uyn nombre eonstructible si et
sebulement 3'if existe un entier p 2 1 ot une suite de sous.
corpsde R, L,, L;, ... L; tels que :

e L, =Q

w Pour 1 < j < p—F . Li © Livr ob [Lieq @ Ls] = 2

» L€,

Si t est constructible, ¢ est I’abscisse d’un point. constructible
M de axe Ox, Ce point M est obtenu 3 partir des points de base
O et 1 en utilisant un certain nombre de fois les constructions dé-
crites au parsgraphe 1. Soit M, ., M, , ... M, = M la suite des poinis
successivement construits pour obtenir M, Les points M, et M,
sont nécessairement les points de base. {Par exemple, au para-
graphe I, pour obtenir le point J la suite des points était : O, 1, 1",
X,4d)

Pour i = 1, 2, ... n, appelons a; et b, les coordonnées de M,
dans le repére (0, 1, J). On a en particulier ;

a, =b; =0 ay = 1,by =06,a, =4, b, =8

Pasons K, = Qfa,.,b,)
K‘Z = Q{al a.bl :Iaii T bZ}

[

K = Q[ai ;Ibi $-32rb23 vee B4,y h1)
Onaen particulier : K, = Q, K, =@, L€ K,.

Nous allons démontrer que pour tout i, 1 < i € n1,
Kooy = Koy [Kiey 1 K] = 2.
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Le résultat est évident powr i = 1 car K, = K,. Supposons
done i 2, Trois cas se présentent pour le point M,,, suivani qu™l
est a lintersection de deux droites, d’une droite et d’un cercle on
de deux cercles définis par les peints précédents M, , Mq, ... M,.
Mais d’aprés le lemme du début du paragraphe les droites et les
cercles construits & Paide des points M, , M;, ... M, ont des égua-
tions 4 coafficients dans K; = Q{a,,b,, ... a;, bjL

1} 8i M., est & Vintersection de deux droites, 5.5 et vy
sont alors solutions 4’un systéme de Ia forme ;

(ax+tfy+ =0
‘a'x+ gy+y' =0
avec @, 8, ¥, a', 8 .7 € K,;. En résoivant ce systéme on constabe
gque a;., et by, ; appartiennent aussi 3 K;. Do
Kiv1 = Ki{aye g ,bisr ) = K

2) Bi M+, est & Pintersection d’une droite ot d’un cercle,
a5 et by, sont alors solutions dan systéeme de Iz forme

jax + gy +y =0
tx* + 9y —20'x =28y % ¥ =0

avec @, ﬁs 713‘95: ‘?, (>3 Ki-

s Sig#=0,onay = m% {ax+7v), on forme alors Péguation

aux abscisses qui est une éguation du second degré i coefficients
~dans K, et a;,, est racine de cette équation,

* 5 ﬁi+t & Ki alors
Bieg = _“%'(ﬁaﬁl +y)EK et Ky = K;

-

* Si ae, £ K, alors a4, est algébrique sur K; et de
degré 2. Dans ce cas

Kir1 = K {4s 1, bias )= Kl J et [Kiey (K| = 2

¢ 8i =0, alors a # 0, on procéde de méme en formant
Péquation aux ordonnées.
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3) 8i M;., est a 'interseciion de deux cercles, a;., et bj.,
sont alors solutions d'un systéme de Iz forme :
P +y —Z%ex— By +t =0
Xt byt —2'x -2yt oy =0
avec a, B, v, «, 8, ¥ € K;. Ce systéme est équivalent au systéme :
?x* + ¥ —Qux— 28y +v=0
2a—-a)x+ 2@ ~Fly~{r—7)=0
et on est ramené au cas précédert.
Nous avorns ainsi construit urne suite de corps
KiC Ky<C - C K ,telleque K, = Q,1€ K, et pour
I<isn—] tKi*l = KQ OU[KM] :K;] = 2.
Nous pouvons rendre cette suite strictement croizsante en suppri-
mant les corps superflus, on obtient alors une suite
L.I. C L: WL Lp
telle que L, = Q, t € L, ot pour 1 <j < p—1 [L;sy : Ly] = 2,
- Réeiproguement, sipposons qu’il existe une suite
Ly €L, € C L, desouscorpsde Rielleque L, = Q, 1t € L,
et pour I £ j € p~1 {i4.; 1 I4] = 2, Nous allons montrer par

récurrence sur j que L, € C ; il en résultera bien que t est un
nombre construciible,

¢ [, CCearl, =Qetonsat queQC C

s Supposons que L; C C et montronsque L, € C . Seit
a€ l;.; et montronsqueac C .

—~ Sia€lzalorsae C carlyC €
-~ 5} a éLi, considérons L; Cl;(@}C L5, ona:
2= {Igey ¢ Lal = [Lyey 2 Lg(@)} X {Ly(a) ¢ 44
Cotnme 2 & L; on a L; = Ly (a) et {Li(a) : L;] = 1 d’ol
[Ly() : L] = 2,

It en résulte que le polynome minimal de a sur L; est de degré
2 et ainsi a est racine d’une équation de la forme x® + ax + f = 0

avec a, B € L,. On a donc
J— t T
ot —48 > Oeb a =— ‘; g

Comme L; C C etque C vérifie Ja propriété b du paragraphe
Honaae €.
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Remarque : A Paide du théordme gue nous venons d'établir
il est facile de démontrer que ke corps € des nombres construeti-
bles est le pius petit des souscorps L de R vérifiant la propridté :
Sixe Lety» Oalaeyx € L.

Maigs nous allons pluttt nous intéresser 4 un autre corollaire
du thécréame gui est un résultat décisif pour le probléme des
comjectures. e résultat a é1é établi pour la premiére fois par
WANTZELL (1814 — 1848), alors gu'il était répétiteur a 1'école
polytechnique.

Résuitat de WANTZELL : Tout nombre constrictible est
algébrique sur Q et son degré est une puissance de 2.

8i ¢t € R est constructible, d’aprés le théoréme précédent il
existe une suite de sous-corps de R, I, C L, C+- CL, telle que
Ly = Qi€ etpourlSisip—11L, : Ll= 2.

-On obtient alors : .
Ly s QIX [La s Lo} X v X Ly s Lyoq§ = {lp : QE= 277}
On 2 ausst :
QCRYCL, douly 1 Ql =L, : QU X [Q1) : Q1.

I en résulte que [Q(t) : Qf est un diviseur de 2° ', donc
1Q(t) : §) est une puissance de 2.

Notons [Q(t) : Q} = 2%, Considérons les vecteurs 1, &, €7, ...,
t? , ils forment une famille ayant 29 + 1 éléments, eile est done
lide sur Q ; il existe donc des éléments de Q ay, a,, ... 4 o non
tous nuls tels que a, + a, t+a,6% + ... + a_t*° = O, ceci montre
que t est algébrique sur €. De plus, d’aprés fes rappels le degré de ¢
est donné par [Q(1) : Q] qui est égal 2 27, d’cu e résuliat.

Exempies © Le résultat de Wantzell st trés utiie pour montrer
quun nombre n’est pas constructible.

1/ = n’est pas construciible ; en effet si n éiait constructible,
daprés Wanizell il serait algébrique,or on sait qu'il est
transcendant.
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2/ /2 n’est pas constructible. 3/Z est algébrigue sur Q et son
polynome minimai est X* — 2, il en résulte que

VI : Q1= 3
et ainsi 3/ 2 est algébrique et de degré 3.

1¥. Applications

Le résultat de Wanuzell va nous permettre de répondre par ks
negative aux trois premiers problémes posés ¢n introduction ef de
trouver les nalurels n pour lesquels il est possible de construire d la
régle el au compas les polygones réguliers 3 n coies.

1/ La quodrature du cercle :

Si ia guadrature était possible, on pourrait construire & la
regle et au compas un carré dont la longueur du coté serait +/rr |
Grice au compas on powrrait alors reporter ceite longueur et
construire un point de Ox d’abscisse \/r ,+/7 serait alors un nom-
bre constructible ; comme Pensemble C des nombres constructi-
bles est un corps # = (/) serait aussi un nombre constructible,
of nous avons vu a la fin du paragraphe précedent que cela n’est
pas possible. Wantzell, lui-méme, n’a pas pu résoudre le probléme
de la quadrature car 4 son époque on ne connaissait pas encore la °
nature du nombre 7 , Rappelons en effef que c'est en 1781 que
Lambert montre que n est irrationnel et en 1794 que Legendre
montre que »* est irrationnel, C'est en 1844 que Liouville montre
Iexistence de nombres transcendants, résultat confirmeé par la
thécrie des eardinaux de Cantor en 1873, Mais if fallut attendre
1882 avec Lindemann pour savoir que » est transcendant.

2¢ La dupfication du cube

8i x designe Ia longaeur du «8ié du cube 3 constm;re, x* =2
Ainst si la dupliestion du eube &fait possible \;‘ serait construc—

tible, or nous avons vu & la fin du paragraphe précédent que \/f
n’est pas constructible.

8/ La trisection de Vangle _
Onnote O Vangle dont une mesure en radians est le nom-
bre réel @ . Soit M le point du cercle I’ de centre 0 ef de rayon 1
e I e ) -~ .
tel que 3 = (01, OM) ; on dit que O est un angle constructible
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51 M est un point, construetible ; il résulte de cette définition que
I'angle O est constructible si et seulement si cos G est un nom-
bre constructible, 3

8i0< @ <, onditque O esttriseciable si 5 est cons-
tructible ; il résulte de cette définition que O est trisectable si et
seulement si tos —% est un nombre constructible. Remarquons que

d’aprés la formule : cos © = 4 cos’ % - 3 cos '{;Q* si O esttri-

sectable alors O est comstructible.
Certains angles constructibles sont trisectables, ¢’est le cas par

X r 3 . .
axemple poury car cosE ':—"25 est. un nombre constructible, mais

ils ne le sont pas tous, nous allons monter par exemple que gl , qui

est constructible (cm;%lJi = él—}, nest pas trisectahle,

. R i
Tout revient pour cela & démontrer que cos gn’est pas un

nombre constructible, [Vaprés la formule

cosﬂ-‘w“ficos’-g ”3(:0393’ ,t:Ds-g“

est racine du polvhome Pix) = 4x* — 3x — %- Montrons gque P(x)
est irréductible dans Q[x} . Sinon il existe un raticnnel de forme
irréductible% tel gue E’(:—;-} = 0 soit Bp® — 6py® = ¢ . H en resulie

que p divise g° d'oli p= £ 1 et que q* divise 8p° d'oliq~ % 1 ou
4

t 2 d'od 0 t+1lout é— . On vérifie alors directement gue ces

quatre nombres ne sont pas racines de P(x}). P(x} est donc trréduc-

tible, il en résuite gue rjf}"est le polynome minimal de ccs-g- sur
i

Q et ainsi cos 3 est algébrique sur & et de degré 3, d’aprés le résul-
tat de Wantzel cos -g-west pas un nomhbre constructible, Plus géné-
ralement, on peut démontrer le résuliat suivant ;

Si U est on angle constructible, O est trisectable
si et seulement si le polynome 4x* — 3x — cos O est
réductible dans Q{cos & ) {x].

Pour la démonstration, on pourra consulter [B].
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4f Les polygornes réguliers
La consiruction & la régle ef au compas d’un polygone régu-
lier 3 n cHiés se raméne 3 In construction de angle 2-‘3'-— On dira
don¢ qu'un polygone régulier A n cStés est construct:b;’e 8l Pangle

”g* est constructible.

Lemme : 5i m el n sonl premiers enire eux, 2—}:: et i sont

27

constructibles st et senlement si-=> = est constructible.

——— —r, i,

, 2m . 27 | 2r .
—eee Bi — agt constructible alors—-et ~~Je sont aussi car
mn n m

2 . méxw etg?.?w; n-‘r":l‘- et i est aisé d partir d'un angle de
m mn m mn

consiruive un multiple de cet angle en reportanti avec le com-
pas un certain nombre de fois la corde determinée par cet
angie sur le cercle I" de centre 0 et de ravon 1.

| ?;1 et % sont constructibles aloml-;z; I’est aussi car d’apres

Pidentité de Bezout il existe A ei u dans Z ifels que

———

an 4+ gm = 1 d'oh 2n_ )\ﬁ + ;r—zl* 1} suffit alors de
mn m n

savoir construire ia somine de deux angles constructibles ce
gui se fait en construisant des représeniants de ces angles
avec un coté adjacent.

Compte tenu de ce lemme, pour savoir si le polygone a n
chtés est constructible, on décompose n en facieurs premiers !

n = p‘&l e pkat
i polygone sera constructible si el seulement si les angles

2& R 211‘ sont eonstructibles,
™M Py

Nous sommes don¢ ramenés i déterminer les angles construc.

tibies de la forme 3';"0& p est premiereta & N
P
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lercas: p= 2.

.

Les angles de 1a forme 2z sont eonstructibles.

s

Cela se demontre par récurrence sur
a € N, ; en fait, il suffit de montrer
qu’il est possible de construire & la
régle et auw compas la bissectrice
d’un angle. $'est une construction
élémentaire qui ne pose aucun
probléme, Figure 13

Zémecas: p2 8.

T

Si ? est constructible alors = 1 eb p est un nombre

de Fermat premier, ¢'est-idire un nombre premier de le
forme 1+ 21373,

——
2 . .
Supposons gue ;@E soit, constructible, alors cos {%g—) est
un nombre constructible et daprés le résultat de Wantzell
existe un entier m tel que

[Q fcos €55) ) Q) = 27 M
Pour simplifier posons g = p® . Considérons
2r . . 2n
@ = ¢o§— + 1 sin—.
L]

w est une racine gléme de I'unité, « est racine du polynome
X® 1 donc est algébrique sur §.

Nous admettrons ici gue le polynome minimal de w sur @
est donné par :

PX) = {X—wi ) (Xmws}..(X—wy)
ou les w; 1< i< bhsont les racines primitives qiemes de 'unité,

— 625
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et s s 2kr , . . 2knm
«'est-a-dire que les w; sont de la forme cos~ + i gsin —= avec
9 .
k premier avec q et 1 < k < ¢ . P(X) est appelé le gieme

polynome cyclotomique, on pourra consulter i ce sujet |1].

Pour trouver le degré h de B(X), il suffit donc de connaitre
le nombre h d'entiers k tels que 1< k< g et k premier avec
q = p® . On obtient h = p®~ ! {p ~ 1). Nous avons donc

| Q) - Q] = p* " (p—1) {23

1

- 2x . .
D'autre part, nous avons w + @ = 2 eos~_, il en resulte

que cos (gg) € Qfez} et que w? — Zw cm;%z +1 =0,
B p
Ainsi w esi algébrique et de degré 2 sur @ (cm (—2%)) , d’ou
P

1 Q) : @ [cos f-gg«;) f=2 @
A partir des relations (1} (2) (3) et sachant que
1Q(w) : Q] = [Q(w) Q{cos(%})ll X 1Q (cus%s) Q]
on oblient :
PP lp—1y = 2770
Denresulte a=1 e p=1+2""1 .

Monirons glors gue m + 1 @st une pulssance de 2. A partir
de la décom;aosition de m + 1 en facteurs premiers, on obtient
m+ 1 =132 avee B &€ N ot A € N, impair.

p=1+2m* o 1,{.2{12&} " 1+{22{3}}|.

) étant impair, le polynome 1 + X" est divisible par 1 + X, i)
en résulte que p est divisible par 1 + 2'*") mais comme p est
premier, on a p = 1 + 227}, Ceci démontre le résultat annoncé,

Réciproquement, on pourrait montrer en utilisant la théorie

de Galois que si p  est un nombre de Fermat premier alors
—

g.g_ est constructible. {2]
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On obtient alors Je résultat suivant :

Théoréme : Les polygones réguliers constructibles sont
ceux pour lesquels le nombre de ¢étés n est de la forme
2" pi ps ..p. o0 k€ N etoules p, sont des nombres
de Fermat premiers distinects.

Les cing premiers nombres de Fermat sont 3, 5, 17, 257,

65537 obtenus a partir de la formule p = 1 + 227 pour
=01 2 3, 4. Ces cing nombres gde Fermat sont premiers.
Pour Pinstant, on ne connait pas d’zutres nombres de Fermat
qui soient premiers. C'est BEuler qui s'apercut le premier gue pour
# = & le nombre de Fermat correspondant n'était pas premier.
On pourra consulter avec intérét | BY .

Exemples :
1) Pourn = 8, 4, 5, 6§, 8, 10, 12, 15, 16, 17, 20 les poly-
gones réguliers 3 n eotés sont  constructibles, pour

n= 7,98 11, 13, 14, 18, 19 iis ne le soni pas. Buclide connaissait
les constructions pour n = 3, 4, 5, 15 et il savait doubler le
nombre de cotés d'un polygone constructible. On ne sut rien faire
de mieux jusqu'en 1796 ou Gauss a Pige de 19 ans montra que
le polygone régulier & 17 cdiés est constructible. De plus, il
énonca la condition neécessaire et suffisante (du théoréme précé-
dent} pour que n s0it le nombre de c6tés d’un polygone construc-
tible. 11 démontra seulement que la condition est suffisante, il est
vrali gu'il ne disposait pas, a '"épogue, du résultat de Wantzell,
On pourra consulter a ce sujet [8]. On trouve aussi une construc.
tion du polygone régulier a 17 cotes dans [21.

2 Donnons ici Ia construction bien classique du pentagone
régulier. Nous allons essaver de la justifier en exprimant

c0s g'é-r— sous une forme qui permetie la construction effective d'un
point d’abscisse cos 2—; . & = COS gg?”!- i sin—%_;:—i est racine du

polynome X* —1=(X—1) {X*+X*+X*+X+1), Nous avons donc
w? t w?t w?twt 1= 0,qguePon peut écrire sous la forme ;

[w24——-j:-_;)4‘(w+*l'}+ 1=0.
LI i

- G2
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Cette transformation est assez naturelle car

b 2 W
En posant 1 = msgim—l—{w +—1—) ona:
5 2 w
1 1
t ~!~"l"m 2u, w? e = (w 'i'-";):t — 2= 4y —2
w (X w
d’ol (du* —2) + 2u+1 =190.

{On obtient ainsi que u = cos ,%g, est racine du polynome

4X* + 2X —1, Ceci permet d'exprimer eosggw par

::as& = —xr 1+ 5
5 4
1 1A
2n 2 4
CDS5 =
] 2
1y y’\
Soit A le milieu du seg- J
ment O, alors B

AJEV?.,
4

Par un cercle de centre A i .
et de rayon AJ, cons- r A G H Ji
truisons H sur Ox tel
que AH = Ad, on a
alors A
e 1 5
OH=—=+ |/~
2 4
51 P est le milieu du
segmant OH on a ators

OF = cos 2 |
5
La perpendiculaire en P 4 Ox permet d'obtenir le point M du

cercle tel que
B
. -

B
MP

Figure 14

-P:.:';A\\
(01, 0M) -
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V. Complémenis :

En 1872, Mohr démontra que toute construction 4 la régle
et au compas pouvait 8tre réalisée en utilisant seulerment le
compas. Ce résultat est plus communément atiribué a Mascheroni
(1797). Bonaparte qui |"avait rencontzé pendant ies guerres d'ltalie
se signala a4 'académie des Sciences en proposant la construction
au compas seulement du centre d’un cercle donné, On trouvera
cetie construction dans [ 3].

1l existe de nombreuses variantes aux construetions & la végle
et au compas : constructions i la régle senlement, constructions
4 la régle seulement mais en se donnani un cercie fixé, etc. On
trouvera des informations a ce sujet dans [7}.
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