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Construction des réels et numérations
par Claude MOSER, Grenoble,

L’idée initiale de cet article m'est venue d’une discussion
entre animsteurs de 'LLR.E.M. de Grenoble a propos du probléme
suivant : Comment uiiliser 1a méthode des coupures de Dedeking
pour construire le corps des nombres réels i partir de ’anneau des
nombres décimaux ? (Précisons tout de suite qu’il s’agissait d’une
préoccupation d’ordre purement spéculatif dont les fruits n’étaient
en aucun cas destinés & consoramation au cours d'un stage ! ).

Le probléme peut paraitre banal quand on connaft la cons-
truction des réels i partir des rationnels. La ssule difficults est en
fait de prouver que tout réel non nul est inversible. La démonsira-
tion classigue utilise fortement le fait que tout rationnel non nul
est inversible. Elle n'est donc pas transposable telle quelle au pro-
bieme ici posé. Les snimateurs sus-mentionnés s'en sont tirés en
utilisant In propriété :

{P} L’ensemble ¥ des décimaux inversibles est dense dans
I’'ensemble [} des nombres décimaux.

{Rappelons quun décimal est inversible si et seulement si il est de
la forme 28.5° oli a et b soni des entiers rationnels. La pro-
priété P signifie simplement qu'il existe un décimal inversible
entre deux décimaux distinets.}

Mon premier but était de démontrer cette propriété P . Un
peu de réflexion & ce sujet ameéne sans beaucoup d’effort a prouver
un joli tésultat d’arithmétique !

Théoréme,—

Soit u et v deux entiers supérieurs ou égaux a 2, qui ne
sont pas puissances d'un méme entier,

Soit n un entier natural non nul ef {&,, ..., &, } un n-uplet de
chiffres de la numération en base u . Alors ¢
L’'ensembte des puissances de v dont le développement en base u
commence par a; ... &, ostinfin.
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Je me propose de démontrer ivi une forme genéralisée de la
propriété P of le théoréme. Je renvoie & un autre article les pro-
blémes de coupure, article ol je montrerai gu'en fait on peut ne
pas utiliser la propriété P, movennant queiques surprises et ameéna-
gements de définitions.

La proprieté P et je théoréeme,~

Quelle que soit la fagon dont on fait la connaissance des
nombres décimauz, on réalise tot ou tard que cet anneau s’obtient
par adjonction 4 'anneau Z d’un é&lément ¥ tel que 10y = 1. De
fagon plus générale, pour tout entier m > 2 on peut construire,
par une méthode rigoureusemeniz identique 3 celle utilisée pour B3,
Panneau A, obienu a partit de Z par adjonction d’un élément
tel que m. =1

m
L’entier m étant fixé, Pensemble AY des éléments de A

inversibles pour |z muitiplication est le groupe multipticatif engen-

dré par les diviseurs premiers de m: si p,, .., p, sont les divi-

seyrs premiers de m, un élément de A est inversible si et
i

seulement si if est de 1a forme p:J e Py Ot A, .., 8 sontdes
entiers rationnels.

Cela étant 1'idée de base de la démonstration est ta suivante @
Soit u et v deux entiers naturels supérieurs ou égaux 3 2 et soit
m leur plus petit multiple commun. Il s'agit de construire une
suite ¢ N— A; qui converge vers 1 en décroissant stricte-

ment. Comme on le verra ceci n'est pas possible pour n’imporie
gitel couple (u , v). Commengons par un lemme élémentaire,

Lemme,.—
Soit u et v deux entiers supérieurs ou égaux i 2.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
i} Lesentiers u el v soni puissances d’un méme entier naturel.
i} L'éguation u* = v¥ a une solution en entiers non nule x
et ¥ .

8i u=w* et v=wP, alors 2 et b sont non nuls et
u® =y,

Réciproguement, soit a e{ b deux entiers naturels non nuis
tels que u® = v* . i d estle plus grand commun diviseur de 2 et

de b etsi a’d=a b'd= Db, il est clair que u® = v*'.
- 594 ..
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{Une premiére conséquence est que u et v ont méme en-
semble de diviseurs premiers. {Ceci résulte du théoréme de Gauss),

Soit done {p,,...,p,j l'ensemble de ces diviseurs premiers. Si
a . I
u=p,'.. pg" et v=p '..p. ", alors pour tout i€ {i,n]

b'a = a'b. Puisque &' et b’ sont premiers entre eux, pour tout
i€ [1,nl, b divise b, et & divise a de telle sorte qu'on a
a~aa & b=ab.

Par suile, si on pose w= p?l pif" on a évidemment

u= w* et ve wh |

Remarque,—

Soit p un nombre premier et m un nombre p-primaire
(m = p%, e > 1). Les anneaux A et Aﬁ coineident. Or dans

A,, pour tout entier naturel £, A> N 1p% p**! [ = ¢ . La pro-
priété (P} relative & A est donc fausse sl m est un nombre
primaire. Je reviendrai sur ce cas un peu plus loin.

Pour l'instant je considére deux entiers naturels u et v qui
ne sont pas puissances d'un méme entier. Leur plus petit multiple
commun m west pas un nombre primaire.

Je construis une suite ¢: N-- AX de maniére récursive.
Souhaitant obtenir une suile sirictement décroissante, je pose :

o 8ivru: gi0)=v et o(l)=u.

w Si v< u, soit k le plus petit entier tel que v > u.

Alors v* >u puisque v et u ne sont pas puissances d’un méme
entier,

Je pose dans ce cas ¢{0) = v et ofl)y=u.

Dans les deux cas : 1< ¢f1} < 2(0) .

Pour obtenir ¢{(2}, je considére i, le plus grand entier j tel que
#{1) < p{0} , et je pose w(2) = ¢(0) /[ ¢'i(1) dans A} .

Alors 9(2) [ (1) = 9(0} /¢ TH (13K 1.

Bn fait ¢{2) est strictement inférisur & {1}, A titre d’exemple
voici ce qu’on obtient pour v=5 et u= 2.
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N EXPOS.DES EXPOS. DE 2 3Ny  PHEN) APPROCHE
B +1 @ o 5,00000600

1 +0 1 2 2,000050000

2 +1 -2 3 1,250000000

3 -3 7 9 1,024000800

4 + 28 - 65 2 1,009741958

6 — 59 137 2 1,004336277

6 + 148 ~ 339 4 1,001041547

7 — 643 1,493 6 1,000162894

g8 +4004 — 9,297 2 1,000083720

de n’ai encore rien démoniré, et surtout pas que la suite,
supposée construite, converge vers 1, Je condense tous les résultats
intéressants dans la :

Proposition.—

Soit u et v deux entiers naturels qui ne sont pas puissances
d’'un méme entier, m leur plus petit multiple commun e{ t le
plus grand entier naturel tel que v* < v, Alors les relations

#0)=v'"" s pf{l}=nu ; j =t

i =Max €126 N et olo—1}oliny< 1

n}letgs,. plo—1}fv ()
e(n+1) = o{n—1){ ¢'2(n) . -
définissent une suite ¢ : N—— A% qui posséde les propriétés
ci-apres :

i) Elle est striciement décroissante.
ii} Eile converge vers 1.
ifi) Pour tout n € N, y(n) est de Ia forme v* u® oh a et

b sont des entiers rationnels. De plus si © est pair (resp. impair}
a est positif {resp. négatif) et b est négatif (resp. positif},

La propriété iii) est vérifide par ¢(0) et ¢(1) respecti-
vement.

De plus @{0) > pfl) > 1.

A partir de 14, on fait un raisonnement par réclTence sur o,
svec Phypothése H{n} suivante :
Hin) : ¢(2Zn) et ¢(Zn+ 1} satisfont aux propriétés

* 20> p(2nt+1)>1

e »(2n) = v u® avec a,heZ a>0,bx 0

e 420+ =v"u? avec ¢,dEZ ¢ 0,d> 0
Preuve de l'implication Hin) = H{n + 1),
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La suite (m — (w(2n + 13¥™) est une suite géométrique de
raison plus grande que 1. Par conséquent l'ensemble des entlers
non nuls j tels que ¢ (2n + 1) < f2) est borné ; il est non vide
car ii contient 1. Soit done jpn.y le plus grand éément de cet
ensemble. Alors

(o(2n + 1)) 12041 5 4(2n) > (p(2n + 1))7n1

On ne peut avoir égalité & gauche dans 'expression ci-dessus, car
@¢{2n) = v* u® et {giZn + 1))1 Hznt1 o ge(ltigasyr | 80 2R

8’11 y avait égalité on aurait

vn—e{l+§3n+1] ud(i+izn+1)m*b

B résulierait de ‘i(n) gue a—c(l+ jnn+1 ) N d(l + jgn+1)""'b
sont strictement positifs,

D'aprés le lemme u et v serzient puissances d'un méme entier,
ce qui serait contradictoire avec "hypothése initiale du théoreme.

Par suite
@n+ 1)1 S 5N > p(@n + 1322 > o@n 4+ 1)
On définit aiovs

#{2n+ 2) = o2n) } {o{2n + 1,53;“1

qui satisfait 4
giZa+ Do en+ 8> 1
P2 n+ 2= v i2at1 gOdizasny
a—Cjagsy ~ 0 s b—djagey <0
Les termes o{Z2n+ 1) et ¢(2n+ 2) éant définis, on définit
comme ci-dessus
amsz = max { j1I€ N, (¢{2n + 2)F < ¢@n + 1)

&t
o2+ 3) = o(2n+ 1) [ {p(2n + 22777

avec les proprietés
#(Z2n4+ 23> p(2n+ 31> 1
¢(2n+ 3)=v* P
A=c~jgarz{a—Clan+33<0
B=d—iga+s @—dizas ) 0

— 597 -
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Limplication H(n)= H(n + 1)} est donc vraie. L’application
¢ N— A* est parfaitement définie. De plus elle est stricte-
ment décroissante.

Reste i prouver que cette suite converge vers 1, dans A% | pourla
distance induite par 'ordre de A, .

Scit n un entier naturel. On commence par démontrer gue

pour tout k=1, .
en) > {(o{n + k})* .

On raisonne {évidemment) par récurrence sur 'entier k. La pro-
pri¢té considérée est vraie pour k= 1. Soit maintenant k> 2 et
supposens gue la propriésé soit vrale pour tout i< k. Alors
eln+ k—1)= gln + k+ 1) fa{n + k))in+x

et
2> (oo + K— 1™ = ol + k4 1571, p{n + kPesriE~is
Dufait que jp+p 21 et pn+ K)> gn+ k+ 1},

em) > (pin+ k+ 1N2E-D % (gn+ k+ 1)) **?
La propriété est done vraie pour tout n et tout k> 1. En parti-
culier pour k = m et pour tout n:

(p{n + mp™ < gin}
et
fe(n+ m))™ -1 < p{n}—1.

De Pidentitéd a™ — 1 =(a— 13 ™" +a® %+ . +a+1) on
déduit :

(sln+ M 1= (o0 + m)—1) "3 foln+ m)y

ot {pin+m))"—1>mipin+m)—1) ,car pn + m¥y>1.
Dou pourtout n€ N

1
efn + my—1 < -=(p(n)—1}.
m
A l'aide d'un nouveau raisonnement par récurrence sur entier ¢
on prouve la double inégalité
0 < e(me)—1 < -5 {(p(0) -1},

Maintenant pour tout entier n, smt ﬂ le plus grand entier tel que
me<n.Alors

e(m)—1 % p(me)~1 < m~ * (e(0)—1}.
Ceci prouve égalité lim sini= 1.
I —F o
-~ 398 -
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Démonstration de la propriété P,—

Une forme générale de la propriété Pest (P )

Soit m un entier non primaire, Alors AX est dense dans

Ay -

Soit done m un entier non primaire. Soit v et v deux
diviseurs de m qui ne sont pas puissances d'un méme entier. Soit
¢ : N— A¥ Jlapplicalion définie conformément & la proposi-
tion,

Soit 8 et b deux éléments de A, quivérifient 0<a<b.
Soit ¢ le Elus grand entier rationnel tel que mé<a , R = a/m® s
b’ = bjm Alors 1< a < b'. Sgit ¢ €A, tel gque
a' < ¢ < b . (On peut considérer par exemple
¢ =(a" + (m~1yb'Yym).

Soit r le plus petit entier n tel que

eln) < ¢ et c.en) < B,
La suite {3 i (p(r)F) est une suite géométrique strictement
croissante. Soit 1 le plus grand des entiers | tels que {ein)¥ < ¢'.
Alors )
& <o s @) = e(n) w) <cply< .
De ce fait
a2 < mml (o) < b .

8 a et b sont deux éléments négat:fs ou deux éléments de signe
contraire, on se raméne sans peine au cas étudié ci-dessus. On
obtient ainsi une preuve constructive 4+ Ya propriété P~ Dans le
cas des décimaux, it suffit évidemment de poser u= 2 et v= 5.

Démonstration du théoreme,~

On peut dite que le théoréme découle de ia propridté i}
énoncée dans la proposition. L’idée du théoréme vient de 12 en
tous cas :

Soit &, .05 les chiffres choisis. Soit m le plus petit
muliiple commun de u et de v. On econsidére dans A,  ies
Eléments )

a=a, W+, um % . toauttueth=a+1l

d=ajurtt, P=bsut!

Supposant o, # 0, ona 1<a <b',
Au Yieu d’utiliser la suite ¢ : N-— A% , on utilise la suite
extraite (n— ¢{2n) ). Procédant come dans la démonstra-

.- 599 ..
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tion de la propriété P, on montre 'existence d’un entier p et
d’un entier i tels que :

e a<{e@p})<b .

e L'exposunt de u dans {p(2 p))! est un entier rationnel
strictement inférieur 4 — (n + 1}. .
Alors, si on choisit un tel p ot un tel 1, et si on écrit
{¢(2 p}F =~ v*ju? , on obtient

aut < v < bu?

c'est-d-dire aud ™l & ¥ < ppted

Les développements en base u de au®"! o butm?
commencent tous les deux par ay, .., ay . Il en est done de méme
du développement en base u de v° . Ceci achéve la démons.
tration du thérodme,

Avant de passer a Pillusiration numérique du théoreme, je
propose de revenir 2 ce qui se passe lorsque u et v sont
puissances d’'un méme entier ¢ .

Draprés la remarque qui précéde la proposition, une suite
¥ N> A¥ converge vers 1 si et seulement s elle est station-
naire sur 1. Ici il est intéressant de noter que le pracédé décrit dans
la proposition ne definit pas une suite si u et v sont puissances
du méme entier ¢ .

On pose u=¢%, v"'! =cP = {0}, »{1)= u. Pour fout
aEN et tout be N, non nul, on note [a,b] le gquotient dans 1a
division euclidienne de a par b. Avec ces notations, on poss
p(2) = c* 9Pl par itération, si p(n) et p(n+1) sont définis
sous ia forme X8} 2D guee 8 < afn+1) < afn) , on définit
e(n+2) comme ¢*PTP) guer

aln+2) = alntl) —a(n) | &in+1),aln)].

Tant que ain} n'est pas nul on a 0 < a(n+l} < o(n), Il existe
donc ne tel que aln,)=0. Alors p(ng—1)=ping ~—2) et
#lne + 1) n'est pas défini.

Mustration numérigue.—

Tout le travail numérigue décrit ici a été fait sur une machine
WANG 2200 de 4K qui utilise le langage BASIC. Le programme a
une donble tiche ¢

1} Les entiers u et v étant fixés, déterminer au plus 2§ termes
deyp: Nowwr AR
.- 600
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2} Les chiffres o,, ..., o5 &lant choisis en base u , détetminer au
plus trois puissances de v dont e développerent en base u
commence par «, ..ayg . Pour faciliter Uécriture, chacun de
ces chiffres #st écrit comme un entier en base dix ef placé zelon
sof rang dans une matrice higne {ef. 250 —~ 328},

Il est patent que ce programme triche avec 'esprit de Particte
puisqu’y soni utilisés d’une pari les quotients d’entiers non nuls
quelcongues, d¢’autre part surtout la fonction logarithme telle
qu'elle est donnée par [a machine. Ces inconvénients peuvent étre
évités moyennant un trés grand nombre de boucles et de tesis
supplémentaires. J'al conservé le programme tel quel uniquement
pour une raison de rapidité d’exécution, d’autant que les expo-
sants trouvés sont trés grands.

A ce propos la machine utilisée travaille sur des entiers infé-
rieurs & 10'? {en simple précision, bien stir}. Pour cette raison j’ai
disposé de nombreux “garde-fous” tout au long du programme, I
serait intéressant, compte tenu des nombreuses boucles, d'étudier
rigoureusement la précision des caleuls. Encore un joli probléme
d’analyse qui se raccroche !

Au vu des résultats it parait exclu de faire les caleuls 4 la
main. Par eilleurs il serait intéressant, étant donnés
W v,a,,.,as de déterminer autrement gue par “balayage”
guelle est la plus petite puissance de v dont le développement en
base u commence Par «, «; 43 &4 &g . JEVOUE Ne pas aveir
d’idée sur la question,

8i les entiers u et v sont puissances d’un méme entier, la
machine peut s’en apercevoir et nous renvole & nos chéres studes.

3.1. Le programme.—

10 REM CE PROGRAMME S8E NOMME NUMERQ ; 30/09/76 .

CL. MOSER

20 DIM A(2), B(2), Ct2), F{13), H(13), G(5), D{13}

20 REM POUR ALLER A FIN, FAIRE U=1 DANS 50

40 INPUT “BASE", U:IF U=1 THEN 560 ; INPUT “ARGUMENT”, V:M=0
50 PRINT TAR(21) ; “BASE” ; U, “ARGUMENT” ; V:PRINT

60 P=INT (LOG{UYLOG(V)) o

70 A=V (1+P): B,C=U: A(1)=1+P: B(2),C(2)=1 : A(2).B(1)

1)y =0
B0 E3="N": RE=“EXPOS.DE™: ZF="J(N}": TI=""PHIN)} APPRO-
CHE!,
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90 PRINTUSING 100, E$, R$, V. RS, U, Z§, T8

100 % $# SRREHIES O HEFR SR S B SRR
110 PRINTUSING 120,0,A(1),A{2}.F,A

120 % ## +EAE, AEH FRE FHE —H4R HES, EHRE HHF HEEE
f R FRER

130 FOR N=1 T(Q 26

140 IF 8f]L THEN 170

150 FRINT “Les entiers ¥ ot V sont puissprces d'un méme entier. ™

160 GOTO 520

170 IF N=2*INT{N/2) THEN 180

180 FUN+1)/ZI=A1) : HI(N+1)/2=—A(2) : D{(N+1)i2)=A

186 P=INT({LOG(A ¥LOG(R))

200 FOR =1 TO 2 : BI=A{I;-P«B{I} : A([}=C1) ; OMDO=8(1) : NEXT I
210 B=A/B! P: A=C: C=B: M=M+1: IF A—1 [8F—0 THEN 94§

220 PRINTUSING 120, N, A(1}, A(2), P, A

230 NEXT N

240 PRINT : PRINT “PRECISION INSUFFISANTE POUR ACHEVER LE
TABLEAD”

240 PRINTUSING 2601V

2680 % BASE ### ARGUMENT ###

270 H,R X, Y=0

280 FOR =1 TO 5

230 INPUT G(EY: IF GEI)[U THEN 319

300 PRINT “INTRODUISEZ UN ENTIER INFERIEUR A7 U: GOTO 290
310 H=H+G{E)*{! (6~1}): NEXTI

320 PRINTUBING 580,61),6(2),G(8),G{4),6(5)

330 % CHIFFRES CHOISIS 0 it 5E R #ik

340 PRINTUBING 350, H/U

350 % DEVELOPPEMENT DECIMAL DU NOMBRE ASSOCIE ##if#a#H
360 F=H: PRINT FRINT

370 X=INT(LOG(FYLOG(V)): F=FAV! X}

380 Y=INT(LOGFHLOG(U)): F=FHU! Y}

390 FOR N=1 TO INT{M/2Z): IF R]2 THEN 520

400 {F D{N} IF THEN 540: IF D({N) [14¢1/H) THEN 540

410 L=1HINT(LOG{FY/LOG{D(N))

420 IF L«F{N)}]9E13 THEN 550: IF L+H(Njj3E13 THEN 550

430 H=R-+1

440 PRINTUSING 450,V X+L+F(N)

450 PRINTUSING 460, 1}, —Y+L+H(N}

460 % EXPOSANT DE #3055 = 350 455 30 i 3k

470 PRINTUSING 4B0,{D{N} LYo {U! [Y—11a{V¥! X)
480% CONTROLE #5508 St st iy

450 PRINT

500 NEXT N: PRINT

510 FOR Is=1 TO 5; Gil)=0: NEXT1

520 PRINT TAB(T); "('ONSERVEZ-VOQUSUET V2 *»

530 INPUT §: IF §]¢ THEN 250: GOTO 40

540 IF N=INT{M/2) THEN 550: GOTOQ 500

550 PRINT “CAPACITE DEPASSE! REFAITES VO8 JEUX”: GOTO 520
560 END
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3.2, Resulinis dactivation

EXFOS. DE 2

+4

+¢

+4

—16

+20

176

+ig6
—194¢
+2136
—35 340
+57 476
—112 818
+3%5 924
—504 664
+1 300 688
—2 205 252
+5 711 092
~7 016 344
+13 627 436

BASE 10 ARGUMENT 2

EXPOS. DE 10

4]
1
—1
B
~4
53
—5@
B4

—B43 2
16 452
—~17 362
33 961
~119 185
272 331
—301 518
G663 B4T
-1 719 216
2 383 087
—4 102 267

J(N)

P L e L - T W, R N Y

PHI(NJ APPROCHE

16,0000000000
10,0000000000
1,6000000000
1,5258788062
1,0486760000
1,0440487148
1,0043262779
1,0041727008
1,0001628973
1,0000919215
1,0000708692
1,0000209508
1,0000081147
1,6000047213
1,8006033933
1,8000013279
1,0006007375
1.000000590 3
1,0000001472

PRECISION INSUFFISANTE POUR ACHEVER LE TARBLEAU
BASE 10 ARGUMENT 2

CHIFFRES CHUISIS

¢ 0 0 0 7

DEVELOPPEMENT DECIMAL DU NOMBHRE ASSGCIE 7

EXPOSANTDE 2= 4122
EXPOSANTDE 10 = 1 239
CONTROLE 7,00R87751848
EXPOSANTDE 2= 1176 942
EXPOSANT DE 10 = 354 293
CONTROLE 7,0009588345
EXPOSANTDE 2= 72592 194
EXPOSANTDE 10 = 21 852 426
CONTROLE 7,0001314822

— B3 .
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BASE 125 ARGUMENT 13

N  EXPOS.DE 12 EXPOS. DE125 HN) PHI(N} APPROCHE
9 +2 0 1 168,0000000000
1 +0 1 1 125 D00ECO0G00
2 +2 —1 16 1,3520006000
3 —32 17 102 1,0029584630
4 +3 266 -1 785 11 1,0002762859
6 —35 958 19102 18 10000143431
3 +650G 510 —~345 571 1 1,0040009G7 48
7 —686 468 364 673 1 1,0000052682
8 +1 336 978 10 244 1 1,0000038066
8 ~2 OZ3 446 1074 817 2 1,0000014615

10 +5 383 870 —2 RGO OTE 1 1,0000008835

11 w7 407 316 3934 995 1 106006605779

12 112791186 e} TI5 DTS i 1,0000003055

18 —20 198 502 10 730 068 1 1,8000002723

14 +32 98O B8 —~37 525 141 8 1,0000000332

15 ~484 118 008 150 931 196 5 13900000063

PRECISION INSUFFISANTE POUR ACHEVER LE TABLEAU
BASE 126 ARGUMENT 13

CHIFFRESCHOISIS 0 0 0 ¢ 1 21
DEVELOPPEMENT DECIMAL DU NOMBRE ASBGCIE 146

EXPOSANTDE 13= 151 758 128,413
EXPOSANTDE 125 = 20 618 804,163
CONTROLE 146,0007632367

EXPOSANT DE 13- 743 562 O8R 8569

EXPOSANTDE 126 = 396 Q03 621,088
CONTROLE 146,000461 55846

BASE & ARGUMENT 2§

N EXPOS. DE25 EXPOS. DE & N PHI{N) APPROCHE
0 +1 [+ O 26,0000000000
1 +0 1 2 5.,00000006000

Les entiers UJ at V sont puissances d’un méme entier.
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