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DANS NOS CLASSES

Développement de Vinverse d’un
naturel étranger a la base

de numération
par Jean SARGENT, | R.EM. de Lyon

I s’agit ici du compie rendu d’une recherche expérimentate
effectude en activité de club par des éléves de Seconde utilisant un
mini-ordinateur de bureau.

1
I — Dévelappement décimal de I'inverse — du naturel premier p
(différent de 2 ot 5) Y

Eitape 1.

Détermination du développement par simple division en utili-
sant le nombre maximal de décimales possibles sur la calculatrice
(sans programmation). Les éléves obtiennent immédiatement :
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73 = (,01368863 5 0,0099 137 = 0,00729927
g 1 _m
239 = 0,0041841 7] = 0, 00389 Fryria 0, 0002151

A ce stade initial de la recherche, les éléves ont déja observé
que Ia plus petite longueur de période (nous dirons par la suite, par
abréviation, la longueur de période) du développement décimal e

1
l'inverse — du natorel premier p est sirictement inférienre d p,
p

c'est alors une bonne occasion pour démontrer ce réguliaf.
Certains éléves découvrent méme, expérimenialement, gue cetie
longuenr est un diviseur deo {(p — 1),

Ftape 2,

Le probléme se pose alors de poursuivre l'expérimentation
pour des développements de plus grande longusur de période.

Ce probléme est résolu en analysant Palgorithme de la divi-
sion avee décimales. B s'agit d'enchainer des divisions euclidiennes
guccessives, le resie de chacune de ces divisions euclidiennes {zéro
déeimale) étant multiplié par dix pour devenir le dividende de la
division enclidienne suivante.

Les quotients entiers successifs donnent alors les chiffres du
développement décimgl rechercheé.

Organigromme pour le caleul du développement décimal du

;—ationnel—% (_E.<1)
=bg+tr ¢ B&Lr<b
d'ol qmint(%-) et r=a—bq
Danslecasprésent: a, =1 e b=p
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| Enrée de ao et b/

N
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Ajouter 1 au compteur
de chiffres
-
Impression de g
-
10y est stockédla
place de =z

Longueur de période
I .
Remargque :

Si au lieu de multiplier le reste par 10 on le multiplie par 10",
on obtient les chiffres par paquets de n ; mais alors, le test d’mrrét
devient incpérant et il faut stopper le calculateur manuellement,

Cet organigramme facile & implanter sur tout calculateur
programmable, permet de pousser plus avant Pétude des développe.
ments décimmux ¢'un rationnel, On peut méme faire découvrir aux
éléves qu’il pexmet d’obienir le développement en base s {positive)
d*un mtionnel% (strictement inférieur 2 1) a condition de rempla-
cer 10 par s,

Avee cette méthode, on peut rechercher dans diverses bases,
les développements des inverses d’autres natureis,

On constate, par exemple, que les développements des
inverses des naturels premiers ;

17.19,23,29, 81, 43, 53, 79 ont pour
tongueur de période :

{*} ‘E;ﬂ daeplt Toeysque tong le: ehiffres de Ix plur petite longuenr de périvds sont
ulitenus.
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16,18, 22,28, 15, 21,13, 13 en base dix
8, 9.11,14,15, 21, 26, 39 en base neuf
2, 9,11, 7, 5, 7,13, 39 en base seize,

1 — Développement décimal de i’iﬁ?&s&% du naturel primaive
pﬁ
17y Développement décimal des inverses des puissances de 7

= §,142857 la longueur de période est 6 -

~qj A

; = 0,0204081632653061224489795918367346938775651
ia longueur est 42 (soit 8X'7)

7713 = §,002915451895043731778426656597667638483965914

57725947521 865889212827988338192419825072886
297 376093294460641399416309620991 25364431486
880466472303206997084548104956268221 57434402
33236151603498542274052478234110787172011661
80758017492711370262390675053936860068309037
9008746356685131 19533527696793 la longueur est

6xXTXT
2°y Développement décimal des inverses des puissances de 11
ﬁ = 0,08 lalongueurest 2
L = 0,0082644628099173553710 la longueur est 2 X 11

"31.":'1"’ = 0,000756131480090157776108189331320827197569579%
63711495116453794139744552967693463661232166
27347856752817430503380916604057099924868519
90984222389181066867017280240420736288504883
546205686025544 70323065364 3876784372652141247
1825694966190833069429 la longueurest 2 X 11X 11
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3"} Développement dévimal des inverses des puissances de 13

%—3 = 0,076923 1a longueur esi &
'1-53 = 0,005921715976331360946745562130177514732899408
2840236686390532644378698224852671 1a longueur
est § X 13
4°) Développement déeimal des inverses des puissances de 37,
%7 = 0,6%7? Iz longueur est 3
%—,5,—5 = 0,00073046015991964937910883856829802775748721
69466764061 358655953250547845142439737034331
G2892622352081811541271  1a longueur est 8 X 37
5°) Développement décimal des inverses des puissances de 3
I =03 =0T lulongueurest1
%7— = 0,087 1a longueur est 3
%—1-'- - 0512546679 la longueur est 9
1o = 0,004116226337448559670781893 I longueur est 27
7—%9-—; Q,00137174211248285322359386433470507644581618
6556927 2076680384087 79149510800260631 1a lon-
gueur est 81,
Conjectures

&  Développements décimaux des inverses des puissances d'un
naturel premier p (p différent de 2, de 3, de 5}
Si}“ a pour longueur de période t,-—p}; a pour longueur de
P
période tp* !
¢  Développemenis décimaux des inverses des puissances de 3

Pourn & 2,;3;;apoux longueur de période 3% 32 |
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IH — Dévelappement de l'inverse d*un naturel étrangey 3 la base

1 b ———————

B : = :

xemples X 13 0,01098% la longueur ast 6
1 e

e reveri 0,000958 I lonigueur est 6
—1 . 0,001569858712715856672898430141287284144
TXTX13 o7 la longueur est 42
1 = 0,000143714458428714142099857 28557157
TXTX 11X 13 285857 s longueur est 42
L = 00000768469 306923845385 381846922308
TX 11X 13X 13 46076999923153769807615461461615307
768153923 la longueur est 78
m = {J,000628535512266442488% 1a lonpueur est 21
1 = 0,00075585718987150415721844293272685
IXIXIXTXT 470143613 la longueur est 42

1 = 0 0002E195263250601 5857894809775
IXBXIXBXTXT FeSTRE714537666918619299571680
524061476442428823381 204333585

. 285966238347190728143109095480
047871 iz longueur est 126

Conjeciture

Aprés 'étude des cas précédents et aussi dautres exemples
tels que les développements des inverses de :

3X138 , 8°X13 , 8741 , 31x43 , 19X31 , 20x238 ,
31x 241 , 163X 211 , .. etc ,

choisis pour leur longueur de période relativement courte, il
semble que ’on puiste conjecturer gue la longueur de période de
Pinverse d’un naturel soit le p.p.com. des longueurs de péricdes
des inverses des primaires de sa décomposition primaire.

IV -= Conclusion

Il y aen i une étude expérimentale et trés peu de justifi-
cations mathématiques.
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En seconde, cette expérimentation s cependant Pintérét
d’amener les éléves 4 réfléchir sur la pratique de la division avec
décimales et la présentation de son algorithme sous forme d'orga-
nigramme, Elle les améne aussl 8 se pencher sur la pratique du
changement de base pour un nombre & virgule,

En terminale C, cette expérimenfation peut permettre, de
plus, de motiver les éléves pour amorcer une étude mathématique
de certaing reésultats conjecturés {cas I et JiI}. C'est donc un bon
prétexte i des calculs arithmétiques, notamment & utiligation
des congruences, du pg.ed., du pp.em. et éventuellement du
théoréme de Fermat et de lordre d'un élément du groupe
multiplicatif {{(Z/pZ)*, ¥).

Remarque. Le lecteur pourma démontrer que la conjecture :
“Si 1 a pour longueur de période t, “2’; a pour longueur de
P p

période tp® ™! ** concernant le développement décimal d'un
naturel premier p éiranger d dix, est vérifiée pour la plupari
de ces naturels premiers,

P dégignant Pensemble des naturels premiers, le sous-
ensemble E des exceptions & cette conjecture est :
fp 3 P ; 10°~! =1 mod p? |

{Chacun sait que 3 appartient 4 E e on peui calculer que les
senls édlémentz de E inférieurs 4 10 000 sont 3 ef 487 {pour

ne 2,

1
Te 3 powr longueur de période 486.487° %),
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