Le plan des Vingt-cinq Points

par Jacques IFUMA, Paris.

Le plan des vingt-cing points est un exercice qui s’adresse aux
éléves de premiére of terminale C et E.

Aprés une présentation sassez détaillée des congruences
modulo § puis de la structure de corps de Z/57Z, il permet de faire
appréhender aux éléves de facoh relativement concréte la diffé-
rence enire les structures d'espaces vectoriel et affine.

La structure circulaire du plan surprend et intéresse les
éléves ; de plus, le faible nombre d’élémenis permet des représenta-
tions en extension des vecteurs, des franslations, des sous-espaces
et desy variéités affines, ainsi qgue des exercices de dénombrement.

1. RELATION DE CONGRUENCE
La relation de congruence modulo b est définie dans Z :
{(x=y[Bl} == ( hkE€Z x—y= 5bk)
Z/BZ = 01,234 désigne 'ensemble des classes d’équivalence,

2. ETUDE D'UN CORPS

K= 2152 mutti des lols + et + a une siructure de corps
commutatif.

L'opposé de x est 4x . P A
. (o3 P A
Linverse de x est x° . , e 1
K & unpe structure circulaire. & 0"\ ;a
L] \ l‘
Exemple : \ 0
4+ 3= 2 > 4
- % #
3 M 4.- -~ 2 8™ - md’ .z
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3. ETUDE D'UN ESPACE VECTORIEL
3.1. Le plan vectoriel

311 V= K X K
K x K a une structure d'espace vectoriel de dimension deux

sur K |, Cet ensemble a 25 éléments,

D ST Xy

Si [y) &V aiors(y}«- x.{
ve K,

Les vecteurs (1} et (O) forment une base de cet espace
. {) i

vecloriel.
3.1.2, Lessous-espaces de ¥

V est un ensembie fini, on peut dénombrer fous ses sous-
espaces vectoriels :

1

O)»&y.(?] avec x & K et

U, = (g) gst un sous-espace de dimension zéro,

Les sous-espaces de dimension un sont, soit confondus, soit
d'intersection réduite au vecteur nul; il ¥y 2 done dans V six
droites veclorielles distinctes {(quatre vectewrs non nuls dans cha-
cune, of V a 24 éléments non nuls: donc on a 24/4 = 6 sous-
espaces de dimension yn}) :

3.1.3. Les endomorphismes de V

A chaque endomorphisme de V est associée une matrice
2% 2.0 yadonc 5 = 625 endomorphismes distincts dans V.

BT -
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Il ¥ a quatre homothéties. Par axemple, U'homothétie de rap-
pott 2 dont la matrice dans la base du paragraphe 3.1.1. est

(53)-

Voici le diagrarnme sagital de cette homothétie.

O ‘)/E‘g )
« 2

|

©)

On remarquera que les droites vectorielles sont globalement
invariantes.

3.2. Compléments

Généralisons 8 K= KX KX K par le méme méthode qu'en
dimension deux {3.1.2.). Un espace de dimension frois contient 31
sous-espaces de dimension un,

Le dénombrement des plans vectoriels est plus difficile. En
dimension trois, deux plans vectoriels sont, soit confondus, soit
leur intersection est une droite.

Bix plans admettent la méme droite pour *“‘charniére” et le
plan contient € droites distinctes. Il y a done 31 plans vectoriels
distincts dans E. (6 plans par chacune des 6 droiles d'un plan
choisi plus ce dernier. 5X § + 1),

B8 -
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4. ETUDE D’UN ESPACE AFFINE
4.1. Le plan des 25 points

{On peut délinir une structure de pilan affine associé au plon
vectoriel WV, sur tout ensembie de 25 points. H suffit pour cela de
définir les franslations.

P est un ensemble de 25 points.
Tout bipoint sera représenté par une fleche A —— B,

i est & noter que P étant un ensembie fini discrel, seuls A at
B appartiennent au plan P, la fidche symbolise simplement gue A
est origine et B Pextrémiié du bipoint {A B).

4.2. Les translations ponctuelles

4.%.1. Les vecteurs du plan
Une translation ponctuelle est une bijection de P sur P,

P — P

t—~
A b t>(A) = A

u

A’ est 'image de A par la franslation t=. On le représente
en dessinant le bipoint (A,A"). On obtient ainsi le diagramme sagi-
tal de la translation t».

Exemple :
- 1 ¥,
S (Y)-
comme !

1 est Vopposé de ¢
3 estopposé de 2

il ¥ a quatre types de bi-
points équipolients dis-
tincts -

Un vecteur du plan est une classe d’équivalence de bipoints
équipollents, cette figure représente “en extension”™ un vecteur du
plan. .

69 —
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4.2.2. Structurede P

Dans Vexemple du paragraphe 4.2.1., on a remarqué quatre
" types disiincts de bipoints éguipollents :

“!

»
o
-

¢

c,‘,;z) :

$i Pon pense & la structure “circulaire” de K en reliant le
coté gauche du plan P & son coté droit, puis en refermant le haut
sur le bas, P a une ‘“siructure de tore”. La translation correspond
& un “‘glissement” du tore sur fui-meéme.

Le tore des 25 points

La translation
de vecteur

0

-0 -
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4.3. Proprictés affines

4.3.1. Milieu d’un bipoint
Le milien du bipoint (A,B) est le point T tel que Al = IB ; de
e "

méme, J est le milieu de {C,D), on vérifie que CJ = J1).

Ce milieu n'est pas sifué
“entre” C ef D, mais il est bien
sur ladroite CD= CJDEJF

¥En effet,
— e — e T
Cl=4dD=DE= EF = F{,

8i 'on se raméne & la strue-
ture circulaire, iz position du mi-

Heu se rapproche davaniage de la
notion intuitive usuelie.

-
/ 1 \
On remarque ainsi que :

od Je I estle milieu de {C,D}
F celuide (CE)
D celnide (CF)
» B celuide {CJ}.

B
-

1
,Qa
"w_./
Cetie différence avee les structures usuelles vient, entre autre,
du fait que la structure d'ordre de R ne se transpose pas suer X |

4.3.2. Paralidlogramme

({A,B,UC,D) 25t un
e e
paralidiogramme si AB = DC |
Une fois encore la structure de
tore de P nous donne dans la

représontation plane des figures
inattendues,

Cependant, dans les deux cas, les
diagonales se coupent en leur mi-
lieu.

I miieude{BD) et {A0)
' milieu de (B 1Y) et (A" ,C).

“Fl -
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4.3.3. Repérage du plan

Le choix arbifraire de frois points non alignés (O 1) permet
un repérage de P .

Exemple : M ot . b M
M milieu de (A,B) : A -
. 3 > L] * * L
A de coormonnées (1)
B (2) ? 3
[ ] & t &
0 o* ™1
Ona:
OM = 3(GA + OB) . . . . ¢
{3 inverse de 2) M
o » ) » * .
done M{ )
3
4.4, Variétés affines
4.4.1. La droite affine
D,y ™ IMEP/AM& Ut est la droite passant par le

point A de P et de duectmn U sous-espace de V,

AB = McP/} (AM AB) liés] est la droite passant par les
points A et B,

Ure droite affine est done un ensemble de c¢ing points.

On a vu au paragraphe
3.1.2, gu'il y a b sous-espa-
ces de dimension un dans
¥V ; on peut donc construire
six droites affines distinctes
par un point fixe donné.

Si deux droites ont la méme
direction, elles sont parallé.
les, o’est-d-dire, disjointes
ou confordues.
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Pour une direction donoée, # v a donce cing droites affines
distinetes dans le plan P.

Les translations de vecteur
appartenant i la direction,
laissent les droites globale-
ment invariantes. (Voir les
ressemblances avec la figure
du parsgraphe 4.2.1.}.

Ci-dessus les ¢ingg droites de
direction U (voir 3.1.2.).

442, Problémes de dénombrement
Pour terminer, on peut compter les variétés affines. Il y a 30

droites affines dans P. (6 directions et 5 droites distinctes pour
chacune}.

Si 'on se place dans un espace affine de dimension trois
{ensemble de 125 points) 4 aide du paragraphe 3.2.2., on dénom-
brera 770 droites distinctes, (23 droites dislinctes pour chacune
des 31 directions) et 155 plans {5 plans de 25 poinis pour chacune
des 31 directions).

... mais i est possible d’imaginer une suite ...
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