Initiation aux probabilités :
une situation ouverte

par Clauwde ESTEZET, professeur au Lycée d’Etat de Montceau-
les-Mines.

Je n’ai pas remargué un grand enthousiasme chez les collégues
quand il s'agit d’enseigner les probabilités et les statistiques ! Ca
angoisse plutdii, ou ¢a ennuie ; en tout ess ca dérange. Au mieux,
on laisse ¢a pour mai, juin, et on Passéne 3 grands coups d’axio-
matique... Or probabilités et statistigues sont des outils trés impor-
tants de maitrise du réel : voila enfin une partie du programine ofi
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le professeur se sent & Paise pour répondre & ia brilante gquestion :
“a gquot ¢a sert tout ¢a 7”7 ; voild une notion qui permet par exemple
de démystifier les jeux {tiercé, rouletie...) et les sondages qui
inondent le citoyen, de plus d’émetire des doutes sur le myihe de
la Mathématigue-Science-Pure sans contradiction. En outre, ¢’est
une matiére particuliérement intéressante sur le plan didactique :
elle permet une foule d’experimentation et done se préte parti-
culiérement bien i des méthodes actives.

La compléte inutilité de mon certificat de lHeenee sur 1a
guestion {magnifique théorie de la mesure) ne me metiait guere
i P'aise pour enseigner cetle partie du programme ; alors, m'inspi-
rant fortemeni du livre de Maurice Glaymann ot Tamas Varga
et de celui d’Arthur Engel, je me suis fajt réellement plaisir avec
mes éléves : jose penser que ceux-ci se sont autant amusés que
moi {enfin nous n’avons pas bailé d’ennui 1...).

Aux dJoumnées Inter-IREM sur la pédagogie par objeetifs
{Orléans, 4 et & Février 1977), un petit groupe s’est penché sur
une situation aléatoire, dans ie but d’écrire des objectifs pédagogt-
ques que 'on pourrait atteindre au travers de celle-ci. J°ai eu envie
d’approfondir ceite question.

Voicl I'énoncé ;

On considére deux piles de blocs : I pile @ formée de a blocs,
Iz pile 1 formée de b blocs ; on fance une rouletie et on cbtient 0
ou ! avec la méme probabilité : si on obtienit 0, on eniléve un bloc

de la pile 0 ; dans le cas contraire, on eniéve un bloc de la pile 1 ;
on s5'arréle dés qu'une pile est épuisée. *

Voicl quelgues questions que eette situation suggére :
I Stop !

Pourquoi ne pas laisser deviner aux éléves la suite ?

Vuoila un probiéme ouvert : & eux d'imaginer les guestions
gu’on peut se poser,..

En voici guelgues-unes :

— Quel est le nombre moven de blocs 4 retirer 7

— Quelle est la probebiliié pour gue ce soit la pile @ qui soit
épiyisee ?

— iQJuel nombre moyen de bloes reste-t-1l sur une pile Jorsque
Pautre est épuisée ?

b Prapapée par L. Rade dans son Jivre “Tentee votre chanes aves voire caleafafenr™
traduit de Fangiaig por Mausics Glaymann, CEDIC 1877,
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Il Deuxiéme phase primordiale, qu’il ne faut surtout pas élider et/
ou éluder : la phase de tdtonnement,

— Retlire Pénonce jusqu’a sa parfaite compréhension,

— Imaginer une situation réelle (cet énoncé est une formula-
tion particuliere du probleme de Banach @ “un fumeur &, dans ses
poches, deux boites d'allumetiez, Il tire au hasard une bafte pour
v prendre une aflumette...'"}.

- Au besoin {pourquei pas ?) faire des essais avee deux tas
de siylios,

— Bappuyer sur des dessing : schématiser les deux piles,

— Devant le problme trop complexe, s'sttacher au cag
particnlier a = b ; el comme tout reste encore bien abstrait,
regarder ce quise passe quand a = b= 3, puisa = b= 4.

Voilé done un exemple de probléme apparemmernt simple,
et dont la sohution est loin d"étre évidente. Clest Poceasion ausst
pour le professeur de donner un probléme dont i ne connait pas
& priori une sclution {dans le cas général a # b) ¢+ 1. Parfait pour
demythifier 'image du professeur—Molse—sur—son—estrade, gui
maitrise parfaitement foute Iz mathématique.

Iil Etude du probléme dans les cas particuliers a = b = 3, puis 4,
puis b,

Quel est Iz nombre moyen U5 de blocs d retirer pour déiruire une
des deux piles ?

€ 1

(I} Peuton encadrer £, ? Par le tAtonnement, puis par le raison-
nement, on élablit que 3 < 8; <57

@ il se trouvera bien un éléve pour affirmer £, = 4, arguant de
la “‘symétrie” du probleme, C'est 'oceasion de développer
chez les éléves une attitude critigue devant une hypothése ;
asutrement dit, de leur apprendre 4 maitriser leur intuition...
et dans Je cas des prababilités, d’en profiter pour les metire

(%) Voir a ot sujet Particle de P L. Hennedguin, page 61 ot suivantes.
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en garde contre Vintuition justernent {les probabilités repré-
sentent un terrain ot celleci trompe trés souvent). Il n'en
reste pas moins que Patiitude quiconsiste d essayer de deviner
les résultats, n'est pas 4 bannir, mais pluidét A encourager.

Il s’agit maintenant de valoriser les représentations {arbres,
quadrillages, etec..) qui ne manquent pas d'étre esquissées
plus ou moins timidement.

a} La premiére représentation qui vient peut-étre i l'esprit
&3t Parbre “oui — non® sous sa forme traditionnelle.

- Certains éléves auront sans doute besoin de tracer 'arbre
complet pour ge convaincre de sg symétrie (on ohtient les
mémes suites de 5 chiffres lorsgu’on échange © et 1}, N'impo-
sans pas ce résultat,

— Lrattitude la plus simple consiste alors a compte le nombre
de suites {donc de “chetins”) nous amenant 4 détruire une
pile en 3 coups, en 4 coups, en 5 coups ; puis & écrire la
moyenne
0, = BX 3+ 12X 4+12X 5 4125
32

{la notion de moyenne, Pal pu le constater, n’est pas telle-
ment évidente, méme chez des éléves de premiére : c'est
Poccasion d’en parler}. Cependant, cette facon de procéder
n'est valable que dans les cas particuliers et ne peut étre
généralisée,

00804
g6g01 e 3 rell
<00010£ 3 bloes a retiver
00011
00100 A
<<00101£ 4 blocs a retirer
001196 o
< 6011 12 5 blocs a retirer
010900 -
<<013012 4 blocs a retirer
<31010'~
1011 - .
<ﬁ 110 Ug b blacs a retirer
<<01101_
01110 .y
6111 12 4 blocs & retiver
a9 _
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= Om sent & ce niveau qu’il faut avoir recours & la combina-
toire pour raisonner,

& Nombre de "“cheming” amenani d déirutire une pile en trois
LOupPs
100

— il faut placer 3 zéros (ou 3 uns) dans les 3 premiéres cases,

— 1l reste donc deux cases 3 remplir soit par 0, soit par 1.
liya2 = 8chemins.

» Nombre de “cheming’ emenant d détruire une pile en
qQuuoire coups ;

----- La situation 3 zéros (ou 3 uns}en téte ne peut se produire :
it faut placer 1 (respectivement 0) dans {’une des trois pre-
midres cases, soit C! fagons,
- Dsng la qualriéme case, s¢ irouve § {(respectivement 1}
1660
61060
0816

-~ Pour chacune de ces C) fagons, il y a deux manieres de
remplir la cinquiéme caze {0 ou 1}.
Nlyadone 2 X C) X 2 = 12 chemins.

» Nombre de chemins amenunt § détruire une pile en cing
cCOups ;

— Wy & nécessairement 2 uns (ef done 2 2éroz) parmi les
guatre premiéres cases, soit C] Fagons,

— Et pour chacune de ces fagons, il ¥ & deux maniéres de
remplir Ia demiére case, il ¥y a done €2 X 2 = 12 chemins.
Dol Iz moyenne :

BX3+12x4+12%5 _ 38
32 8

gy = = 4125,

Ftude ducas a= = 4 : méme raisonnement.

(On a Vencadrement : 4R, T .

Le nombre total de cheminsest © 2" = 128.

On considére les suites de 7 chiffres formés de 0 et 1,
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En 4 coups

2° facons de remplir les 8 demiéres cases
d’ol 2* = 18 chemins,

En 5 coups

1 fagons de placer 1 dans 'une des 4 premieres cases {res-
pectivement G},

Hbéme case remplie nécessairement par O (respectivement 1),
2? facons de r]emplir les 2 derniéres cases
dg'ol 2xC, x 2* = 32 chemins.

Er 6 coups

! facons de placer 2 uns dans les B premiéres cases (respec-
tivement 0}

téme case remplie nécessairement par O (respectivement 1),
2 facons de remplir la derniére case

dot ZXx €I X2 = 40 chemins.

En 7 coups

C! facons de placer 3 zéros dans los 6 premifres cases.
Téme case remplie nécessairement par 0 {respectivement 1}.
doa 2Xx C] = 40 chemins,

2O X4+2Clus+ 270l xer2ei X7 93
g, =—* = 2,;‘ B = o= 58125

Cette approche est assez longue, mais elle a le mérite de faire
faire des manipuiations pas tout 4 fait évidentes sur la combi-
natoire.

La généralisation de ce raisonnement sersble vraiment délicate
pour les éléves, De toutes maniéres, il faudrait en détailler
toutes les étapes sans imposer directement le résuliat final, s
on la fait ... (personnellement, je n'en vois guére P'intérét).

Encadrement : ns g, < In—1

e 22 e elxenr .+ B -+ 2 Cp s 2a - 1)
o 2y — 1
2
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b} On peut sugpérer Ia représentation suivante (il est fort
probable gue certains éléves y penseront, s’ils ont déja utilisé
de tels schémas) ;

Casa=b= 3.

/1@/ (3,2)

e e
F e
e

& 1)

1.2) 2 1)
y/ / y \
0,2} 1,1) 2,00
C 1@ y 1/2 ®C 2
o1 “ 1.0 a
C, (bcf

— A une étape donné, dans le couple (a, b) a représente le
nombre de blocs de la pile 0, b reprégente le nombre de bloeg de la
pile 1,

- (n sait que les nombres de cheming aboutissant aux points
A, B, C, D sont ceux de la troisiéme ligne du {riangle de Pascal
G.Cy 0,6

~— En E (respectivement #n F} arrivent autant de chemins
qu’en B (respectivement en C), soit C} = CI .

— En G (par suite en H et I) arrivent ¢} chermins : C} + C3.
— La probabilité de suivre un des chemins menant 4 E, pat

gxemple, est "2}*. .

Etant donné gw’il y a C} chemins arrivant en E, la probabilité

d’arriver en E est done C4 X -él;—

Or en allant on E, on détruit une pile en 4 coups.

— &7 .
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Enfin, vu la symétrie du schéma, on peut écrire ©

e,mz( c°><3+—c*><4+ a*xs) 4,135,

Cas a=h=4
€2 =C3 (0, 4) (1, 3) 2,2 1} (4, 0) C* «ligne
_ corres-
pc;mii;ant
ala 4éme
cl (0, 3) (i, 2) (2 i 3.0y C ligne du
/ triangle
5 de Pascal
Ci (0,2} (1, 1) 2,0y G
€ (0,1) 1,0y €3
d'ou
- R 2(51.—(:3){ 4+ g-;c' X 5+27; C? x 6+—cg X 1)=5813..
Casa=b=25H b=, =<9
2,:2{214: B+ 350, X 6455 CE X T+3:03 X 8+, C) X 9)
1V La généralisation se Tait alors facilement
Ca-1 (0,n)
C, (0,n—1)
Cl., (0,n—2)
Covp (0,n—3B)
Czp_a (0,2}
n—1
2nm2{ﬂ 1)
Encadrement ns i, €2n~1
[lcg DUV S P AVSYONIE Py JUNPEP CN L el -1y
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]
=

|
i
[y

i—B
25— 1 i—1 b
Ecriture que je me garde bien d’employer avee des éléves !

Cette deuxieme méthode permet une démonstration plus
accessible et plus performante que la premiére,

Remargues
1) Une autre représentation irés voisine de la précédente est
ecetle-ci
t
pile 3 7 7 28 | 8¢ | 210 462 1924

21 S8 ] 126 | 252 | 462

6
I + 5 415 3% + 'fp 126 | 210
L
4 1+ 10 20 I i1 E4 | 120

—
1
I

&«
L

]

1 2 ]
i 1 i

P—— a~3 a=4 a=5

—
—— e

I
1w | a2 36| s
[}

5

)

[

3

1 1 3 1 1 plle ©

Les coefficients bonormiaux & utiliser pour a= 5 par exem-
ple se lisent sur 1z béme colonne, puils sur ia 5éme higne, dans
Pordre 1, 5, 15, 85, 70, 70, 35, 15, B ot 1.

Retirer un bloc de la pile 0 est représenté par un déplacement
vers la droite.

Retirer un bloc de la pile 1 est représenté par un déplacement
vers le haut. .

2) On peut faite remarguer aux éléves que Pétude des cas parti-
culiers {fa = 3, a = 4, a= 5) a été trés précieuse pour la géné-
ralisation.

3}  Cetie étude peui servir & motiver Pintroduction des notions
d'aida numérigue et d'espérance methdmatique dun aléo
numérigue. -

Cas a~b=23
5} - ensemble des suites formeées de 0 et 1 conduisant a la

destruction d’une pile. Exemple 111 ; 1000 ; 10010 sont des
éléments de §2).

—54 .
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La “longueur™ d’une suite est définje comme atant le nombre
de chiffres Ia composant, .

XI80-+R
w i X{Wi} X({;}l) est la lcngueur de wy.
2
PX=3) - 223 ;i PX=4)= X2 : P{Xga}.f_gizf_z,

E(Xj=3PX=3)+4PXK=4)+ BP(X =5},

YV Simulation

A ce niveau, on peut trés bien essayer de simuler cette situa-
tion, e'est-d-dire se contenter d’un modéle approché © on remplace
Pétude du phénoméne aléatoire en utilisant une table de nombres
aléatoires qui imite le phénoméne, J'ai pu remarquer combien faire
une simulation est motivant et enthousiasmant pour les éléves, [
v a <'sbord la phase de construction d'une table de nombres aléa-
tnires et toutes les questions qui 8’y rapportent : — comment cons-
truire une telle table ? (découverte des générateurs de nombres
aléatoires) ; — cetie table imite-t-elle bien le hasard ? (inise 4 jour
des moyens permettant de la tester) ..

Pour simuler ce probleme, on utilise une table en hase deux
{ne comportant gue des zéros et des uhs). Décompozons cetbe
table en tranches : chaque tranche ou chague suite {de longueur
variable) canduisant & la destruction d'une pile. Il suffit ensuite
de calculer 1a longueur de chaque suite et d’établir les statistiques.

Exemple : a=b=3

suites longueur
40111 5
18060 4
1011 4
GO0 3

—-55 .
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Voici les résultats que j"al trouvés danslecas a=hbh =3

longueur des siiites 3 4 5 total
effectifs 34 50 b9 143
La moyenne est X34+ 4x50+5 x589 4,174
143
alors que le résultat théorique est §3 = 4,125 |
I’erreur commise est inférieure i 0,05,
Cas a=b=4
longuetr des suites 4 5 8 T total
effectifs 10 26 33 33 102
: }:
La moyenne est 4x 10+ BX 28+ 6X 38% TX 88 5.872 .

102
(Le résultat théorique est 5,813 ...},

Cas a=b=2
longueur des suiies 2 3 total
effectifs 117 115 232
La moyenne est 222X 110X 84 4o0

232
{Résultat théongue ' 2,5)
{Remargue ¢ Avec une auire table de nombres aléatoires en

base 2, j"ai trouvé 4,142 dans la vas a = b = 3, Peffectif total
étant 175},

Il est assez remarquable d’obtenir des résuitats si proches des
résultats théoriques. On aurait pu encore amélicrer ces résultats

expérimentaux en prenant un nombre plus grand de suites, mais il
en faudrait 100 fols pius pour chague nouvelle décimale,
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VI Quel nombre moven de blocs reste-t-il sur une pile lorsque
Patitre est épuisée ¢

Quand une pile est épuigée, il reste sur 'autre r = 2n — £
bloees, 2 étant le nombre de blocs gqu’il a fallu yetirer pour épuiser le
premiére pile. Un raisonnement sur le “passage” 3 la moyenne sera
peut-8tre nécessaire, pour en deduire que I, = 2n—¢, (r, élant le
nombre moyen de blocs restants}. Méthode bien shr trés commeode
guand on a deja calculé ¢, . Mais pour éire vraiment convainocus,
certainsg éléves préféreront peul-8tre un raisonnement identigue &
celui qui leur a permis de déterminer £, . Ce qui donne drailleurs
une formule o £, r’intervient pas.

Cas a=b=3
Reprenons le schéma
{G, 3) (3, 0
€ 0,2 2.0
Ci  (0.1) (1,0)
Ci
Dans le couple (0,3) par exemple, 0 indique que Ja pile 0 est

détruite, et 3 indique qu'il reste 3 blocs sur la pile 1. On en déduit
immeédiatement la moyenne des blocs restants r,

r, = z| Lcoxa- —;—ch 2 +_§1;~c§ x 1) = 1,875

Cag a=h=14

De méme :

n:z(’cﬂxw deoixar L c=x2+3~ C) X 1) - 2,1875.
ot 2} 28

Cas a=h=n

1 L - 1
tn wz[--—{.,, 1xn+;;—-—(:n(n—1)'*2 ﬂczﬁﬂ o 2)*.“*22“ 10'513—2* ]
2p—1 1
In = X —"'-—-1— ]—1 {2“"‘"1)
i=n 2]

&
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Simulation

Inutile de recommencer tous les caleuls : la simulation précé-
dente va nous servir,

Exemple (a = b= 3)

nombee de bloes

suites lunigasar ; € restants ;T
g40111 5 1
r=86—4 1000 4 2
Dans 1 cas général 1 1011 4 2
e 9n—1q 800 3 3

doil le tablegu danslecas o = &~ 3

norbre de blocs
restants 3 z 1 total
effectifs 34 50 89 143

3 ; i~
La movenne est : 3X 84+ i:; 50+ 1x59 1.825

(résultat théorigue - ry - 1 875},

VIE Quelle esi le probabilité pour que ce swit la pile 0 qui soit
éplisce ?

1)  Vu les rOles symétrigues gue jouent les piles 0 et 1, on peut
affirmer gue 1a pile 0 a autant de chances que 1a pile 1 d’8tre
Spuisée.

Bonc Ia probabiliié cherchée ast*% .

23 Si on reprend les schémas précédents, on deit pouvoir vérifier

qﬂﬁ
;%*C2+"2"§'G;+2—§C§ —;-» ¢ (0, 3)
Cy (0,2
Ci 0, 1)
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ce quiest le cas... On peut en déduire que :

22004+ 20 Q) +20 ¢ =2

- De méme :
5-1;(3_? +2—§c; + 5;}{;2 +—,},—cg ;:,‘- (0,4
€ (0,3
Ci (0,2
(0,1
Soit -

PO IE VAN VIR R VA

On en profite pour généraliser et (rejtrouver une formule
connue (7).

el apr il 2Rt 2, b L+ 2 el 2% 6l = 200

Pour terminer (1article, mais pas le probiéme gui resie
cuver!), on peut encore une fois simuler,

Tout le travail précédent de simulation va nous servir : Repre-
nons les suwites,

Si une suite se termine par 0, c’est 1a pile 0 qui est détruite.
Sinon c'est 1a pile 1.

Il suffit done de compter le nombre de suites se terminant
par 0 et le nembre de suites se lerminant par §.

Voici les résultats trouvés avee une premiére table :

suites se tarminant par 0 i Total
effectifsa — b - 2 194 128 _ 232 ;
a b 3 66 T 143
a - b S 4

44 58 E 102
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d’ol

104

Po " 535
128
P 549
66

Pe ™ 775"
i

Py =7{43
A4
Po " 702
58
Bemaes”

= 0,448

- 0,652
3,482
0,638

- 0,431

= (3,668

T

i {a=b = 2)
(a=b= g
: {a<=b=4)

et ceux trouvés avec une autre table {cons{ruite par mes éléves)

Comment a été construfte i premiére table 7 (elle figuve
page 15J dans te livre de Maurice Glaymann et Tamas Varga : Les
probabilités a I’école ; coltection CEDIC) ¢+,

Pour conclure, le lecteur constatera que Pon s’est éloigné des
espérances mathématiques et autres aléas numériques .. mais il est
born de susvre des chemins détournés 1



£*) Note de Mourice Glaymagnn
Jai pris la Lable de nombres aléstoires de In page 165 en base dix et Pai remplacs les
naturals pajrs per G et ies naturels unpafrs par 1 ..
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