
où f et g désignent deux fonctions continues et strictement 
monotones sur le même intervalle 1 et x" ... , x., n nombres de L 

Montrer que cette comparaison revient à étudier la convexité 
­1 

de gof sur f(l) . 

Commentaire: 

1)  m, = m. ~ 3 (a, P) ER· X R, f  = ag + P 
ce qui traduit l'invariance de la moyenne par changement de 
graduation sur la droite affine R. 

­1 
2)  m,';; m. '"", (g croissante et gof convexe sur f(l)) ou 

1 

(g décroissante et gof concave sur f(I)). 

P.S. Quelques jours après avoir rédigé ce qui précède, je suis 
"tombé", à la bibliothèque de l'IREM, sur le numéro de la revue 
américaine "The Mathematics Teacher" daté de janvier 1977 qui 
COnsacre trois de ses articles à des activités (très différentes de 
celles proposées ici) sur des moyennes ... Preuve que le sujet est 
riche de possibilités. 

Sur l'équivalence de certains axiomes 
d'un corps ordonné K (et du corps R) 
par 1.  RIHAOUI, Université Claude Bernard,Lyon. 

O.  Introduction 

Sur un ensemble muni d'une structure donnée, il est intéres-
sant, à divers  points de  vue, de  pouvoir exprimer sous différentes 
formes  équivalentes  un  axiome supplémentaire de cette structure. 
Dans  le  cas  où  l'ensemble  considéré  est  muni de  plusieurs  struc-
tures  interdépendantes,  il  est  aussi  intéressant  d'examiner  si  un 
axiome  de l'une de ces structures  peut se  traduire par  un  axiome 
équivalent défini en  fonction d'une autre structure.  On peut aussi 
chercher  à  exprimer  la  conjonction  de deux axiomes concernant 
deux  structures  différentes  à  l'aide  d'un  troisième  ne  falsant 
intervenir qu'une structure unique. 
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Par exemple, sur un corps ordonné K, on considère la struc-
ture  algébrique,  la  structure  d'ordre  et  la  structure  topologique. 
L'objet  de  cet  article  est  d'examiner  les  implications  et  équiva-
lences susceptibles d'exister entre des axiomes  relatifs à des struc-
tures  et  à  des  notions  différentes.  Ces  axiomes  [Voir  (3-1~ sont 
d'une  grande  importance  dans  les  application  pratiques  (Cas  du 
corps  R  des  réels  ('».  Les  principaux  résultats  font  l'objet  des 
théorèmes (3­2), (3­3) et des propositions (4­4) et (4­6). 

Dans  ce  qui  suit,  nous  faisons  souvent  référence  à  (4]  où 
l'on  trouve  une  étude  assez  détaillée  des  premières  propriétés 
des  corps  ordonnés.  A  ce  sujet,  on  peut  aussi  consulter  [6]  ou 
[3). 

1.  Préliminaires et notations 

(1.1)  Corps ordonné.  Dans la suite, K  désignera un corps (totale-
ment) ordonné dont la notion est supposée connue. Un tel 
corps  est  de  caractéristique  nulle  [6,  p.  126J.  Par  consé-
quent,  nous  identifierons  son  corps  premier  avec  le  corps 
Q  des  rationnels.  De plus,  l'ordre  induit  par K  sur Q  coïn-
cide  avec  l'unique  structure  de  corps  ordonné  de  Q  [6,  p. 

129].  Les  éléments  de  K  notés  0,  l, n, 1:. désignent  donc 
n 

resp.  le  zéro  de  K,  l'unité de  K,  l'élément n.1  et l'élément 
(n.1 rI . 

(1,2)  Ensemble  des éléments positifs. Un élément  xE K  tel que 
x  ;;.  0  (resp. x> 0) est dit positif (resp. strictement positif)_ 
L'ensemble  de  ces  éléments  est  noté  K+  (resp.  K!).  La 

notation  x  ;;.  0  (resp. x  >  0), désignant  la  relation  x  E  K+ 
(resp  x  E  K!), ne  doit  donc pas préjuger de l'appartenance 
de x au corps des réels. Dans K, on a toujours 1 >  O. 

(1.3)  Intervalles  de K.  Un  ensemble  1 de  K  est dit  intervalle  s'il 
vérifie  la  propriété  suivante:  Pour tout couple  (x, y) E  l' 
tel  que x  "  y  et tout z  E  K  tel que x ,,;  z <;;  y, on a z E  I. n 
en  est  ainsi  de  K  lui­même  et  des  ensembles  de  la  forme 
]a,b[ =  IxE K: a< x< bl  et[a,b]=  IxE K: a;;;  x"; bl, 

(*)   ~n pratique,  il  e;cis~ plusieurs  pr~ede.s de  construction  (ournissant  des  corps 
veritianl  l'un  ou  l'autre  du  axiomes  (3·1}.  Ces  procédés  $()nt  equivalents  et 
conduisent  en  fait  IlU  corps  R  des  rêels  (Voir  (2­10).  (S..a)  el la  remarque  qui 
suit). 
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appelés resp. intervalle ouvert et intervalle fermé (ou 
segment) d'extrémités a et b, Un intervalle la,b[ où a < b est 

t ' 'de, l'[  t'  par exemp e 1  c ; ....a+::f".......b  Un oUJours non V1 con len t 

intervalle ouvert (resp. fermé) de centre a est un intervalle 
de la forme la-E,a + e[ (resp. fa E,  a +Ej) où E  E K: 
(resp E E K+), 

(1.4)  Valeur absolue, On appelle valeur absolue d'lns K l'appli-
cation  de  K  dans  K+, notée  x  1­­..,.  Ix 1et  définie  par 
IXI  ­ x, si x ;;,  0 et Ixl  ­ x, si x < O. 
Cette  application  possède  les  propriétés  usuelles  de  "la 
valeur absolue" (dans R n. 
Notons  que  la  relation  xEla­€,a+€1  (resp. 
x Ela ­ €,  a +  é])  équivaut  à  lx  ­ al  <  €  (resp. 
lx ­ al  .;;  E), 

(1.5)   Les  notions  de  partie  minorée,  majorée,  bornée,  de  borne 
supérieure et de  borne  inférieure se définissent comme dans 
tout ensemble ordonné. 
En utilisant la  valeur absolue,  on voit qu'une  partie A de K 
est  bornée  si  et  seulement  s'il  existe  M  >  0  tel  que,  pour 
tout x E  A, on ait  Ixl  .;;  M. 

(1.6)  Corps archimédien, Un  corps  ordonné  K  (ainsi  que  son 
ordre)  est  dit  archimédien  s'il  vérifie  l'axiome  suivant  : 

[OA]  v  b E K,  Va> 0,  3  nE N  : na> b, 

I! est  dit  non  archimédien  dans  le  cas  contraire,  Le  corps 
ordonné  Q  fournit  un  premier  exemple  de  corps archimé-
diens. D'autres exemples sont donnés au  §  4. 

(1.7)  Topologie d'un corps ordonné, La topologie  considérée sur 
un  corps  ordonné  K est celle de  l'ordre.  Par définition,  un 
ensemble  U de K est un ouvert pour cette topologie s'il est 
vide  ou  si  tout point de U est le centre d'un intervalle  ou-
vert contenu dans U.  Un fermé est, par définition, le complé-
mentaire d'un ouvert.  Un  voisinage  d'un  point a E K est un 
ensemble  V  contenant  un  intervalle ouvert de  centre a.  La 

famille  des  intervalles  ouverts  de  centre  a  (resp.  des  inter-
valles  fermés de centre a et non réduits à  1al) est une base 
de  voisinages  de a. Le  corps K muni  de  cette  topologie est 
alors un corps topologique ([2],  §  6 n°  7). 
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(1.8)  Les notions de compacité, de compacité locale, de connexité 
et de connexité locale se définissent comme pour tout 
espace topologique. (Voir par exemple [1) ou (8)). 

2. Suites convergentes et suites de Cauchy dans un corps ordonné 
K. 

Nous donnons ici des définitions en accord avec la théorie 
générale mais adaptées aU cas d'un corps ordonné. 

(2.1)Suite stationnaire. Suite monotone. 

(a) Une suite est dite stationnaire si,  à partir d'un certain 
rang, tous ses termes sont égaux. 

(b) Une suite ( un) est dite croissante (resp. décroissante) si, 
pour tout nEN, un+ l ;;. un (resp. un+ 1 .;; unl.Dansun 
cas comme dans l'autre, elle est dite monotone. Dans ces 
définitions, on ajoute le mot "strictement" lorsque les 
inégalités sont strictes. 

(2.2)  Suite conlJergente. Soit u =  lu,,) une suite d'éléments de K. 
Il existe au plus un élément xE K vérifiant la propriété sui· 
vante : 

If € > 0  3 pEN : If n ;;. p , IUn - ~ 1.;;  € • 

Lorsque cet élément (unique) existe, on l'appelle la limite 
de la suite (un) et note R = lim u ou R = Hm Un . On dit 

aussi  que la suite est convergente (ou converge) vers ~ . 

(2.3)  Suites adjacentes. Deux suites (au) et (bn ) d'éléments de K 
sont dites adjacentes si (an) est croissante, lb.) est décrois-
sante et  lim  (bn ­ an) =  O. 

n  ~ ~ 

(2.4)  Point d'accumulation. Un  point a E  K est dit point d'accu-
mulation  d'une  partie  EcK si  tout  intervalle  ouvert  de 
centre a,  privé de a, admet une intersection non vide avec E. 

Nous aurons besoin de la proposition suivante : 

(2.5)  ProposWon :  Si E est sans point d'accumulation, toute suite 
1  d'éléments de E  convergente est stationnaire. 

Preuve :  Supposons  qu'il  existe  une  suite  u = (Un)  d'élé· 
ments de E  convergente et non stationnaire. Soit ~ sa limite 
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et € > O. Par définition, il existe pEN tel que n ;;. p entraîne  
un E ]~ - €, R + el. Comme u n'est pas stationnaire, il existe  
mEN tel que m;;' p et um  * 2 .  
Par suite (J2  ­ E.  2 + € ] \ ~ ) n  E:J  IUml  . Cela mon- 
tre que 2 est un point d'accumulation de E.  D'où le  résultat,  
par contraposition.  

(2.6)   Suite  de  Cauchy.  Une  suite  u  =  (un)  d'éléments de K  est 
dite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante : 

V  €  > 0  ;)  mEN  :  V  p,q;;' m  • lu.  ­ u. 1.;;  €  • 

La proposition suivante établit deux propriétés intéressantes 
des  suites de Cauchy.  Pour une  démonstration, voir 14]  pp. 
352 et 364. 

(2.7)  Proposition:  (a)  Toute suite de Cauchy est bornée 
(b)  Une suite de Cauchy  admettant une sous-

suite convergente est elle­même convergente (vers la même 
limite). 

Toute  suite  convergente  est  de Cauchy.  Lorsque  la  réci-
proque  (qui n'est pas  vraie  en général)  est toujours  satis-
faite, on a la définition: 

(2.8)  Corps  complet.  Un corps ordonné K  est dit complet (*) s'il 
vérifie l'axiome suivant: 

[Cl  Toute suite de Cauchy d'élément de K est convergente. 

La  notion de complétude est d'une grande  importante pra-
tique  car  elle  fournit  un  critère  de  convergence ne faisant 
pas  explicitement  intervenir  la  valeur  de la limite,  souvent 
difficile à déterminer. 

Le  corps Q  n'est  pas complet (Voir 14  ]p. 365), d'où l'intèrêt 
de  la  proposition  suivante ­qui  permet  de  plonger  tout  corps or-
donné  dans  un corps complet.  (Pour une démonstration, voir  [41 
p. 370 ou [7] p. 43). 

(*) Compte t.enu des défînitions lénérales, on devrait. dire "semi-(:omplet"; mais l'on 
donne ici au mol "complet" le sens de la définition (2,8), Cela n'est pas sEnanl 
pour la suite car le cadre de l'étude {Voir (2,11) et la remarque à la fin du 
paragraphe 2) assure la cohérence de cette définition avec le cas ,ënéral, 
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(2.9) Proposition .• Soit K un corps ordonné. Il existe un corps 
ordonné K  contenant K  et vérifiant les propriétés sui-
vantes :  . 
(a)  Les  lois  et  l'ordre de  K induisent les lois et l'ordre de 

K. 
(b)  Kest complet. 
(c)   Tout  élément  de  K est  limite  dans K d'une suite  de 

Cauchy dans K. 

Si  L  est  un  corps  ordonné  contenant  K  et  vérifiant  les 
conditions  (a),  (b)  et  (c)  il existe  un  isomorphisme  de 

corps ordonnés de K sur L. Le corps ordonné Ks'appelle 
le  complété de  K. Enfin, si  K est archimédien, il en est de 
même de K. 

(2.10)Dêfinllion :  On  appelle  corps  des  réels,  et  on  note  R,  le 
corps ordonné Q,  complété du corps ordonné des ration-
nels.1  

D'après  sa  définition,  R  est  donc  complet et archimédien.  
Nous verrons plus loin (3.3) que ces deux propriétés en sont  
une caractérisation.  

(2.11)Corps ordonné de type dénombrable. Si  toute suite conver-
gente du corps ordonné K est stationnaire, il en est de même 
de toute suite de Cauchy. En effet, si  (un) est une telle suite, 
1a suite définie par Vn = Un + 1  ­ Un converge vers zéro et 
tous ses  termes sont donc  nuls à  partir d'un certain rang. Il 
est  alors  évident que  l'étude des suites de Cauchy (et donc 
des  suites  convergentes)  d'un  tel  corps  est  triviale  et  ne 
présente qu'un intérêt limité.  Un  corps ordonné où il existe 
au  moins  une  suite  convergente  non  stationnaire  est  dit 
du  type  dénombrable  et  on va  s'intéresser par  la  suite  aux 
corps  de  ce type.  On a  d'abord  les  équivalences  suivantes: 

(2.12)Proposition :  Dans  Un  corps  ordonné  K,  les  assertions sui-
vantes sont équivalentes: 

(i)  K est de type dénombrable 
(ii)  Il  existe  une  suite  strictement  décroissante  d'élé-

ments strictement positifs de K et convergente vers O. 
(iii)  Il  existe  une  base  dénombrable  de voisinages de O. 
(îv)  Tout  point  a E K admet une base  dénombrable de 

voisinages. 
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Preuve 
(i) => (ii)  Voir 14] p. 352 
(ii)  => (iii) Soit (en) une suite vérifiant (H)  et, pour 

tout n EN, Vn =  ]-E., + EnI. On vérifie 
aisément que (V ft) est une base (dénom. 
brable) de voisinag&' de O. 

(iii)  => (iv) Soit a E K et (Un)n une base dénombrable 
de voisinages de O. La suite (a +  U.) 
convient. " 

(iv)  => (i) Soit (Wn ) une base dénombrable de voisi· 
nages de 0 par exemple. Pour tout n EN, 
Wn  contient un intervalle ouvert de centre 
O. Il n'est donc pas réduit à 101 . On 
choisit Un E  Wn  \  101 • La suite (un)

n
convient. 

Tout corps archîmédien est de type dénombrable. En 
effet (Voir par exemple [4] p. 356) : 

(2.13)Proposition  : Un  corps ordonné K  est archimédien si et 

seulement si la suite è·) de K converge vers O. Dans ce 
nn 

cas. la suite (;.) d'éléments de K converge aussi vers O. 
n 

Il existe des corps non archimédiens de type dénombrable 
(4.4). 

Dans la suite, et sauf mention expresse du contraire,  K dési· 
gnera un corps ordonné de  type dénombrable. 

Pour un exemple de corps ordonné non de type dénombra· 
ble, voir [4] p. 450. 

3. Equivalence des axiomes définis sur un corps ordonné. 

(3.1)  Les axiomes suivants, cités dans le cadre d'un corps ordonné, 
traduisent en fait des propriétés habituelles et d'utilisation 
courante dans les problèmes pratiques d'analyse réelle. 
Leur diversité a son intérêt. En effet, selon les cas, l'un ou 
l'autre de ces axiomes constitue la forme la plus adaptée 
au problème envisagé. On se propose ici de préciser les liens 
entre eux (Théorème (3.2» et d'examiner les cas où ils sont 
(ou ne sont pas) satisfaits ou équivalents. Il existe en effet 
des corps (ou  plutôt un corps) où tous ces axiomes sont 
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satisfaits et équivalents (Théorème (3.3», d'autres où aucun 
d'entre eux n'est satisfait et enfin des corps où sont unique-
ment satisfaits les axiomes de (II) (Prop. (4.4». 

(1) 

(II) 

(3.2) 

[BS]   Toute  partie  A  de  K,  non  vide  et majorée,  admet  une 
borne supérieure. 

[BI]   Toute partie  A  de K,  non  vide  et minorée,  admet  une 
borne inférieure. 

[SD]   Toute suite u  =  (un)  d'éléments de  K,  décroissante  et 
minorée, est convergente. 

[SC]   Toute  suite  u  =  (un)  d'éléments  de  K,  croissante  et 
majorée, est convergente. 

[BW]   Toute partie A de K,  bornée et infinie, admet au moins 
un point d'accumulation. 

[SB]   De  toute  suite  bornée  u  =  (un)  d'éléments  de K,  on 
peut extraire une sous-suite convergente, 

[CN]   Il  n'existe  aucune  partition  de  K  en  deux  fermés. 

[CL]   Aucun  intervalle  fermé  de  K  n'admet de partition en 
deux fermés. 

[Cl   Toute  suite  de  Cauchy  u  =  (un) d ;éléments de K  est 
convergente. 

[SE]  Pour  toute  suite  décroissante  (In)  de  segments  de  K 
tels  que  In  =  [an,  bn ]  et  lim  (bn - an)  =  0,  l'inter-

section  n 
nEN 

l 
n 

est un singleton. 

[SA]   Deux  suites  adjacentes  (an)  et  (bn )  d'éléments  de  K 
sont convergentes et ont la même limite. 

On obtient alors le théorème suivant: 

Théorème.  Dans un corps ordonné K  : 

(a)   Les axiomes de (I) sont tous équivalents. 

(b)   Les axiomes de (II) sont tous équivalents. 

(c)   Un  axiome quelconque de  (1)  implique tout axiome 
de (II). 

(d)   Tout axiome de (1)  implique [DA].  (Voir 1.6) 

(e)   La conjonction de  [DA1avec un axiome quelconque 
de (II) implique tout axiome de (1). 
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Preuve  : 

(a) L'équivalence est démontrée selon le schéma suivant 

,  [SC) 
..... 

[BS] [SD] 

[CN] 
-::!' 

..... [CL] 

""­
, (BI] 

." 

""­
[BW] 

.... 
-::!' 

[SB] 

[BS) = [BI] 

Considérons une partie A non vide, minorée et désignons 
par B l'ensemble des minorants de A. La partiellB est non vide 
(car A est minorée) et elle est majorée (par tout élément de A). 
Elle admet donc une borne supérieure • qui est aussi la borne 
inférieure de A. En effet, tout élément de A est un majorant de 
B, donc plus grand que la borne supérieure s et tout minorant 
de A et un élément de B, donc plus petit que la borne supérieure s. 

(BI] = (SD] 
Soit (un) une suite décroissante, minorée et Q la borne 

inférieure de l'ensemble lunl nEN . La suite (un) converge vers 
~. En effet, soit € > O. D'après la définition de la borne inférieure 
~, il existe pEN tel que up E [R,  R+€]. Alors, pour tout n;;' p, on 
aQ.; un'; up " Q+E,donc lun -~I .. E. 

(SD) = (SC] 

Soit u une suite croissante et majorée. La suite v : - u est 
décroissante et minorée ; elle admet donc une limite Q. Alors, 
u = - v converge vers - Q. 

[SC] = lBS] 
Montrons d'abord que (SC] implique (OA]. Soit 

(a,b) E K', a > O. Si, pour tout nE N, na" b, la suite croissante 
(na)n€>< serait majorée et donc convergente. Or elle n'est pas de 
Cauchy car la suite définie par Un (n+ l)a - na = a ne converge 
pas vers O. Ce qui est une contradiction. Le corps K est donc archi­

médien. Par conséquent, la suite (~l) ft de Kconverge vers 0 (2.13). 

- 577­

Bulletin de l'APMEP n°314 - Juin 1978



Considérons maintenant une partie A de R, non vide et 
majorée. Nous allons définir un élément", > 0 et construire par 
récurrence une suite croissante u ~ (un) d'éléments de A tels que, 

pour tout n EN, Un +  ;n soit un majorant de A. 

Soit Uu un élément de A et mo un majorant de A, distinct de 

Uo . Posons a = IDo - Uo . Alors, a > 0 et '" Uo + 20 = mo est un 

majorant de A. 

Supposons défini, pour l'entier n, l'élément Un E A tel que 

Un + ;n soit un majorant de A. 

+  2n) ~ '"Posons Cn ~2 1 (un +  Un '"  Un + 2""" 

Si [cn , Un +  ~n 1n A * '"  ,on choisit Un + 1  E [cn , Un +  ~n 1nA. 

Alors un + 1 E A, Un < cn < Un + 1 

a  a  + J!.... d
et Un +l + 2n+l > cn + 2n+1 = Un 20' one 

est un majorant de A. Si [cn , Un +  2"'n 1() A ~ "', alors Cn est un 

majorant de A. On pose Un + 1  ~ Un, c'est un élément de A et 

Un + 1 +  '"  est un majorant de A. Dans les deux cas,2"'"  Cn 

Un +l EA, Un < Un+l et Un+l + 2n'" + 1 est un majorant de A. 

La suite croissante (un) ainsi construite est majorée par 
mo, elle admet donc une limite s. Montrons que s est la borne 
supérieure de A. Tout d'abord, s majore A. En effet, supposons 

qu'il existe x E A tel que x >  s. Comme la suite (;n) converge 

vers 0, on peut choisir un entier m tel que 

rw x-s x-s 
-~-<---et IU ­ si < ,m 

2m  3 3 

ce qui entrafne 

ct a x-s x-s
lum + 2m -si < IUm -si + 2m <  -3-+ -3-< x -s, 

d'où U m + 2'"m < X • 
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Ce qui est en contradiction avec le fait que um +  2.':.. majore A. 
D'autre part, si z est un majorant de A, alors z ;;<  s. En effet, dans 
le contraire, on aurait un entier m tel que 18 - Um  1< s - z et par 
conséquent Um  > Z, contredisant le fait que z majore A. L'impli· 
cation est ainsi démontrée. 

IBI] =­ [BW] 

Supposons que [BI] soit vérifié et qu'il existe une partie A de 
K, bornée, infinie et sanS point d'accumulatjon. Il en résulte en 
particulier que tout sous·ensemble de A est sans point d'accumu­
lation. Nous allons construire par récurrence une suite (an) de A, 
une suite (en) d'éléments strictement positifs et une suite (An) de 
parties infinies de A telles que a.  E An et que An+' =  An \ lanl 
soit minorée par a.  + En' 

La partie A =  Ao , minorée et non vide, admet une borne 
inférieure a. qui, par hypothèse, n'est pas un point d'accumula­
tion de Ac . Il existe donc Eo > 0 tel que 

An( lau-Eu,ao + Eo[ \ laol ) = i/>. 

Cela montre que a. E Au (sinon, la. - Eo, av + Eo [n A serait 
vide, en contradiction avec la définition de la borne inférieure) et 
que A, F Ao \ laul ,infinie puisque A l'est, est minorée par 
al} + Co. 

Supposons déïrnis le terme an EA, l'élément En> 0 et la partie 
infinie de An de A telle que an E An et que An + l  = An - la,,1 , 
infinie, soit minorée par an + en. La borne inférieure an +  l  de 
An~ 1 vérifie alors an + 1 ~ an + En. De plus, on démontre comme 
ci-dessus que an +l  E An + l  et qu'il existe En + l  >  0 tel que la 
partie infinie An' 2 An + l \ 1a..,  ,1 soit minorée par 
an +l + En+l" 

La suite (an) d'éléments de A ainsi construite est majorée 
(puisque A l'est) et strictement croissante donc non station­
naire et par suite non convergente [Prop. (2.5)]. Ainsi [SC], et 
donc [BI), n'est pas satisfait; ce qui est absurde. 

[BW 1 =>  [SB] 

Soit u = (un) une suite bornée. Deux cas peuvent se pré. 
senter: 

1er cas : L'ensemble u(N) est fini. 
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Nous posons u(N) = la" 82 ,  •• ,  Spi 

et, pour tout iE fl,p), NI InE N: un lijl. 

L'un au moins des ensembles NI> soit Ni., est infini. Il existe 
alors une unique bijection croissante op de N sur N,.. La 
sous-suite v =  u 0 op est ainsi constante et par suite convergente. 

2e Cas: u(N) est infini. 

Comme u(N) est déjà borné, il admet au moins un point 
d'accumulation. Soit s un tel point. Considérons d'autre part une 
suite (En) strictement décroissante d'éléments strictement positifs 
et convergente vers O. Une telle suite existe en vertu de (2.12). 

Nous allons construire par récurrence Une injection croissante 
" de N dans lui-même telle que la suite v =  u 0 op vérifie, pour 
tout entier n, 0 < IVn - 51 < En (1). Il est clair qu'une telle suite 
est alors une suite extraite de u et convergente (vers sI. 

Comme 5 est un point d'accumulation de u(N), il existe un 
entier m tel que Um  E (15 - Eo, S + Eo [\ lsl ). Nous posons 
.p(0) = m. Le terme v. =  u(.p(O)) vérifie bien la relation (1). 

Supposons maintenant défini l'entier .p(n) tel que 
0< lu(.p(n) )-s 1 < En. Posons Fn =  IpE N: p";; ",(n)etu" * si 
et an = min Ilu" -sil. C-Imme Fn est fini non vide, an est 

pEF n 

strictement positif et il en est de même de ô" =  min lan, Eni . 

Le point d'accumul .. tion s assure l'existence d'un entier m tel 
que U m  E (Js-li n , s+Ôn [\  181 ). Remarquons d'abord que 
Um  *  s. Ceci entraîne nécessairement m> .p(n) car, dans le "ru: 
contraire, on aurait m E F n et donc IUm - si;;, an, contredisant 
ainsi la relation IUm  ­ si < ôn ,,;;; an' Nous posons donc 
.p(n + 1) =  m. Ainsi, .p(n + 1) > .p (n) et 
o< lu(.p(n + 1» - 51 < En' ce qui achève la démonstration. 

lSB) =>  [SD] 

Soit u =  (un) une suite décroissante et minorée. Du fait de sa 
décroissance, u est aussi majorée (par u. ). Il en résulte qu'elle est 
bornée. Il existe donc une injection croissante '" de N dans 
lui-même telle que la suite v =  u 0 op soit convergente. Désignons 
par s sa limite et montrons que c'est aussi la limite de la suite u. 

Considérons en effet un élément strictement positif E. Il existe 
m.  .p(n.) tel que n;;' no entraîne lu(.p(n)1 - si";; E. Soit 
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m;:' mo. Il existe un entier n;:' no tel que .p(n) .;; m < «) (n + 1). 
Comme u est décroissante, On a u(.p(n));:' um  ;:.  u('I'(n + 1». Or, 
les deux éléments u(.p(n» et u('I'(n + 1» appartiennent à l'inter­
valle [8 - e, s + cl, la double inégalité montre qu'il en est de même 
de um .  En résumé, la relation m;:' rno entraîne lu...  ­ si';; e,  ce 
qui suffit. 

[BI] _ ICL] 

Considérons un intervalle fermé ra, b] non réduit à un point 
et deux fermés non vides A et B tels que [a, b] =  Au B. On peut 
supposer que a E A. La partie B, étant non vide et minorée par a, 
admet une borne inférieure c E [a, bl. Montrons que c E An B. 

En effet,cE Bcar, dans le cas contraire, l'ouvert C
K 

B contien­

drait un intervalle ouvert de centre c, soit lc €, c + el. On aurait 
alors ]c - €, C + el n  B =  ,p, en contradiction avec la définition de 
la borne inférieure. 

D'autre part, il  est évident que c E A  si c = a. Supposons 
donc a < c. Si l'ouvert C A  contenait c, il contiendrait un inter-

K 

valle ouvert de centre c et par conséquent un élément x teJ que 
a < x < c. On aurait ainsi un élément x E [a, b] mais n'appartenant 
ni à A, ni à B (à cause de J'inégalité x < c et de la définition de cl. 
On a donc montré que [a, b] n'admet aucune partition en deux 
fermés. 

[CL] ,... [CN] 

S'il existe une partition de K en deux ensembles fermés E et F, 
nous pouvons choisir un élément dans cbacun de ces deux ensem­
bles. En appelant a le plus petit de ces deux éléments et b 
l'autre, on peut supposer par exemple que a E E et b E F. Les 
deux fermés A =  E n [a, b] et B = F n [a, b] constituent alors une 
partition de J'intervalle fermé [a, b]. Cela montre que si [CN] n'est 
pas satisfalt, [CL] ne J'est pas non plus. 

[CN] =  [BS] 

Soit E une partie non vide et majorée de K, A J'ensemble de 
ses majorants et B J'ensemble des minorants de A. Comme E est 
majorée, A est non vide et il en est de même de B puisque E C B. 
Si a li A, il existe bE E tel que b> a. Tout élément de A majore E 
et en particulier h, donc aussi a. Cela montre que a E B. On a donc 
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b-a
K  Au B.  De plus, en posant f  =­2­'  on voit que 

Ja - €, a +  €[nA~ t/J, prouvant ainsi que A est fermé. On démontre 
de la même manière que B est fermé. 

L'axiome [CN] implique alors An B * t/J. Si sE An B, s est 
alors, par définition, le plus petit majorant de E, c'est-à-dire sa 
borne supérieure. 

(b) 

ICJ .. ISE] 

Faisons d'abord la remarque suivante: si  les deux éléments 
x et y appartiennent au même segment [a, b l,  alors 
lx - yi "  b - a . 

Montrons maintenant que la suite (an) de l'énoncé est de 
Cauchy. 

Soit. > O. L'hypothèse lim (bn - an) = 0 entraîne l'exis­

tence d'un entier m tel que 0" bm  ­ am " •. Alors, si p et q sont 
deux entiers supérieurs à m, les relations a" E :m et ao E lm impli­
quent la. - aq l " bm - nm  '" f. 

La suite (an), étant de Cauchy, e.,t donc convergente. Soit s 
sa limite. C'est aussi la limite de la suite (bn ). En effet, pour tout 
nE N, bn - s =  (bn - an) +  (an - s). La suite (b n gln, somme 
de deux suites convergentes vers 0, converge elle·même vers O. 

Montrons que sEn In. Sinon, il  existerait mEN tel que 
n 

S I.t  lm , donc s < am ou S > bm. Supposons par exemple s < am . 
Comme pour tout n;;;> m, an "di> nm , on aurait Sn - s"di> am - s > 0, 
ce qui est en contradiction avec le fait que s lim an. De la 

même manière, on obtiendrait une contradiction en supposant 
s> bm  • 

Soit enfin un élément x différent de s. Montrons que 
x fi'  (;  ln. En effet, l'élément '" =  Is - xl est strictement positif. 

n 

Comme Hm (b" - an) = 0, il existe un entier m tel que
n--!CO . 

o'" bm - am ,;;; 2 . Alors x El lm, car la relation x E lm" 
entraînerait, compte tenu du fait que s E lm , 
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'" =  Is - xl ,,;; bm  ­ am ,,;; '2'" < '"  , ce qui est impossible. On vient 

donc d'établir que (\ In = Is 1 • 
n 

[SE]  = [SA] 

Soit n EN. On a par hypothèse, bn +1  ­ bn  "0 et 
an -an+l ~ o. Ort 

On en déduit que bn +! an+l" b. -an. 

La suite (bn  ­ an ln est donc décroissante. Sa convergence 
vers 0 montre alors que bn - an ;", 0, pour tout nE N. On a ainsi 
une suite décroissante In =  [an, bnl de segments tels que 

Hm (bn - an 1 =  O. II en résulte (comme dans la démonstration 
ft_oc> 

précédente) que l'unique élément de l'intersection () In est la 
limite commune des suites (a.) et (bn). 

n 

ISA] =  [Cl 

Soit u =  (un) une suite de Cauchy d'élément de K. Pour mon­
trer qu'elle est convergente, il  suffit d'en extraire une sous·suite 
convergente (prop. (2.8». 

Cela est évident si l'ensemble u(N) est fini. (Voir, par 
exemple, le début de la démonstration de [BW]-tSB)). On peut 
donc supposer que u(N) est infini. Dans ce qui suit, (En) désignera 
une suite strictement décroissante d'éléments positifs et conver­
gente vers O. (prop. (2.12)'(ü)). 

Pour tout n E N, nous posons 
+ ­

En =  ! up : p ~ n et up ';!: un l ,En =  1Up : p ~ n et up <: Un! ~ 

Sn = E: sÎ E: est infini et Sn = E:, sinon. 

Comme u(N) est infini, l'ensemble Sn est toujours infini et, a 
fortiori, il  en est de même de l'ensemble T n des indices des élé· 
ments de Sn. 

Nous allons construire par récurrence une suite strictement 
croissante (mn) d'entiers et une suite décroissante la., bnl de seg­
ments telles que, pour tout n E N, 

Umn E Sm n C (an, bnJet 0 ,,;; bn - an ,,;; En (1). 
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La suite u étant de Cauchy, il  existe m. E N tel que 
p, q ;;. m. entraîne lu. - Uq 1 ,;;;  €.' Si E;ri. est infini, on pose 
ao=umo~ bo=Umo+€o. SInon, on pose bo umo et 
a. Um  0  ­ €. ' Dans tous les cas, on voit que (1) est vérifiée pour 
n~ 0, 

Supposons définis pour l'entier n, m. et [a.., b.l tels que (1) 
soit vérifiée, Comme Tm n  est infini et que u est de Cauchy, il 
existe m.+ 1 > mn tel que Um  n~l E  Sm n et que p, q;;' m. +1 im­

plique lup u q 1 ~ tn + l' On pose alors an +1 U mn + 1 ' 

bn + 1 = Eln+l + min 1En +l, bn - Rn+l t si EC: est infini, et n + 1 

bn + 1 Umn + l ,an + l ,= bD + 1 - min 1cn + l, bD + l  ­ 3.n  l,  sinon. 
On obtient alors 

umn + 1 E Srnn+l C[an +t,bn + t 1 Clan, bn]etO~ b n + 1 -au+l :!Ç€n+l­

P!Il' construction, les deux suites (a.. ) et (bn) sont adjacentes, 
Si e est leur limite commune, la relation a.. ;;;; um  n  <;;  b., vraie 
pour tout n EN, montre que la suite (u.... n) converge elle aussi vers 
e, 
(c) 

Montrons p!ll' exemple que [SB) implique [CI, 

Soit u une suite de Cauchy d'élément de K. Comme u est 
bornée (prop. (2,8», on peut, grâce à [SB). en extraire une sous­
suite convergente et cela implique la convergence de la suite u 
elle-même, toujours d'après la prop. (2,8). 

(d) 

On a déjà démontré l'implication [SC) _ [DA) dans la pre· 
mière p!ll'tie de la démonstration de [SC) -= [BS]. 

(e) 

Montrons par exemple que [DA] 1\  ISE)-[BW). 

Considérol1ll une partie A  bornée et infinie. On va construire 
par  récurrence une suite décroissante (ln)n de segments tels que, 
pour tout nE N, A n  In soit infinie et In = [a.., bn1 avec 

1
bn - a.. 2n (b. - a.). 

Désigrtons par a. (resp. b.) un minorant (resp. un majorant) 

de A et posons 10 =  lao, bo].Il est clair que bo - aD  =  -~o (ho  ­ ao) 
et que 1. n A =  A est infinie. 
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Supposons maintenant construit pour l'entier n le segment 

In ~ [an, bn1tel que ln nA soit infinie et que 
1

bn  ­ an = 2n (b. - a.). 

Considérons le point cn = ~ (a"  + bn ) milieu de In. On obtient 

ainsi deux segments [an, cn1et [cn , bn1dont l'un au moins admet 
une intersection infinie avec A (sinon In n A serait finie). 
Notons In + 1 =  [an + l, bn+ d  un tel segment. Il en résulte que 
An In + 1 est infinie, 

1 1
IntI": ln etbn+!  -an+!  =2(bn -an)=2i"" (b. -ao). 

Nous disposons ainsi d'une suite décroissante (In) de seg­
ments vérifiant les conditions annoncées. Grâce à [OA], ia suite 

(in) d'éléments de K converge vers 0 (prop. (2.13). D'où, 

lim (bn  ­ an) O. Il existe donc, d'après [SE], un point sE n In. 
D·-+ 00  n 

Montrons que c'est un point d'accumulation de A. Soit € >  O. 
Comme lim (bn  an) = 0, il existe un entier m tel que

n"''''' 

La relation am  "  s" b,.. entraîne alors 

Is ­ ­ am  l "  bm  ­ am  < E et Is ­ hm  l " hm  ­ Rm < e . 

Cela montre que Rm et bm  appartiennent tous les deux à 
]s - €, S  1  e[ et, par conséquent, que 

1., =  [am, bm1C )s - 10 ,  S + el. 

Or, lm contient une infinité de points de A et par suite un point 
xE A et distinct de s. D'où xE(]s-", s +"1  \  181 ) nA. Ce qui 
achève ia démonstration. 

Le théorème (3.2) nous permet d'obtenir les importantes 
caractérisations suivantes du corps des réels: 

(3.3)  Théorème :  Dans un corps ordonné K, les assertions sui­
vantes sont équivalentes : 

(i) K vérifie l'axiome de la borne supérieure. 

1  (ii) K est complet et archimédien. 
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(Hi)   Les parties compactes de K  sont exactement les 
parties fermées et bornées. 

(iv)  Tout intervalle fermé de K  est compact. 
(v)   K est localement compact. 
(vi)  K est connexe. 
(vii)  K  est connexe, localement connexe et les parties 

connexes de K  sont exactement les intervalles. 
(viii)  K  et R sont isomorphes pour leurs structures de 

corps ordonnés et par conséquent pour leurs 
structures de corps topologiques. 

Il en résulte que, dans R, les axiomes de (3.1) 
sont tous satisfaits et équivalents. 

Preuve 

(i) ..... (U) 

C'est l'équivalence [BS] .,."" [OA] A [C], que l'on tire des 
assertions (c), (d) et (e). 

(i)  ­ (iii) 

Remarquons que les parties compactes de K  sont toujours 
fermées et bornées alors que l'axiome [BW] est équivalent à la 
compacité de ces dernières. (Voir [8] Th. IILlO.6 et remplacer la 
distance d par la valeur absolue. Voir aussi (4]). 

L'équivalence annoncée se ramène alors à l'équivalence de 
[BW] et [BS] de l'assertion (a). 

(iii) <=>  (iv) 

L'implication directe provient du fait que tout intervalle 
fermé est une partie bornée fermée et l'implication réciproque du 
fait que toute partie fermée bornée est contenue (et fermée) dans 
un intervalle fermé. 

(iv)  ..... (v) 

Remarquons d'abord que tout point de K admet une base de 
voisinages constitués d'intervalles ferméS. L'implication directe est 
alors évidente. Récipro'quement,sî[a, b] est un intervalle fermé de 
milieu c, il existe lE > 0 tel que fc - E, C + E] soit compact. L'appli. 

,  b ­ a~'" 
cation continue f  :  K ­+  K, x -. (x - cl + c transforme 
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[e - e, c +  e] en [a, b] qui est donc compact (Voir par exemple 
[8] Th. IlI.10.2). 

(i)  .... (vi) 

C'est l'équivalence [BS] <=  [CN] de l'assertion (a). 

(vi) .... (vii) 

(vi) n'est autre que l'axiome [CN] qui est équivalent à [CL] et 
il suffit de voir que ce dernier équivaut à (vü). 

Remarquons d'abord que si une partie E n'est pas un 
intervalle, eUe n'est pas connexe car il existe (a,b) E E' et cEE 
tels que a < c < b . Alors les parties 

A= IxEK:x';;clnE et B= IxEK:x:>cl (JE 

constituent une partition de E en deux fermés de E. 

D'autre part, si 1 est un intervalle (en particulier 1 peut être 
égal à K) et si on suppose 1 nOn connexe, on trouve comme dans 
l'implication [CL] _ [CN], un intervalle fermé et une partition 
de cet intervalle en deux fermés. 

Enfin, tout point de K 'admet une base de voisinages consti· 
tués d'intervalles fermés. 

(i) <=  (ii) <=  (viii) 

D'après sa définition (2.10), R vérifie (ii) [donc (i)J, 

L'équivalence (i)  =>  (viii) est démontrée dans [6) p. 154, 
alors que (ii) <=  (viii) est démontrée dans (8J Th.L8.5. 

La démonstration du théorème est ainsi achevée. 
Il résulte de ce théorème que tout procéç!é permettant de 

construire un corps ordonné K vérifiant l'une des assertions (i) 
à (vii) est en fait une èonstruction du corps R (Voir, par exemple 
[9] p. 204, ou [4] p. 677 Ex. 9). 

4. Exemples et classification des corps ordonnés. 

(4.1)  On sait déjà que Q et R sont deux corps ordonnés archimé· 
dien.. Le corps C ne peut être muni d'une structure de 
corps ordonné. En effet, dans tout corps ordonné K, tout 
élément non nu] de la fonne x' est strictement positif et -1 
est strictement négatif (Voir, par exemple, [6] p. 126). Or, 
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dans C, i' =  ­ 1. Enfin, tout corps ordonné étant de carac-
téristique  nulle  ([6]  p. 126), aucun corps fini ne possède de 
structure de corps ordonné. 

(4.2)   [Pour plus de détails concemant ce numéro, voir [5] Chap. 1]. 

Soit  Q[X]  (resp.  Q(X))  l'algèbre  des  polynômes  à  une 
indéterminée  et à  coefficients rationnels (resp_  le corps des 
fractions  rationnelles  à  une  indéterminée  et  à  coefficients 

rationnels).  Soit  f =  !  "" X'.  Le  plus  petit  entier 
k=m 

mEN  tel que  "m * 0 (cet entier existe si  f * 0) s'appelle 
valuation  de  f  et  se  note  v(fI.  Tout  élément  non  nul 

hE Q(X) s'écrit  h = 1. où  f  et  g  sont des polynômes non 
g 

nuls.  On  pose  v(h) =  vif) ­ v(g)  et  on  démontre  que  la 

valuation  alnsi  obtenue  ne  dépend  pas  du  représentant  l 
g

de  h. 

Soit  enfin Q«X)  le  corps  des séries formelles généralisées à 
une  indéterminée et à coefficients  rationnels. Tout élément 

+~ 

non  nul  f E  Q«X)  s'écrit  f =  E  ""  X"  .  Le  plus  petit
k=m 

entier  mE Z  tel  que  "m  * 0  s'appelle  valuation  de  f  et 
se  note  v(f). On démontre que  Q(X)  est  un  sous­corps de 
Q«X)) dont la valuation est induite par celle de Q«X)). 

(4.3)  Les corps ordonnés Q(X)  et  Q«X)).  Rappelons  d'abord, 
[Voir [6]  p. 125J, que la structure d'un corps ordonné K est 
complètement  déterminée  par  la  donnée  d'une  partie  p* 
stable pour les deux lois et telle que 

p*n(­p*)=</>,  P*U(­P*)U  101  =K. 

L'ordre  est  alors  défini par  f>g­= f=g  ou  f­gEP*. 
p*  sera  précisément  l'ensemble  des  éléments  strictement 
positifs. 

(a)   Sur  Q(X),  on  définit  p*  de  la  manière  suivante:  soit 
f.h  =  ­ un  élément  non  nul,  m =  vif),  n = v(g),
gm'  n' 

f  =  E  a  X'  et  g  =  E  b  X·  Alors 
k=m 11  k=n lt 

hG p* ­=  ~ >0  (dans Q). 
n 
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(b) Sur Q«X)) on définit p* comme suit: 
"" soit f un élément non nul, m =  v(f) et f =:E  a,. Xk

• 
k;m 

Alors f E p* <=> am  > 0 (dans Q). 

On vérifie que l'on obtient ainsi deux corps ordonnés et que 
l'ordre de Q(X) est induit par celui de Q«X». Les 
principales propriétés de ces deux corps sont les suivantes: 

(4.4) Proposition: 

(1)  Le  corps ordonné Q(X) (resp. Q«X») est non 
archimédien de type dénombrable. 

(2)  Q(X) n'est pas complet et Q«X)) est son complété. 
Par conséquent, Q(X) ne vérifie aucun des axiomes 
de (3.1) alors que Q«X)) vérifie uniquement les 
axiomes (I) de (3.1). 

Preuve : 

(1)  Par définition de l'ordre de Q(X) (et de Q«X))), on a, pour 
1   1tout nE N*, - > X > 0 . Cela prouve que (-) ne converge
n  n  • 

pas vers zéro et que l'ordre n'est pas  archimédien (prop. 
(2.13». 
D'autre part, (X").;:.o est une suite de Q(X) (et de Q«X))) 
strictement décroissante d'éléments strictement positifs et 
convergente vers 0 dans Q(X) (et dans Q«X»). En effet, pour 
tout nE N, on a 0 < X"+1 < X" et, pour tout. > 0 ,on a, 
en notant m = sup Iv(E), 01,0 < X· <. pour tout n> m. 
D'où le résultat (prop. (2.12». 

(2)  Remarquons d'abord que l'existence d'une suite (X") de 
Q(X) convergente vers 0 à la fois dans Q(X) et dans  Q«X» 
montre qu'une suite (u.) d'éléments de Q(X) est de Cauchy 
dans Q(X) si et seulement si elle est de Cauchy dans Q«X». 
On parlera donc dans ce cas de suites de Cauchy sans 
précision supplémentaire. 
Q(X) n'est pas  complet.  On vérifie, par exemple, que la suite 

n 

Xk
Sn = E d'éléments de Q(X) est de Cauchy mais qu'elle

k=O 
n'est pas convergente dans Q(X). 

Q«X)) est  complet.  Soit (fn )  une suite d'éléments de Q«X)). 
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~ 

Pour tout nE N, f.  ~ E <1." X' . Si (fn )  est de Cauchy, 
i=m n 

on a, en particulier 

V k E Z 3 nk EN: p, q ;;. nk  ~ If. - f.1 < Xk 
+ 1  • 

Cela montre que, pour p, q ;;. n., v( If. - f,1l ;;. k + 1  et par 
conséquent que les f., pour p;;' n., ont tous les mêmes 
coefficients jusqu'à l'indice k. 

On désigne donc par 1 am , ... , au 1 l'ensemble des coefficients 
d'indices négatifs ou nuls communs à tous les fp, pour 
p ;;. no et, pour tout k E N*, ak le coefficient d'indice k, 
commun à tous les f., pour P ;;. n•. On définit 

f  =  E 

et on vérifie que f ~ lim fn  . 

Q((X)) est le complété de Q(X). Soit f =  E a. Xk 
E  Q«X)). 

n 
Pour tout n E N, n ;;. m, on pose fn  = E a. Xk

• On voit 
k=m 

facilement que la suite (fn  )  d'éléments de Q(X) converge vers 
f  et par suite qu'elle est de Cauchy (dans Q(X)). Ainsi 
Q((X» vérifie les propriétés de la prop. (2.9). 

Le reste de la propriété résulte du théorème (3.2). Remar-
quons  par  exemple  qu'une  suite  (tu)  de  rationnels  est  de 
Cauchy  dans  Q(X)  si  et  seulement si elle est  stationnaire et 
que  les  parties N,  Z et Q sont infinies,  bornées et sans point 
d'accumulation. 

(4.5)  Le  même  corps  Q(X)  peut  être  muni  d'une  structure  de 
corps  ordonné  archimédien.  En  effet,  soit  t  un réel 
transcendant sur Q (i.e.  n'est  racine d'aucun polynôme non 
nul  de  QlX],  par exemple  t  e  ou  t  =  1f). On  définit p* 
de  la  manlere  suivante:  soit  f E  Q(X).  On  pose 
f E p* <=>  fIt) > 0  (ici  fIt) E  R, 0 ER). On vérifie que l'on 

obtient ainsi un corps ordonné archimédien. 

Pour  terminer,  la  proposition  suivante  montre  que  les 
exemples  précédents  permettent  de  donner  une  cIlil!sifi-
cation des corps ordonnés. En effet: 
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(4.6) Proposition: Soit K un corps ordonné. 

(a)  Si K est archimédien, alors il est isomorphe, pour sa 
structure de corps ordonné, à un sous-corps du corps 
ordonné R. 

(b) Si  K  est non archimédien, alors il  contient un 
sous-corps isomorphe au corps ordonné Q(X) de 
(4.3). 

Preuve : 

(a)  Voir [8] I.8.4 ou [4] p. 677 Ex. 8. 
(b)  Comme tout corps ordonné, K contient déjà Q (1.1). De 

plus, il contient, d'après son caractère non archimédien, 

un élément, X, tel que, pour tout n E N*, 0 < X <1. . 
n 

Montrons que X, ou ce qui revient au même, que Y =  i  est 

transcendant sur Q. Supposons le contraire. Il existe alors une 
suite finie (ak )O';;k";n- 1  de rationnels non tous nuls tels que 
(Y) = yn + an-l yn-l + ... + aa = 0, Comme Q est archi· 

médien pour l'ordre induit par K, (1.1), il existe p E N* tel que 
p ;;'l-ak pour tout kE [0, n 11. Or, y;;. p, d'où 
ak ;;. 1 - Y pour tout 

kE  10,n-1) et f(Y) ;;.yn + (l_y)(yn-l + ... +)= 1>0. 

Ce qui est impossible. Ainsi, K contient le corps Q(X) des fractions 
rationnelles à l'indéterminé X et à coefficients rationnels. 

D'après la définition de X, on a 1 + n X> 0, pour tout 
nEZ. I.e caractère archimédien de Q entraîne alors 1 + 'Y X> 0 , 
pour tout 'Y E Q. Comme pour tout k E N*, Xk 

,.;  X, on a même 
1 + "t X· > 0, pour tout (')', k) E  Q X N* . 

Soit f = ~ a. Xk  E Q[X]* avec m = vif) . Si m = n, il 
k=m . 

est évident que f> 0 équivaut à !lm > 0 . Si m < n , on a 

(n-m)f=!lm X'" ni;m (1 + 'Yk Xk )  , 

• 1 

où 'Yk (n - m)am 
•  k. L'expression entre crochets étant stricte-

!lm 

ment  positive,  on  voit  que  f  >  0  équivaut  à  am  >  O.  Enfin,  si 

h  = tg  • m  =  vif), n  =  v(g) et am  , bn les coefficients correspondants 
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de f et g, on sait que h > 0 équivaut à f <  0 et g < 0 ou f> 0 et 

g> 0 et donc, dans tous les cas, Il ii'"-> o. 
n 

On voit donc que K induit sur Q(X) la structure d'ordre 
définie dans (4.3), et la démonstration est ainsi achevée. 

(4.7)  Remarque. En modifiant légèrement la démonstration de la 
transcendance de Y, on peut démontrer que toute extension 
algébrique ordonnée d'un corps archimédien est archi-
médienne_ 
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Dans l'article sur les pseudo.hypercubes, il faut lire: 

p. 372, dans  l'égalité  (2)  :  p'x'  + p(2x + 1) =  d'  à la place 
de  p' 1('  + p(2n + 1) =  d' . 

p. 373, ligne 12 : Ceci Il  la place de Qui; 
ligne 13 : pour, à la place de par. 

p. 374, ligne  4: on peut, à  la place de on eut. 

­ 592-

Bulletin de l'APMEP n°314 - Juin 1978


