Sur 1’équivalence de certains axiomes
d’un corps ordonné K (et du corps R)

par I. RIHAQUI, Université Cigude Bernard, Lyon.

0. Introduction

Sur un ensemble muni d'une structure donnée, il est intéres-
sant, a divers points de vue, de pouvoir exprimer sous différentes
formes équivalentes un axiome suppléementaire de cette structure,
Dans le cas ol 'ensemble considéré est rnuni de plusieurs strue-
tures interdependantes, il est aussi intéressant d’examiner gi un
axiome de 'une de ces structures peut se traduire par un axiome
equivalent défini en fonction d'une autre structure. On peut aussi
chercher 4 exprimer la conjonction de deus axiomes conesrnant
deux structures différentes a Paide d'un troisiéme ne faisant
intervenir gu’une structure unigue,
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Par exemple, sur usit corpes ordonné K, on considere la strue-
ture algebrique, la structure d'ordre et la structure topologique.
L'objet de cet article est d’examiner les implications et équiva-
lences susceptibles d'exister entre des axiomes relatifs a des strue-
tures ot 4 des notions différentes. Ces axiomes [Voir (3-1)] sont
dune grande importance dans les application pratiques (Cas du
corps R des réels «+:}. Les principaux résuliate font Pobjet des
théorémes (3-2), (3-3) et des propositions (4-4) et (4-6).

Dens ce qui suit, nous faisons souvent référence & {4] ol
Fon trouve une étude assez gétadlée des premidres propriéiés
des corps ordonnés. A ce sujet, on peut zussi consulter {8] ou

[3].

1. Préliminaires et noiations

(1.1} Corps ordonné. Dans la suite, K désigmera un corps {totale-
ment} erdonné dont la notion es{ supposée connue. Un fel
corps est de carsetéristigue nulle {8, p. 128). Par consé-
quent, nous identifierons son corps premier avec le corps
€ des rationnels, De plus, Pordre induit par K sur Q coin-
cide avec l'unique structure de corps ordonné de Q [6, p.

129]. Les éléments de K notés @, 1, n, 5— désignent donc

resp, le zéro de K, 'unité de K, Iélément n.1 et 1"élément
(niy?,

{1.2) Ensembic des éiéments positifs. Un slement x € K tel que
x = 0 {resp. x > 0} est dit positif (vesp. strictement positif).
L'ensemble de ces éiéments est noté K, (resp. KT). La
notation x ;a O {resp. x > 0}, desmnant ia relation x € K,
{resp x € K '}, ne doit done pas préjuger de l’appartenance
de x au corps des réels. Dans K, on a toujours 1 > 0,

{1.3) Intervalles de K. Un ensemble I de K est dit intervalle 8%l
vérifie la propriété suivante : Pour tout couple (x, y3 & I?
lquexs vettoutzE Ktelquex<z<syonazel il
en est aingd de K Jui-méme ot des ensembles de Iz forme
jJabl= (xeK:2<x<b] et{abl= {xEK::a< x<b},

(*y En pratique, il exizte plusicurs procédés de construction Fourgissane des corps
virifianl 'an ou Meatre doy aniomes (3-1), Ces procédds sont dguivelsnie et

conduizent en fail ww corps B des reels (Voir {2.10), (9-3) ol la remargue qui
ET 9N
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appelés resp, intervalle ouvert ef intervalle fermé (ou
segment) d'extrémités s et b, Un intervalle Ja,bf o a < best

toujours non vide, il contient par exemple ¢ = -f‘g..w_ Un

intervalle cuvert (resp. fermé) de centre a est un intervalle
de la forme Ja—e,a + € {resp. [a—¢, 8 +€jjoune & I{f
(respe & K ).

Valeur absolue, Qn appelle valeur absclue dans K Pappli-
cation de K dans K,, notée x - ix| et définie par
ixi=xsixz0et|xl=—%,six<0.

Cette application posséde les propriétés usuelles de “la
valeur absclue” {dans R !},

Notons que la relation XE Ja—e, at el {resp.
X€fa—eg,at €] équivaut & Ix —al < € {resp.
|x —al « €).

Les notions de partie minorée, majorée, bomée, de borme
supérieurs et de bome inférieure se definissent comme dans
tout enserable ordonne,

En utilisant la valeur absolue, on voit qu’une partie A de K
est. bornée si et seulement s'l existe M > 0 tel que, pour
tout x € A, on ait Izl < M.

Corps archimédien. Un corps ordonné K {ainsi que son
ordre) est dit archimédien sl weérifie V'axiome suivant :

[OA] Y hEK, va>0, In&N:ina>hb.

H est dit non archimédien dans le cas contraire. Le corps
ordonné Q fournii un premicr exemple de corps archimé-
diens. I’autres exemples sont donnés au § 4.

Topologie d'un corps ordonnd. La topologie considérée sur
un corps ordonné K est celle de Vordre. Par définition, un
ensemble U de K est un ouvert pour cette topologie s'fl est
vide ou si tout point de 1 est e centre d'un intervalle ou-
vert contenu dans U, Un fermé est, par définition, le complé-
mentiaire d’un cuvert. Un volsinage d'un point 2 € X est un
ensemble V contenant un intervalle ouvert de cenire a. La
familie des intervalles ouverts de centre a (resp. des inter-
valles fermés de centre a et non réduits 4 fal ) est une base
de voisinages de a, Le corps K muni de cette topologie est
alors un corps fopologique {{2], § 6 n° 7).
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(1.8) Les notions de compeacité, de compacité locale, de connexité
et de connexité locale se définissent comme pour tout
espace topeologique, {Voir par exemple [ 1] ou [8]).

Z. Suites convergentes et suites de Cauchy dans un corps ordonné
K.

Nous donnons ici des définitions en accord avec Ja théorie
genérale mais adapiées au cas d’un corps ordonné,

{2.1)}8uite stationnaire. Suite monolone.

(a} Une suite est dite stationnaire sf, 4 partir d’un certain
rang, tous ses termes sont égaux.

(b) Une suite { u,) est dite croissante (resp. décroissante) si,
pour tout nEN, u_,, > u, (resp. u,,, < u,). Dans un
cas cormme dans Pautre, elle est dite monotone. Dans ces
définitions, on zjoute le mot “strictement” lorsque les
inégalités sont strictes.

(2.2} Suite convergente. Soit u = (u,} une suite d'éléments de XK.
1 existe gu plus un élément ?€ K vérifiant la propriété sui-
vante :

Yer{ 3peEN ;: ¥Yvnzp , lu —U=Ke,

Lorsque cet élément (unique} existe, on "appelie la limite
de la suite {u. ) et note £ = limuou = lim u, . On dit

s oo

aussi que la suite est convergenie {ou converge) vers £ .

(2.3} Suites ndjacentes. Deux suites (g, ) et (b, ) d’éléments de K
sont dites adjacentes si (8, ) est croissante, (b, ) est decrois-
santeet lim (b, —a,) = 0,

T e O8

{Z2.4) Point duccumulation, Un point a€ K est dit point d’accu-
milation d’une pardie EC K 5 tout intervalie ouvert de
centre a, privé de a, admet une intersection non vide avec E.

Nous aurons besoin de la proposition suivante :

{2.5) Proposition : Bi E est sans point d’accumitation, toute suite
| d’éléments de E convergente est stationnaire.

Preuve @ Supposons qu'il existe une suite u = (u, ) d'elé-
ments de E convergente et non stationnaire. Soit € sa himite
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st ¢ > 0. Par définition, il existe p € N tel que n > p entraine
u, € j# —e¢, # + ¢f. Comme u n'est pas stationnaire, il existe
meE Ntelquem>petu, #¢,

Par suite (J¢ —&, 2+ €1\ & YNED juy,l . Celamon-
tre que ¢ est un point d’accumulation de E. I)'ot le résultat,
par contraposition.

Suite de Cauchy, Une sulle u = (u,) d'éléments de X est
dite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante :

ve>d ImeEN : vpazrm,hk, —uglse.

La proposition suivante établit deux propriétés intéressantes
deg suites de Cauchy. Pour une démonstration, voir [4] pp.
362 ot 364.

Propeosition : (a) Toute suite de Cauchy est homée
{bb) Une suite de Cauchy admettant une sous-
sulte convergente est elle-méme convergente (vers la méme
limite),
Toute suite convergente est de Cauchy, Lorsque la réci-
proque (qui n'est pas vraie en général) est toujours satis-
faite, on a la définition :

Corps compiet. Un corps ordonné K est 4it complet (=) 87l
vérifie 'axiome suivant :

[} Toute suite de Cauchy d’éiément de K est convergente.
La notion de complétude est d’une grande importanie pra-
tique car elle fournit un critére de convergence ne faisant
pas explicitement intervenir la valeur de la limite, souvent
difficile a déterminer.

Le corps Q n'est pas complet (Voir {4 Ip. 365), d'ou Vintérét

de Ia proposition suivante -qui permet de plonger touf corps or-
donnéd dans un corps complet. (Pour une démonstration, veir {4]
p. 370 ou [T} p. 43).

*}

Compte tenu des définitioms génézales, on devrail dive “wermi-camplel™ ; mais Pon
donne icl au mot “complet® le sens de 1a définition (2.8). Cel2 n'est pas génani
pour la suite car le cades de 'diude {Voir (2,11) e la remargue i Ie Mo du
paragraphe 2} asqure la cohérence de cette définilion avec ke cax géndral.
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(2.8} Proposition. Scit K un corps ordonné. Il existe un corps

ordonné K conisnant K et vérifiant les propriétés sui-

vantes

(a) Les lois of Pordre de K induisent les lois et Vordre de
K.

(b} R est complet. R

(¢) Tout élément de K est limite dans K d’une suite de
Cauchy dans K.

8i L est un corps ordonné contenant K et vérifiant les

conditions {a), {b) et (¢} il existe un isomorphisme de

corps ordonnés de K sur L. Le corps oxdonné K s’appelle

le complété de K. Enfin, si K est archimédien, il en est de

méme de K, :

{213y Définition : On appelle corps des réels, et on note R, le
corps ordonnd Q, complété du corps ondonné des ration-
neis,

D aprés sa définition, R est done complef et archimédien.
Nous verrons plus loin (3.3) que ces deux propriétés en sont
une caractérisation.

(2.11)Corps ordonné de type dénombrable. Si toute suite conver-
gente du corps ordonné K est stationnaire, il en est de méme
de toute suite de Cauchy. En effet, si {u,,) est une telle suite,
1z suite définie par v, = Uy, — U, CONVerge vers zéro et
tous ses termes sont done nuls 3 partir d"un certain rang. I
est alors évident que P’étude des suites de Cauchy {et donc
des suites convergenies) d’un {2l corps est iriviale et ne
présente gu'un intérét imité. Un corps ordonné ol il existe
au moins une suite convergenic non stationnaire est dit
du type dénombrabie et on va s'intéresser par la suite aux
corps de ce typa. On a d’abord les équivalences suivantes

(2.12)Proposition : Dans un corps ordonné K, les assertions sui.
vantes sont équivalentes :

{i} K est de type dénombrable

{ii) Il existe une suite strictement décroissante d'alé-
merits strictement positifs de K et convergenie vers 0.

{iii} Il exigte une base dénombrable de voisinages de 0.

{iv) Tout point a € K admet une hase dénombrahle de
vaisinages,
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Preuve

{iy =» {ii) Voir|4]p. 352

(i} = (i) Soit (e,} une suite vérifiant (ii) et, pour
tout n € N, V,, = 1—¢,, + €,[. On verifie
aisément que {V, }, est une base {dénom-
brable) de voisinages de 0.

{ii) == ({iv} Soita € K &t (U},) une base dénombrable
de voisinages de 0. La suite {a + U,),
convient.

{iv}i = {i} Soit {W_.} une bhase dénombrable de voisi-
nages de 0 par exemple, Pour tout n € N,
W, contient un intervalle ouvert de centre
O Il n'eet donc pas réduit 3 W . On
choisit u,€ W, \ 101 . La suite (u,),
convient.

Tout corps archimédien est de type dénombrable. En
effet {Voir par exemple (4] p. 358} :

{2.13)Propesition  : Un corps ordonné K est archimédion si et
seulement st la suite (-3;} de K converge vers (. Dans ce
1]

. 1 r
cas, la suite {-2";-) d'elements de X converge aussi vers 0.

Il existe des corps non archimédiens de type dénombrable
(4.4).

Dans la suite, et souf mention expresse du coniraire, K dési-
gnera un corps ordonné de type dénombrabie,

Pour un exemple de corps ordonné non de type dénombra-
ble, voir [4] p. 450,

3. Equivalence des axiomes définis sur un corps ordonné,

{3.1) Lesaxiomes suivants, cités dangle cadre d’un corps ordonné,
traduisent en fait des propriélés habituelles ot d'utilisation
courante dans les problémes pratigues d’anslyse réelle.
Leur diversité a son intérét. En effet, selon les cas, I'un ou
1'autre de ces axiomes constitue la forme la plus adaptée
au probiéme envisagé. On se propose ici de préciser les liens
entre eux (Théoréme {8.2)) et d'examiner les cas ou ils sont
{ou ne sont pas) satisfaits ou équivalenis, Il existe en eifet
des corps {ou pluidt un corps} oli tous ces axioumes sont
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satisfaits et équivalents { Théoréme (3.3)), d’autres ol aucun
d’entre eux n'est satisfait et enfin des corps ol sont unique-
ment satisfaits les axiomes de (II) (Prop. (4.4)).

/ (BS]
[BI]

[SD]

[SC]
(I (BW]
[SB]

[CN]
[CL]

(Ci

(SE]
(II)

[SA]

Toute partie A de K, non vide et majorée, admet une
borne supérieure, :

Toute partie A de K, non vide et minorée, admet une
borne inférieure.

Toute suite u = (u,) d’éléments de K, décroissante et
minorée, est convergente.

Toute suite u = (u,) d’éléments de K, croissante et
majorée, est caonvergente.
Toute partie A de K, bornée et infinie, admet au moins
un point d’accumulation.

De toute suite bornée u = (u,) d'éléments de K, on
peut extraire une sous-suite convergente,

11 n'existe aucune partition de K en deux fermés.

Aucun intervalle fermé de K n’admet de partition en
deux fermes.

Toute suite de Cauchy u = (u,) d’éléments de K est
convergente.

Pour toute suite décroissante (I,) de segments de K
tels que I, = [a., by]| et lim (b, —a,) = O, l'inter-

N — o

section M 1 est un singleton.
neN °

Deux suites adjacentes (a,) et (b,) d’éléments de K
sont convergentes et ont la méme limite.

On obtient alors le théoréme suivant :

(3.2) Théoréme. Dans un corps ordonné K :

(a) Les axiomes de (I) sont tous équivalents.
(b} Les axiomes de (11} sont tous équivalents.

(c)

Un axiome quelcanque de (I) implique tout axiome
de (1II).

(d) Tout axiome de (1) implique [QA]. (Voir 1.6)

(e)

La conjonction de [OA] avec un axiome quelcongque
de (1I) implique tout axiome de (I).
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Preuve :

{a} Léquivalence eost démontrée selon le schéma suivant :

[SC}
o L™
[8S] | (SD]
_ & 0y o S
[CN] {BI} [$B}
= Ty
™ jen [BW}
(BS] = [Bl]

Considérons une partie A non vide, minorde et désignons
par B l'ensemble des minoranis de A. La partie?B est non vide
(car A est minoree) et elle est majorée (par tout élément de A).
Elle admet donc une home supérieure s gui est aussi Ia borne
inférieure de A. En effet, tout éiément de A est un majorant de
B, donc plus grand que la borne supérieure s et touf minorant
de A et un élément de B, done plus petit que Ia borne supérieure 5,

[BI} — [SDJ

Soit {1,) une suite décroissante, minorée et £ la horne
inférieure de ensemble ju,} . . La suite (u,) converge vers
¢. En effet, soit € > 0. Daprés 1a définition de la borne inférieure
g, il existe p& N tel que u, € {#, £+¢]. Alors, pourtout n 2 p,on
al s u, €U, & e, done u, -2l .

(SD] == [SC]

Soit u une suite croissante et majorée. La suite v = — u est
décroissante et minorée ; elle admet donc une limite £. Alors,
1= — v converge vers — ¥,

[8C] = [BS§]

Montrons d’aboréd gue [8C] impligue [QA4]. BSoit
{a,b) € K*, a > 0. 8i, pour tout n€ N, na < b, la suite ¢roissante
{na)en serait majorée et donc convergente. Or elie n'est pas de
Cauchy car la suide définie par u, = (n+1)a-—na = a ne converge
pas vers 0. Ce qui est une contradiction, Le corps K est donc archi-

médien. Par conséquent, la suite { "2“1;} de K converge vers 0 {2.13).
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Considérons maintenant une partie A de R, non vide et
majorée. Nous allons définir un élément a > 0 et construire par
récurrence une suite croissante u = (u, ) d’éléments de A tels que,

pour tout n € N, u, + =, soit un majorant de A.

2I'l
Soit uy un élément de A et m, un majorant de A, distinct de

u; . Posons @ =my — vy . Alors,a >0 ot u, +
majorant de A,

&
90 my estun
Supposons défini, pour l’entier n, I’élément u, € A tel que
2,, 5011; un majorant de A.

Posons e, = 3 (u + u, +2n)—un+2—nn‘

Si [Cq, Un + o5 ] N A # ¢ ,onchoisitu, .9 € [ca, u, + & ]n A,
Alorsu, 4 € A W, < ¢ = Upsq

1]
on » donc un+1+2n+1

est un majorant de A, Si [¢,, u, + ;—n] ™ A = ¢, alors ¢, est un

et un+y t5T 2n+1 2 Cy + oy 2n+1 =u, t

majorant de A. On pose U,+1 = U,, c’'est un élément de A et
Uns+1 + 5,1%7 = ¢, est un majorant de A. Dans les deux cas,
Un+1 €A, Uy S Ugsp et Ugeg + 2—..,:1.-1- est un majorant de A.
La suite croissante (u,) ainsi construite est majorée par

my, elle admet donc une limite 5. Montrons que s est la borme
supérieure de A. Tout d’abord, s majore A. En effet, supposons

qu’il existe x € A tel que x > s. Comme la suite (;—n) converge
vers 0, on peut choisir un entier m tel que

_ﬂ_<x—_‘58t lu, — s <K_—S’

2m 3 3
ce qui entrafe

X—=5 X—S
3 '3

g +?—s|<&|um—sl+2 < < X —8,

dotiu, +-5 < x.

2m
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Ce qui est en contradiction avec le fait que u, + o majore A
Dautre part, si 2 est un majorant de A, alors z = s, %?; affet, dans
le contraire, on atirait un entier m tel gue Is — U, | < s — 2 et pay
conséquent u,, > z, coniredisant le fait gue 2z majore A, L'impli-
cation est ainsi démontrée.

|BH m= [BW]

Supposons que [BI] soit vérifié et qu’il existe une partie A de
K, borée, infinie et sans point d'accumulation. Il en résulte en
particulier gque tout sous-ensemble de A est sans point d’accumu-
lation. Nous allons construire par récutrence une suite (a,) de A,
une saite (€, ) d’éléments sirictement positifs et une suite {A, ) de
parties infinies de A telles quea, € A, etque A+ = Ay b 14,
soit minoree par s, + €.

La partie A= A, , minorée et non vide, admel une bome
inférieure @, qui, par hypothése, n'est pas un point d’accumula-
tion de Ap . Ik existe donc ¢, > 0 el que

Ari{lay—ey, 8 + €oi\ By} )= 9

Cela montre gue #,€ A, {sinon, ]Ja, —Fy, 8¢ + €a[ N A serait
vide, en contradiction avec Ia définition de iz borne inférieure} ot
que A; ¥ A, Y [ag , infinie puisque A FPest, est minorée par

a, ¥ €g4.

Supposons définis Ie terme a, € A, 1’élément €, > 0 et la partie
infinie de A, de Atelleque 28, €A, et que A +; = A, — fand
infinie, soit mineorée par a, + £,. La bome inférieure a,.; de
Ay véxifie alors an+ 2 a, + ¢5. De plus, on démonire comme
ci-dessus que 8.+, 580+ 26 quiil existe £€,4+, > 0 tel que la
patiie infinie A,.,2 = Axsy \ {25.,0 s0it minorée par
Ba+y T Epsay.

La suite {a,) d’%lémenis de A ainsi congtruite est majorée
(puisque A Vest) el sirictement croissanite donc non station-
naire ¢t par suite non convergenie {Prop. {2.5)]. Ainsi [8CT, et
done | Bl}, n'est pas satisfait ; ce qui est absurde.

[BW] = [3B]

Soit u= {u,) une suite bomée. Deux cas peuvent se pré-
senter :
ler cas : L'ensemble ufN} est fini.
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Nous posons u(N} = {a,, 8, .., 8]

ef, pourtout 1 & [l,pl, Ny= inEN:n, =&l .

L’un au moins des ensembles N, soif N;, est infini. It existe
alors une unique bijection creissante ¢ de N sur N; . La
sous-suite v = ue ¢ est ainsi constante et par suite convergente.

Ze Cas : u{N} est infini.

Comme u{N) est déji horné, il admet au moins un point
d’accumulation, Scit s un tel point. Considérons d’autre part une
suite (£, } strictement décroissante d'éléments strictement positifs
et convergente vers (, Une telle suite existe en vertu de (2.12).

Nous allons construire pat récurrence une injection croissante
» de N dans lui-méme telle gue la suite v= e ¢ vérifie, pour
tout entier n, 0 < |v, —si < ¢, (1). I est clair qu’une felle suite
est plors une suite extraite de u et convergente (vers s).

Comme s est un point d’accumulation de u{N}, il existe un
entier m fel que u, € {Is—e€y,5 + ¢\ 151 3. Nous posons
£(0) = m. Le terme v, = ufyp{Q)) vérifie hien la relation {1}

Supposons maintenant défini Ventier «n} fal que
O< tulpn})—st< g Posons ¥, = IpEN:p& g{n}ety, # 5|
at o, = %1;111 lfu, —sii . Comme P, est fini non vide, a, est
» n
strictement positif et il en est de méme de §; = min ja,, 4] -

Le point d4'accumulation s assure exisience d’un entier m tel
que ug, € (Js—90,,5+8,(\ isi ). Remarquons d’zbord que
U, # 8. Ceci entraine nécessairement m > ¢(n) car, dans le cas
coniraire, on aurait m € P, et done ju, —sl» a,, coniredisant
ainsi la relation fu, —sI< 8, < a,. Noue posons donc
gi{n + 1} = m. Ainsi, ¢{n + 1) > ¢ (n) et
0 < Jufpinn + 1)) — 35| < €., ce qui achéve la démonstration.

|SB] == [SD)

S0it u = (u;} une suite décroissante et minorée. Du fait de sa
décroissance, 11 est aussi majorée {par ug ). I en résulte qu’elie est
bomée. 1l existe donc une injection croissante ¢ de N dans
Iui-méme telie que la suite v= ueo ¢ soif convergente. Désignons
par s s lmite el montrons que c’est aussi la mite de 1s stite u.
Considérons en effet un élément strictement positif e. 1 existe
my ~¢ing) el gue n>n, entraine hign)i —s|< e. Boit
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ma=> my,, I existe un entier n> np tel gue gin} s m<ypin+ 1).
Comme u est décroissanie, on a u(w(n}) # u, 2> ule(n + 1. O, '
les deux éléments u{w(n}) et u{pi{n + 13 appartiennent & Pinter-
valle {s — e, 8 + €], la double inégalité montre qu'il en est de méme
de u, . En résumé, la relation m * m, entraine lu, —si < €, ce
qui suffit,

[BI] == {CL]

Considérons un intervalle fermé [a, b] non réduit 4 un point
et deux fermés non vides A et B tels que [a, b) = AU B. On peut
suppeser gue a < A. La partie B, étant non vide el minorée par a,
admet une borne inférieure ¢ € {a, bi. Montrons que ¢ € AN B.

En effet, ¢ € Bear, dans le eas contraire, Pouvert G B contien-

drait un intervalle ouvert de centre c, scit Jc— ¢, ¢ + £]. On aurait
alors jc— ¢, ¢+ & "N B = &, en contradiction avec la définition de
1a Borne inférieure.

IYautre pari, i} est évident que ¢ € A si ¢ = a. Supposons

donc a< c. 81 Pouvert { A contenait ¢, il contiendrait un inter-
K

valle guvert de eentre ¢ et par conséquent un élément x tel que
a < ¥ < ¢. On aurait ainsi un élément x € [a, b} mais n"appartenant
nig A, aniaB {4 cause de 'inégalité x < ¢ et de la définition de c}.
On a donc montré que {a, b] n'admet aucune partition en deux
fermés.

{CL] =~ [CN}

S’il existe une partition de K en deux ensembles fermés E et F,
nous pouvans choisir un éiément dans chacun de ces deux ensem-
bles., En appelant a le plus petit de ces deux éléments et b
I'sutre, on peut supposer par exemple que ac E et b€ F. Les
deux fermés A= E N {a, bjet B = F [a, b] constituent alors une
partition de Uintervalle feriné {a, b]. Cela montre que si [CN] n'est
pas satisfait, JCL] ne Pest pas non plus.

[ON] —== [BS}

Soit E une partie non vide et majorée de K, A 'ensemble de
ses majorants et B Vensemble des minorants de A. Comme E est
majorée, A est non vide et il en 25t de méme de B puisque EC B.
Siad A, il existe be E tel que b > a. Tout élement de A majore E

et en particulier b, donc aussi a. Cela montre que 2 € B. On a donc
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"

K= AuU B. De plus, en posant ezbz a, on voit que

Ja~¢,a+ ¢fNA= ¢, prouvant ainsi que A est fermé, On démontre
de la méme muniére que B est fermé.

L'axiome [CN] impligue alors AN B+#¢.8is€ AN B, sest
alors, par définition, le plus petit majorant de E, c’est-3-dire sa
borne supérieure.

(v}
(€] = [SE]

Faisons d’abord 1a remarque suivante - si les deux éléments
x et y appartiennent au méme segment [a, b], alors
g —yla=b—a.

Montrons maintenant que la suite (a,) de 1'dnoncé est de
Cauchy.
Boit € > 0. L’hypothése lm (by —2an) = 0 eniraine V'exis-
n R0

tence d¢'un entier m tel que 0= b, —a, < e. Alors, si p et q sont
deux entiers supérieurs a m, les relations a, € °,, et a, & I impli-
quent ja, —a, i< b, —a, € €.

La suite (ay), étant de Cauchy, est donc convergente. Soit s
sa limite. (est aussi la limite de 1a suite (b, ). En effet, pour tout
n€ N, b, —s=(by, —a,)+ (&, —s). La suite (b,, — 3),.50mme
de deux suites convergentes vers 0, coniverge elle-méme vers 0,

Maontrons que s€ !i:\ In. Binon, il existerait m& N tel que
s4€ L, , donc s<a, ous> h,.Supposons par exemples < a, .

Comme pour toutn > m, a, # a,, , on aurait e, —s2 a, —s> 0,
ce qui est en contradiction avec le fait que 3= limn a,. De la

N -

méme maniére, on obtiendrait une contradiction en supposant
s> by .

Soit enfin un élément x différent de ¢. Montrons que
xX¢ 0 I.. En effet, 1"lément o = Is — x| est strictement positif.

Comme Hm (b, —a,) =0, il existe un eniier m tel que
]

2

> -

entrainerait, compte tenu du fait que s€ I, ,

- 582 .
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a=|s— %< by, “a, ﬁ%(a ; ce qui est impossible, On vient

donc d’établir que f:i I, = is}.
[BE] = [SA]

Soit n €N, On a psr hypothése, b,,; ~b, <0 ot
a, —an+1 = 0.0n,

buty =8+t = (hyey =~ by) + (by —ay) + (ag — 8544} .

Onendéduit que b, i “ fin+1 S Do —8g.

La snite (b, —a,), est donc décroissante. Sa convergence
vers 0 monfre alors gue by — a, > 0, pour tout n € N. On a ainsi
une suite décroissante I, = {a,, ba]l de segmenis tels que

lim {b, —a,}= 0. Il en résulte (comme dans la démonstration

o= o
précédente} que 'unigue élément de Vintersection 0 I, estla
limite commune des suites (a, } et (b, ).

[SA] = [C]

Soit u = (u, ) une suite de Cauchy d’élément de K. Pour mon-
trer qu'elle est convergente, il suffit d’en extraire une sous-suite
convergente (prop. (2.8)).

Cela est évident si l'ensemble w(N) est fini, (Voir, par
axemple, le début de la démonstration de [BW]=w {SRB]). On peut
done supposet gue U(N} est infini. Dans ce qui suit, (¢,,) désigners
une suite strictiement décroissante d’ééments positifs et conver-
genie vers 0. (prep. {2.12){i)).

Pour tout n € N, nous posons

E: = tuy :p#netuy & Uyl LEp = fug pZ netuy < Uy,
8. ~Ex si E. est infini et §, = E,, sinon.
Comme u{N) est infini, l'ensemble 5, est toujours infini et, a

fortiori, il en est de méme de Pensemble T, des indices des élé-
ments de 8,,.

Nous allons construire par récurrence une suite strictement
croissante {m, ) d’entiers et une suite décroissante [a,, , b, | de seg-
ments telles que, pour tout o € N,

U, €8m, Clag,by]et0<b, —a,<e,. (1)
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La suite v étant de Cauchy, il existe m, € N tel que
p, g » my, entraine l, —u,l<e,. 8 Ei , st infini, on pose
8 = Up,, Bo=u,, +& . Sinon, on pose by =1u,, et
86 = Um, — &5 . Dans Lous les cas, on veit gque (1) est vérifiée pour
n= G

Supposons définis pour ’entier n, my et [8,, b, ] tels que (1}
soit vérifibe. Comme T, est infini ot que u est de Cauchy, il
existe my.q > m, tel que uy | €8, et que p, > My, Im-
plique luy — Uyl € €443, On pose alors a,.y = U ey
Drey = Bos1 T MINEaer, 00 ~Barzl 8E By, est infini, et
Bae: = Umpe; » Bmaz = Dnty ~~milt {€n41,Bhe3 —a,], sinon.
On obtient alors
umn+1 < Smn{.} C[an+1, bn-i-l}c[ans bn] et 0w bn'i"l T g+ 66114*1'

Par construction, les deux suites {a, ) &t (b, ) sont adjacantes.
Si 2 est leur limite commune, la relation o, S u, < by, vraie
pour tout n €N, montre que la suite {u,, ) converge elie aussi vers
2.

(c)
Montrons par exemple que [SB] impligue [C].

Soit u une suite de Cauchy d'élément de K. Comme u est
bornde (prop. (2.8}), on peut, grice a {§H], en extraire une sous-
suite convergente et cela implique la convergence de la suite u
elle-méme, toujours d'apréz la prop. {(2.8).

()

On a déja démontré 'implication [SC| = [OA} dans la pre-
miére partie de ia démonstration de [SC] = [BS].
(e)

Montrans par exempie que [OA] A [SE] ={BW].

Considérons une partie A bornée et infinie. On va construire
par récurrence une suite décroissante (I, ), de segments tels que,
pour tout a€ N, ANI;, soit infinie et i, = {a,,b,] avec

1
by —a8, = "ﬁ'ﬁ {bo —ap}.

Désignong par as {resp. by ) un minomnt (resp. un majorant)
de A etposonsiy = |ag, bp]. Hestclairqueby —a; = ‘;T {(by —ag)
et que I, N A= A estinfinie,
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Supposons maintenant construit pour ’entier n le segment

I, = [2a, ba] tel que I, NA soit infinie et que
1
B — &, = ‘éﬁ“‘(bﬂ ~ 8},

Considérons le point ¢, = %{a,, + b} milieu de I,. On obiient

ainsi deux segments {a,, ¢, ] et {c,, b, ] dont Pun auz moins admet
une intersection infinie avee A {sinon I,MN A serail finie),
Notons I +1= [8p+1,bne1] un tel segment. I en résulle que
AN, ., est infinie,

. 1 1
Lnsg < Iy ebbpay —ane) =g (by —a5) = 5577 {(bo — a0}

Nous disposons ainsi d’une suile décroissante {I,} de seg-
ments vérifiant les conditions annoncées, Grice i [OA]}, la suite

(-%ﬁ d'éléments de K converge vers 0 (prop. (2.13). D'ot,

ﬁgnéq (b, —a,) = 0,11 existe donc, d’aprés [SE], un point s€N ..
Montrons que c’est un point d’accumulation de A. Soit ¢ > 0,
Comme lim (b, — a,) = 0, il existe un entier m tel que
-
0% b, —a, <¢.
La relstion 8, & &§ % b, entraine alors
8- 8 | Xy —8n <eebls—bg S by —&nm <E.

Cela montre que 4, et b, appartiennent tous les deux a

18— ¢€,8 1 €] et, par conséguent, que
lw = {8m.bm] Cls—e 5+ &

Or, I, contient une infinité de points de A et par suite un point
X € A et distinct de 5. Dol xe(ls—e, 8 +el VM isl Y1 A, Ce qui
achéve Ia démonstration.

Le théoréme (3.2) nous permei d’obtenir les importantes
caractérisations suivantes du corps des réels ;

i3.3) Théoréme : Dans un corps ordonnéd K, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) K vérifie 'axiome de la borne supérieure.
(ii) K est complet et archimédien,
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(iii} Les parties compactes de K sont exactement les
parties fermées et bornées,

{iv} Toutintervalie fermé de K est compact.

{v} K est localement compact.

{vi) K est connexe.

{vii) K est connexe, localement connexe et les parties
conpnexes de K sont exactement les intervalles,

{vili} K et R sont isomorphes pour leurs structures de
corps ordonnés et par conséguent pour leurs
structures de coips topologigues,

Il en résulte que, dans K, les axiomes de (3.1)
sont tous satisfaits ef eéquivalents.

Freuve
{1} == (i})

C’est Péguivalence [BS] == [(OA] A [C], que 'on tire des
assertions {c}, {d} et (e).

(1} e {iii)

Bemarquons que les parties compacies de K gont toujours
fermées et bornées alors que Paxiome [BW] est édquivalent & la
compacité de ces derniéres. {Veir [8] Th. I11.10.6 ef remplacer &
distance d par la valeur absolue. Voir aussi {4]).

L'équivalence annoncée se raméne alors & Véquivalence de
[BW] et [BS} de 'assertion {a}.

{ﬁj) s {1V}

Liimplication directe provient du fait que tout intervalle
fermé est une partie bomée Termée et 'implication reciproque du
fait que toute partie fermée bornée est contenue {et fermee) dans
un intervalie fermé.

{iv} e (v}

Remarguons dabord que tout point de K admet une base de
voisinages constitués d’intervalles fermés. L'implication directe est
alors évidente. Réciproquement, st {a, b} est un intervalle fermé de
milieu ¢, il existe £ > 0 tel que [c — €, ¢ + €] soit compact. Lappli-

l —
cation continue f : K -~ K, x ~ b% a {x —c¢} + c transforme
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[e—e,c + ¢] en [a, b] qui est done compact {(Voir par exemple
{8] Th, 111,16.2}.

{i} o= (vi)
C’est 'équivalence [BB] « [CON] de Passertion (a).

{vi] e= (vil)

{vi} n’est autre que I’axiome [CN] qui est équivalent & [CL] et
il suffit de voir que ce dernier équivaut a (vii).
Remarquons d'abord que si une partie E n'est pas un

intervalle, elle n’est pas connexe car il existe (a,b) € E* et ¢ € E
tels que a < e< b. Alors les parties

A= [X€K:xsc¢}nE e Bz ix€K:x>einE
constituent une partition de E en deux fermés de X,

D’autre part, si I est un intervaile {en particulier I peut &tre
égal 4 K} ot st on suppose I non connexe, on trouve conune dans
l'implication [CL] = [CNI, un intervalle fermé et une partition
de cet intervalle en deux fermés.

Enfin, tout point de K admet une base de voisinages consti.
tués d’intervalles fermaés,

(i) == (i) o= (viil)
Draprés sa définition (2.10), R vérifie (i} [done (i}].
L’équivalence (i} <= (viii} est démonirée dans {6] p. 154,
alors que (if} +===> (viii) est démontrée dans {8] Th.1.8.b.

La démonstration du théoréme egt ainsi achevés.

il résulte de ce théoréme que tout procédé permetfant de
construire un corps ordonké K vérifiant "une des asserfions (i)
4 (vii} est en fait une construetion du corps R (Voir, par exemple
[9] p. 204, ou [4] p. 677 Ex. 9).

4, Exemples et classification des corps ordonnés.

(4.1} On sait déjd que @ et R sont deux corps ordonnés archimé-
diens. Le corps © ne peut étre muni d'une structure de
corps ordonné, En effet, dans tout corps ordonné K, tout
élément non nul de 1z forme x* est sirictement positif et —1
est strictement négatif (Voir, par exemple, [6] p. 126}, Or,
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dans C, i = — 1, Enfin, tout corps ordonné &étant de carac-
téristigue nulle ([6] p. 126}, aucun corps fini ne posséde de
structure de corps ordonné.

[ Pour plus de détails concernant ce numeéro, voir {5} Chap. 1].

Soit QfX] {resp. QX)) P"algébre des polynSmes 2 une
indéterminée et i coefficients rationnels {resp. le corps des
fractions raiionnelles & une indéterminée et d coefficients

rationnels), Soit f= 2 a X* . Le plus petit entier
=rn

m & N iel que a, # O {cet entier existe si { == 0) s'appelle

valuation de f et ze note Wi} . Tout élément non nul

h & Q(X} g"éerit h —-{E ol f et g sont des polyndmes non

nuls. On pose vih) = v(f} —v(g) et on démonire que la

valuation ainsi obtenue ne dépend pas du représentant -E
de h. '

Soit enfin @({X)) le corps des séries formelies généralisées 4

une indéterminée et i coefficients rationnels. Tout 8lément
e, ]

non nul £f€ Q((X)) sécrit f= Z a, X" . Le plus petit
k=m

entier m& Z tel que a, # 0 s’appelle valuation de { et
se note v(f). On démontre que Q(X) est un sous-corps de
(X)) dont la valuation est induite par celle de Q{(X)).

(4.3) Les corps ordonnés Q(X) et Q((X)). Rappelons d’abord,

{a}

[Voir §6] p. 125}, que la structure d’un corps ordonné K est
complétement déterminée par la donnée d’une partie P*
stable pour les deux lois et telle que

PrO (=P =g, PAU(—PHU 10I = K.
L'ordre est slors défini par [ =ge= =g ou f—g€ P*,
P+ sera précisément 'ensemble des éléments strictement
positifs.
Bur X)), on définit P* de la manidre suivente: soit

hﬁéi un élément non nul, m=vf), n= vig)

mf
t= £ a, X*¥ et g= b X¥ . Alors
¥ 5o E=n

hepsm%&m (dans Q).
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Sur Q((X)} on définit P* comme suit :

soit £ unélémentnonnul, m=v(fetf= = a X*.
ki

Alors f& P* = g, > 0 (dans Q).

On vérifie que 1’on obtient ainsi deux eorps ordonnés et que
Pordre de Q(X) est induit par celui de Q{(X)). Les
principales propriétés de ces deux corps sont les suivantes :

{4.4) Proposition

{1)

{2}

(1} Le corps ordonné QX} (resp. Q({X}}} est non
archimédien de type dénombrable.

{2} Q4X) r'est pas complet et Q{{X)} est son complété,
Par conséquent, QX)) ne vérifie aucun des axiomes
de {3.1) alors que QX)) vérifie uniguement les
axiomes (I} de {3.1}.

Preuwve : _
Par définition de I'ordre de Q(X} {et de Q{{X}}), on a, pour

tout ne& N¥, %:)- X > 0. Cela prouve gue (%3 ne converge
[

pas vers zéro et que ordre n'est pas archimédien {prop.
{2.13)).

Dautre part, (X" ), »¢ est une suite de Q{X) {et de Q({X)))
strictement décroissante d’éléments strictement positifs et
convergente vers 0 dans Q(X) (et dans Q{{X))}). En effet, pour
tout n€ N,ona (< X" < X™ et, pourtout ¢ > 0, ona,
en notant m = sup jv{e), 0} ,0< X" < ¢ pourtout n> m.
Yol le résultat (prop. (2.12)).

Remarquons d’abord que lexistence d'une suite (X") de
Q(X} convargente vers 0 a la fois dans Q(X} et dans Q((X})
monire qu'une suite {1, } d’éléments de Q(X) est de Cauchy
dang €{X) si ot seulement si elle est de Cauchy dans Q{{X)).
On parlera donc dans ce cas de suites de Cauchy sans
précision supplémentaire.

QXY n'est pus complet, On vérifie, par exemple, gque la suite
5, = I Xk d'éléments de Q(X) est de Cauchy mais qu'slle

B=0
n’est pas convergente dans Q(X}.
(X} est compiet. Soit {£,) une suite d’8lémenis de QU{X}).
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o

Pour tout ne€N, f, = T  a,; X' . 8i{f,) est de Cauchy,

=My

on a, en particulier
vkeZ In, €N :pgzn =i, —f <X,

Cela montre que, pour p, g2 ny, v(lfy, —I )2 k+ 1 et par
conséquent que les f,, pour p #mn,, ont tous les mémes
coeificients jusqu’a lindice k.

On désigne done par ay,, ..., ] 'ensemble des coefficients
d'indices négatifs ou nuls communs & tous les f,, pour
p o+ ny o, pour tout k& N*, a, le coelficient d'indice k,
comroun a tous les f,, pour p 2 n, . On définit

f= T a Xt

k=m

et on vérifieque = Hm f, .
]
QHi{X)) est le compléié de Q(X). Soit f= kﬂ a, X* ¢ QX))
=

Pourtout n € N, n 22 m, on pose f, = 3 a_ X*.Onvoit
E=m

facilement que la suite (f, } d’éléments de Q{X) converge vers
f et par suite gu'elle est de Cauchy (dans Q{X}}. Ainsi
Q{{X)) vérifie les propriétes de 1a prop, (2.9).

Le reste de la propriété résulte du théoréme (3.2). Remar-
quons prr exemple qu'une suite {t,) de rationnels est de
Cauchy dans @{X) si et seulement st elle est stationnaire et
gue les parties N, Z ¢t Q sont infinies, bornées el sans point
d’accumulation.

{4.5) Le méme corps Q(X)} peut étre muni d’une structure de
corps ordonné archimédien. En effet, soit ¢t wun réel
transcendant sur Q (i.e. n'est racine d’aucun polyndme non
nui de QfX], par exemple t = ¢ ou t= #x}. On definit P*
de Ia meniére suivante: =il € Q(X). On pose
fePrer f{t1> 0 (ici f(t)E€ R, 0 R). On vérifie que l'on

obtient ainsi yn corps ordonné archimédien.

Pour terminer, la proposition suivanie montre gque les
exemples précédents permettent de donner une classifi-

cation des corps ordonnés. En effet :
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{4.6) Proposition : Soit K un corps ordonné,

{a) Si K est archimédien, alors il est isomorphe, pour sa
structure de corps ordonné, a un sous-corps du corps
ordonné R,

{b) Si K est non archimédien, alors il contient un
sQUS-coIps isomorphe au corps ordonné QiX} de
{4.3).

Preuve :
{a) Voir[8]1.8.4 ou (4] p. 677 Ex. 8.
(b} Comme toul corps ordonné, K contient déja @ {1.1}. De

plus, il contient, d’aprés son caractére non archimédien,

un élément, X, tel que, pourtout n e N*, 0 < X 4—%.

Montrons que X, ou ce qui revient su méme, que Y =-}l(- est

transcendant sur Q. Supposons le contraire. I existe alors une
suite finie (3, )og<n- 1 de rationnels non tous nuls tels que
KY)=Y¥"4a, ; Y" '+ . +58,=0. Comme Q est archi-
médien pour l'ordre induit par K, (1.1), il existe p& N* tel que
pal—a, pour tout ke [0O,n—1}, Or, Y>p, dou
a = 1—Y pourtout

ko, n=1] e fH(YI>Y" + (1~Y)(¥*" '+ . 4+)=1>0.
Ce qui est impossible. Aingi, K contient le corps Q(X) des fractions
rationnelies & Vindéterminé X et a ceefficients rationnels.

D’aprés la définition de X, on a 1+ n X > 0, pour fout
n & Z. Le caractére archimédien de Qentrainesalors 1 +y X >0,
pour tout y € Q. Comme pour tout R € N¥, X¥ € X, on a méme
14+ ¢X¥ >0 pourtout (v, k} & @ x N* |

Soit = I a XF&Q[Xi* avec m=v().Si m=n,il
Ek=m *
eat évident que £> O équivautd a, > 0.8i m<n,ona
(n—mi=a, X" L (1+y, X*},
koY

ol Yy = ‘gg“:;mghmi". L’expression enfye crochets étant siricte-

ment positive, on voit que f > 0 équivaut & a, > 0. Enfin, si
h= % ,m = v(f), n = vig) et a,,, b, les coefficients correspondants
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defetg onsaitguebh> O éguivaut s F < Qet g< Qout> el
& > 0 et donc, dans tous les cas, 4 %"‘“b R
i
On voit done gue K induit sur Q{X) la structure d’ordre
definie dans (4.3), et la démonstration est ainsi achevée.

{4.7) Remarque, En modifiant légérement la démonsiration de la
transcendance de Y, on peut démontrer que touie exiension
algébrique ordonnée d'un corps archimédien est archi-
médienne.
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