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dprouour

Etym. : néologisme employé par les
linguistes et les mathématiciens, formé sur
la racine grecque U0 VO C (seul).

1.1. Définitions générales.

On appelle monoide tout ensemble muni d’une loi de composi-
tion interne associative et possédant un élément neutre.

Un abus de langage courant consiste a noter un monoide par la
méme lettre que I’ensemble sous-jacent, bien que la connaissance de
celui-ci ne suffise pas a caractériser le monoide lui-méme.

Un morphisme de monoides est une application d’'un monoide E
dans un monoide E' qui est un morphisme pour leurs lois et qui
applique 1’élément neutre de E sur celui de E' .

Dans un monoide E , pour tout élément ¢ et pour tout naturel
n , on définit le n-iéme itéré de a comme I’image de n -par 'unique
morphisme du monoide ( N, + ) dans £ qui envoie 1 sur a.Cet
itéré se note souvent a" ,ou na silaloi de E est notée +.

1.2. Monoides particuliers.

Un monoide dont la loi est commutative (resp. simplifiable) est
dit commutatif (resp. régulier).

Un monoide dont tout élément est symétrisable est un groupe
|[GROUPE].

On dit qu’un monoide E est libre lorsqu’il contient une partie
A génératrice et libre, c’est-a-dire telle que chaque élément de E
soit le compose d’une seule suite finie d’elements de A .

La mathématique parlée
par ceux qui 1’'enseignent. woe



En particulier, a tout ensemble X , on associe le moncide libre
engendré par X , noté M(X) : I’ensemble sous-jacent a M{X) est
’ensemble des suites finies d’élements de X , y compris la suite vide
¢ ; laloi de M(X) est la concaténation, c’est-a-dire la loi qui a tout
couple ( (x,, x4, ..., xp) s 15 Va0 yq) ) de suites associe la suite
(X1, X3, ..., X, s Y15 Y25 eens yq) appelee leur concatenee.

1.3. Sous-m onoides.

E , muni de la loi *, etant un monoide, une partie de E en est
un sous-monoide si elle est stable pour * et possede I’élément
neutre de £ .

En particulier, dans tout monoide, I’ensemble des éléements syme-
trisables est un sous-monoide qui, muni de la loi induite, est un
groupe.

Remarquons qu’une partie stable peut étre un monoide, ou méme
un groupe, munie de la loi induite, sans etre un sous-monoide.

Exemples : Dans le monoide ( Z / 6 Z ; X ) , la partie stable {0 : 3} est un
monoide pour la loi induite par X sans étre un sous-monoide de (Z /6 Z ; X);

il en est de méme de { 3 } et de f 2 :4 } gui, de plus, sont des groupes pour
la loi induite par X ; par contre, { 0:1 +2;: 4} est un sous-monoide, ainsi

que { 135 } , ce dernier étant un groupe.
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