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MATERIAUX POUR
UN DICTIONNAIRE

Les respectucuscs
parJ. CHEVALLIER

Non, je ne me prends pas pour Jean-Paul Sartre ; et ceci n'est
pas non plus de Iz “pub” clandestine pour un film de la catégorie
“int. — 18 ans” {(on appréciera au passage cette utilisation du signe
*moins™}. Plus simplement 'occasion s'offre, 4 propos de Pétude
dans le Dictionnaire A.P.M.E.P, des propriétés des opérations, de
les intégrer dans un cadre plus large : 3 savoir comment certaines
relations en respectendt ’autres dans des conditions données.

0. Avant d'aborder Ie sujet, je voudrais, sans allonger indi-
ment cet article, préciser guelques points de vocabulaire, En effet,
Fexpérience monire qu’on ne peut se fier a tout ce gqui se prétend
“relation™ ; or il convient que nos reepectuevses solent avant tout
respactables,

0.1, Du point de vue formel, on s'accorde a distinguer (outre
les fermes) des symboles fonecHonnels comme X ou M, et des
symboles relationnels comme €, = , <, ele, ; a chacun d'eux est
attribué un nombre déterminé de “places™ destinées 4 étre occu~
pées par des termes (les symboles donnés en exemple sont taus
2 pluces” dans la grammaire qui nous est familiére}.

Rien n'empéche d’appeler fonctions formelles (resp. relations
formelles) ces symboles fonctionneis (resp, refationnels) tant que
leurs pleces restent vides ou incomplétement occupées : il n’est pas
génant de dire que “X 2" est une fonction formelie 4 1 place ou
gue Y3, e 27, Y8 =" sont des relations formelles d 1 place. 1)
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en va touf auirement lorsgue iouies les places sont occupées ;
personne d'ailleurs n'aurait Pidée d’appeler *“5 X 27 o “A N BY
des “fonctions”, alors que ce sont des termes ; mais, hélas ! , on
appelle couramment “‘relations™ des écritures comme “3 Z* ou
“x + y=2”. Or, si l'on congoit que le symbole a 2 places "<
puisse étre, par exemple, fransitif, on n’imagine pas comment
“x < y” pourrait I'étre. Disons que ces écritures sont des énoncés
— ou un autre vocable si 'on préfére — n'importe quoi, sauf des
relations !

0.2, Seule importe pour les énoncée la correction grammati-
cale ;: avec la grammaire usuelle, “r &€ Z7, “2 = 8" sont, en fant
gu’énoncés, itvéprochables. Mais il va de soi que, si de plus on
classe les énoncés — ou du moins certains d’entre eux, qui setont
dits “décidables” — en énoncés dits “vyrais™ et énoncés dits “faux”,
tout le formalisme de la logigque bivalente devient possible.

0.3. Du point de vue ensemblisie, les termes apparaissent
comme des roms de certains “objets”, et le symbole € acquiert la
signification habituelle. De ce point de vue, on appellera relation
n-gire tout {n+1}-uplet d'ensembies (E,, E;, ... E,,G) oit G est
unepartiede Ey; X By X X K.

Toutefois, existence de Pepsemble vide introduit ici une sin-
gularité. Il serait maladroit de rejeter entiérement "hypothdse que
'un an moins des E; puisee lre ¢, entrainant que G = ¢ : car on
restreindrait la générslité de certaines formulstions (ainsi il peut
étre commode de dire que (¢, F, ¢) est Papplication — unique — de
¢ dans F, et de la distinguer aing de 'application de ¢ dans F'),
Mais Tutilité de telles “relations™ s'arréte i, car leur maniement
logique se heurte i un obstacle : vu que G est alors é&gal 4 son
complémentaire, on ne peut pas distinguer la *“relation™ de ce
qu'on appetle habituellement la “'relation contraire™ !

Ce cas écarié, on peut donner yne définition plus condensée :
si E est un ensemble distinict de ¢, on appeliera relotion définie sur
E tout couple {(E,G) olt G < E. Naturellement, il peut étre inté-
ressant de préciser que E est le produit cariésien de n ensembles
{ou méme une pariie de ce produit), ce qui raméne aux définitions
aniérieures ; mais ce point est, somme toule, accessoire {*?, le

(*} En ce song touses las mslations gont “unafres” 3 aprds toul, un multiplet 8% ui
“obhjel” pomene an sutre,
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point vraiment important &tant que ia relation (E, G} associe & tout
élement x de E I'énoncéd “x€ G” (lequel sera, bien entendu,
“vrai” ou “faux” suivant le choix de x).

0.4. Enfin, hien que cetie derniére étape n'ajoute rien quant
au fond, on peut souhaiter interpréter les relations comme des
applications ... mais dans quoi ? 1’obstacle, c¢’est que les énoncés
re constituent pas wn ensemble ; on le toume aisément en regar-
dant tout énoncé “vrai® (resp. “faux”} comme le nom d’un nouvel
“ohjet™ : le vrai {resp. le foux) ; cela revient 3 assimiler les énonces
aux termes; “‘¢ve€ Z” est un nom du faux exaclement comme
%2 + 57 est un nom d’un certain naturel. Des lors il devient légi-
time d’associer & chague relation {E, G} une application de E dans
fwead, fauxi , dite prédicat ; ai 'on note R ce prédicat (gue on
confond souvent avee Ia relagtion elle-méme), Pécriture ** R(x)™ est
alors synonyme de “x € G, (est ce qui sera fait dans Ja suite de
cet article.

8.5. L'imporiance des relations binaires n’est pas niable ; elle
ne justifie pas eependant I"habitude prizse de les appeler “relations™
tout cowrt, comme si elle étaient "archétype suquel toutes les
autres se raménent. En Tait elles constituent plutdt un cas 4 part :
e gont les seules pour lesquelies la “source™ et le “bui’”’ sont
définis sans ambiguité, ainsi par conséquent gue ia relation réci-
progue, les seules aussi qui soient susceptibles de transitivité (*3. 11
aurait peut-éire mieux valu réserver pour ce cas le mot de corres-
pendance , qui tend i tomber en désuétude ; je Uemploierai ici de
facon systématique, vu qu'il y aura déja hesucoup de “relations”.

0.6. Rappelons enfin gue toute opération (au sens large qu'a
le mot dans le notice OPERATION du Dictionnaire) est une fone-
tion d’un snsembie E, X E; vers un ensemble E; . (Pest donc aussi
une relation ternaire définie sur B, X E, X E,, du moins dans la
mesure o 'on a défini ce produit cartésien comme le produit de
E; X E, par E; ; ¢’est ce point de vue, d’zilleurs classique, qui sera
adopié ici.

1. Définition.

Soit A un ensemble, B une relation définie sur A, 8 une
correspondance de A vers A, Dire que 8§ respecte R signifiera :

{va)(va) [(R@AS (aa)] =R{).

{*) Dans le méime ordrs Q'idges, qu'on maiv done d'dtendre & des relations sutres auy
binslres 1a aotation Y291 5™ des énomcds, sl habltuste dans te asn des relstions
biraltes ! ’
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Voicel des exemples de cette gituation simple, qui sera 8 la base de
tout le reste.

1.1. Boit P une parltie de A, L la relation “appartenance 4
P, Dire que la correspondance 8 respecte R exprime la stabilité
de P pour la correspondance S .

1.2, Si dans 'exemple précédent on voulait exprimer 'invg-
riance globale de P pour § , § faudrait ajouter une condition de
surjectivité ; il est aisé de la faire entrer dans un cadre analogue.
Placons-nous en effet dans & {A). D'une part la correspondance
5! de A vers A, réciproque de § , engendre une corespondance
T de T (A) vers ¥ (A) ; d’autre part appelons %t la relation sur
T (A): '“... coupe P, Alors, dire que G respecte Il exprime la
condition cherchée,

1.3. Bupposcns que A soit un ensemble de couples {u,v) et
que § soit la transposition (u.v} ~ {v,u} : dire que 8§ respecte une
relation R définie sur A signifie alors que R est une relation
syméirigue.

2. Premigre exiension,

Désignons par X soit A lui-méme, s0it une de ses puissances
cartesiennes, A" ; toule correspondance § de A vers A engendre
une correspondance ® de X vers X définie comme suib: si
x = (a,, 8, ...8,) et X = (& ,a;,...,a,), § (3.%) nest autre
gue I conjonction A S{a,a), i décrivant le segment [1,n]
de N, '

Alors, s5i R est une reiation définie sur X, on dira que 8
respecte R pour exprimer que

(V) (VX)) [REIAS (xx)] =R (x).

21. On reprendra sans difficulté les ezeraples 1.1 et 1.2,
mais en prenant ceite fois pour P une pariie de A", stable ou
giobalement invariante pour la cormespondance 5 .

2.2. Lors de Ia construction de Z on part habituellement de
I'ensemble N? des couples de naturels, que nous prendrons pour
ensemble A, ei 'on définit ia correspondance 8 de A vers A par:

8{(ab)ah)) ¢ a+b = a +b.
Posant d'autre part X = A%, on peut définir sur X ia relation R

telle que : R {ab)cd) « a+d<b+ec.
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On montre aisément gue R est une relation d'ordre, 8 une rela-
tion d'équivalence, et que & respecte R : c’sst un moyen de
détinir, sur Pensemble-quotient A/ &, un ordre qui n'est sutre que
'ordre usuel de Z

2.3. Supposons que X = A? {resp. X = A%}, que R soit une
relation d’ordre (resp. une opération interne =), &t $ une applica-
tion de A dans A ; alors “* 8 respecte R’ est synonyme de ** § est
une spplication croissante” (resp. “ 8 est un endomorphisme de
{A,%)").

2.4. A étant un espace vectorie] euclidien, toute similitude
respecte la relation “orthogonalité™ définie sur A? ; A éant vn
espace affine, toute transformation affine respecie la relation
“alignement” définie sur A? ;etc.

3. Deuxiéme extension.

Les notations restant les mémes, et la correspondance §
engendrée par § restant définie sur X X X, on suppose & présent
la relation R définic sur un ensemble Y X X {on ¥ peut encore
comporter le facteur A). Il suffit, pour &fre ramené au cas précé
dent, de considérer R comme la d:s}onct;on V R, derela
tions M définies sur X. vEY

Des jors, dire que $ respecte R signifiera que 5 respecte
chacune des R

Cette définition éargie va permeiire de rendre compte de
diverses invatignees et de la transitivité,

3.1. On reprend l'exemple traité en 1.3, mais R est & présent
une fonction de A dans Y : on obtient ainsi les fonctions symétri-
ques “de deux vaziables” ; entrent dans ce cadre les opérations
commutatives e les fonctions “‘de plusieurs varisbles” qui sont
symétriques par rapport & deux d'entre elles.

3.2, A étant un espace affine euclidien, prenons pour 8§ upe

similitude et supposons R définie sur B X A* de la facon sui-
MN

vante : pour tout h positif, 5, (M.NP,Q} {"PfQ-*-'-' k) ;alors 8§

respecte R est une antre fagon de dire gue le rapport des lon-
gueurs de deux segments quelconques est un invariant de la simi-
litude.

3.3. M é&iant une correspondance de A vers A, ofi suppose
gue ¥ = X = A. Dans ces conditions, éerite que
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(vy)(vx3{vx) [H (x)AR(xx) =R ()

sigmific qu'une relation transitive est une relation gui se respecte
elle-méme. .

4. Froisiéme extension.

De fagon analogue, définissons i présent & sur B X A? (o B
peut encore comporter le facteur A} comme étant la disjonction

g 8, de correspondances 8, de A vers A, Dans Iz plupart
j 3=

des cas usuels, ce sera un ensemble, indexé par B, d’opérateurs opé-
rant dans A ; cela inclut en particulier le cas des opérations exiernes
(éventuellement internes si B =~ A).

La définition la plus large est alors celleci : ** § respecte ™'
signifie que chacune des §, respecte L.

4.1. Si R est une équivalence, et § une opération, cela veut
dire que 'opération considérée passe qu quotient.

4.2, 8i R est un ordre, cela veut dire gu’il est compatible
avee 'opération § .

4.3, R étant Pappartenance # une partie P de A comme en
1.1, mais 8 étant désormais une opérstion, supposons que 8
respecte M :

a) 8i § est une opération externe & opérateurs dans B, ke
réguitat de 1.1 est généralisé : P est une partie siable pour § ; tel
est le cas des sous-espaces vectoriels.

b) B ne suffit pas de prendre B égal &8 A pour obtenir le
résultat analogue pour une opération interne 8 : ce gu'on é{rouve
ici, ¢’est que P est ume pariie gbsorbante pour 8 {sous-entendu :
quand c’est le premier facteur de opération qui déerit A) ; tel est
le cas des idéaux 4 gauche d’un anneau, pour la seconde loi de
Panneau.

¢) Bi l'en veut avoir la stabilité de P pour une opération
interne dans A, on pewd prendre pour 8 la relation termaire que
cetie opération induit dans P X A?. Voir aussi ¢i-dessous 5.2,

4.4, R et § sont deux opérations, par exemple N une addi-
tion dans A, et § une multiplication (externe ou interne suivant

que B est ou non distinet de A) ; ginsi, x étant le triplet (g9,b,¢},
R {x) signifie a+bh=c¢ , et S)‘{aqa’} signifie X a=a" . Dire
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que % respecte R, c’est dire que 2 a+ A b= Xc , soit encore
AatAb= i (ath] , el ce pour tous les A, a, b : on reconmait

Iz datributivité (4 droite) de cette multiplication sur cette
addition.

4.5. Boit T le segment {i,n] de N, ot A 'ensemble des
n-uplets dont les composants, tous distincts, appartiennent & I ;
on suppose que X = A . Soit d’autre part & une suite (9,),, et
f une fonction “des n variables 9,7, 4 valeurs dans un ensemble
¥. Alors fo & définit une relation R sur ¥ X X ; par aillewrs,
I'ensemble des permutations de 1 permet d'indexer la famille des
applications de A dans A : dive que cette famille respecte ®
revient & dire que f est une “fonction symétrique de n variables”
{généralisation de 3.1).

4.6, On se plaee dans un module ou un espace vectoriel, =t
P'on prend pour A le produit KX V de 'ensemble K dessca-
lzires par 'ersemble V des vectsurs ; a, # désignant des scalaires,
ot u,v des vecteurs, la lof externe {relation M sur VXA) n'est
autre que la disjonction des applications & |  a ~ a.u ; on consi-
dére d’autre part la rejation 8 définie sur KX A comme la dis-
jonction des applications § g’ {a,v) — {Bo,fv). Dire gque & res-
pecte R signifie alors que, si v est Pimage de « par R ,B.v est
Pimage de fa par R, done f.lo.u)= {fa)u1, et cela pour tous
les o, 8, u. On reconnalt Pessociativiié (au sens large); pour 'avoir
au sens strict il suffit de remplacer V par K.

Formelement, cela s'appligue encore par example aux grou-
pes d’opérateurs: si {K,2) est un groupe opérant dans V, on
exigera en effet que fla(u}i= (P «a) (u).

5. Remarques:

51. On n’a pas en de difficulté avec 'associativité au sens
iarge dans Pexemple ci-dessus ; au contraire dans 4.4 Ia distribu-
tivité doit &ire prise au sens striet. 8i 1'on désirait 'obtenir au sens
large (comme dans les espaces vectoriels ol

(e +fru = {eu) + (Bu)
avec une somme de scalaires au premier membre et une somme de
vecteurs au second), i] faudrait deux relations f et A’ dans deux
ensembles différents et une correspondance 8 entre ceux-cl. Le
méme procédé permetirait aussi de généraliser 'exemple 2.3. Cela
ouvre la porie aux morphismes, mais nous fait sortir du cadre
présent.
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5.2. On a vu gqu'en 4.3 le passage d’une opération externe 4
une opération interne ne se fait pas “natureliement” pour ce qui
concerne la stabilité d’une partie. On pourrdit avoir un schéma
plus satisiaisant pour cetie derniére propriété, en étendant la defi-
nition initiale dans une auire direction ; on prendrait pour 8 une
relation sur A® et Pon dirait qu'elle respecte R lorsgue

(Va)(¥a)(¥va') [RE)AREIA S @a',a")]=>R(E").

5.3. On notera qu'on a rencontré le “passage au quotient™
dans deux circonstances différentes :

. pour 'ordre, quand Péquivalence respecte 'ordre (cf. 2.2) ;
. pour une opération, guand 'opération respecte ]"équiva-
lence {cf. 4.3}

5.4. Le mot compabible, souvent utilisé, n'indigue pas avec
précision qui respecte quoi. A priori “élre compatible avec™ sug-
gére une égalité de statut ; en fait Ia focution est plufit prise avee
le sens “‘eire respecté par” ; mais ce n'ast pas toujours le cas. La
notice GROUPE du Dictionnaire n’a pas écheppé a 'équivegue.
Aux sections 4 et 6 de cette notice {groupes-quotients et groupes
ordonnés) on parle d’une relation et dune loi “compatibles entre
elles’ ... ce qui ne compromet personne ! En fait, ¢’est 12 relation
{d’équivalence ou d'ordre) qui est respectde par i loi de groupe,
donc — si 'on admet la convention ci-dessus — qui “est compatible
avec” la loi de groupe. Mais, i Ia section 3 (§ 3.8, groupe d'opérs-
teurs), on retrotive une iof externe I, “compatible avec la ol du
groupe” o0 le sens est différent. En effet, la notion en cause est
ceile qui est anzlysée a Ia fin de 4.6 : or, 8i la loi externe L joue
bien le rdle dévolu & R dans cet exemple, ce n'est pas la loi de
groupe gui peut tenir ja placede 8 .

Comme dans foutes les situations de ce genre, ces ambiguités
ne sont pas génantes pour “ceux qui savent”, mais elies peuvent
I'étre pour ‘‘ceux qui apprennent”, Elles ne sauraient sans doule
éire totalement é&liminées par “ceux qui enseignent”, car aucun
vocabulaire n'est jamais parfait, et ’on ne peut sans cesse remetire
en cause celui qui 3 cowm; du moinz est-l bon gu'en ait
conscience des difficultés et qu'on dispose des moyens d’en faire
Y'analyse. J'espire que le schéma trés général indiqué ici peut y
aider ; je souhaite également qu’il incite des lecteurs a Pétendre
dans les directions indiguées ici, ou dans toute autre voie.
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