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ETUDES

Les lecieurs frouwveroni dans ce Bulletin deux notices glabo-
rées par le Commission du Dictionnaire, A propos de Fune d'elles,
Associativitd, J. Chastenet de Géry, Président de cette Comimis-
sion, ¢ rédigé Partiole suivant.

Somme de scalaires et de vecteurs

dans un espace vectoriel quelconque
par Jérome CHASTENET de GERY (C N AM.)

Les axiomes des espaces vectoriels ressemblent formeilement
a ceux des anneaux, et Pon ¥ voit, en particulier, une associativité
at une distributivité généralisées en ce sens que les 8léments qui
interviennent dans les formules cormespondantes ne sont pas tous
de méme “espéce” : certains sont des scalairezs et d'autres des
" vecteurs,

Nous allons montrer que cetie distinction peut s'estomper et
Papparence devenir réslité, puisque 1'on peut prolonger et unifier
les additions et jes multiplications partout sur ensemble des
scalaires et des vecteurs réunis, qui forment alor un anneau dont
les proprdétés sont présentdes. Ceci se fera non pas seulement dans
le cas de Tespace euclidien usuel, comme avec les quatemions,
mais avec un espace vactoriel (ou un moduis) quelconque, et fort
simplement d’ailleurs. Une méthode voisine sera utilisée, dans un
autre article, pour la construction de certaines algébres généra-
lisant les gqualemions.

1. Espace vectoriel sur un comps commutatif

Soit E un espace vectorie! sur un corpe K que nous suppo-
gerons, pour comencer, comriuiatif (en revanche, la plus grande
partie de ce paragraphe sera valable, mutatis mutandis, pour un
modide sur un anneay commutatif}.
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L’ensembie K X E, comme produit de groupes sbéliens addi-

{ifs, est muni canoniguement de Paddition :
BV + @ V)= (48 v+,
qui en fait un groupe abélien additif, somme directe de K X  |0;{
et 10yxt X K. Munissonsde en cutre de la multiplication interne
définie par :
(B¥) {8 ¥)= (a8 , ¥ + 8'v} .

1i est facile de vérifier que K X E eat aloms un anneau commu-
tatif unitaire ou (1,0) est I'élément unité, et {0,0) elément nul.

Nous sppellerons respectivement pari scalgire et part vecto-

rielie les projections canoniques de K X E sur K ot sur E regpect-
vement, €6 nous poserons pour fout z€ K X E

%z = (8(z),8{z})
1i est elair que l'emsemble K X 10i des sealaires purs ef Pen-
semble (0] X E des vecteurs purs soni des sous-anneaux de
K X E ; io premier est somomphe 4 K, et le second, de camré nul,
ezt méme un idéal.

T¥ailleurs on vérifie que E' est un sous-espace vectoriel de E si
et senlement si 8] X B’ est unidéal de K X E (ou si et seulement
gsi KX E' en est un sous-anneau), et méme que tous les idéaux de
K X E sont de cette forme {tout au mwins quand K est un corps).

On voit aussi que si K’ est une partie de K qui est un groupe
pour la multiplication de K, alors K' X E est aussi un groupe muiti-
phcatif. Aingi {1 X E est un groupe abélien multiplicaif,
isomorphe an groups addiiif E.

L’anneau K X E ainsi congiruif n'est pas intégre (sauf si
E= ) et les diviseus de zéro non nuls sont les vecteurs purs
non nuls (tout au moins guand I'anneau K est intégre). '

L‘annean K X E est aussi de fait {sans opération supplémen-
taire)} un espacs vectoriel (done aussi une algéhre sssociative) sur
son sous-ghnéau KX {0}, et sa dimension est supérieure d*une
unité a celle de E.

5i les ensembles K et E sont disjeints, nous pourrons identi-
fier K avec KX {6, et E avec G X E et cela sans risque de
confusion (sauf pour ies zéros de K, E et K X [, mais cela n’est pas
génant en général). De la sorte nous écrirons s+v au Lieu de
5.v) = (5,0} + ((L,¥). On fait alors "addition des scalaires et des
vecteurs comme dans un groupe abélien additif quelconque. Quant
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# la multiplication, elle se fait comme dans tout anneau commu-
tatif, mais avec la régle supplémentaire : .
pourtous z et 2' de KX E : 3{z} (="} = 0,
Pone, si 5 et 5 sont des scalaives, v et v’ des vecteurs, on
a: :
8+ v}{g+Vv) = 88 +a¥ + 5y .

Liidentification précédente nous permet aussi d'éerire K YEam
lieu de K X E.

8%l peut y avoir des confusions génantes (par exemple quand
E est un sur-anneau de K} on peut se contenter d*identifier scule-
ment KX I avee K, puis poser {0,v) = ¢ {v) ol ¢ est injection
canonique de E dans KX E ; on remplace alors (s,v) par 8+ <(v)
mais on reconnait toujours immédintement la part scalaire et la
part vectotielle. On peut écrire alors K + ¢B au Jieude K X E, On
a:

{8+ e(v)]+ s+ efV)=s+s +efv+v) .
[8 + e(v)] [8' + e(¥)] = s8’ + e(sv' + 5'v).
En fait, il suffit de savoir que :
efv+ v)=e(v) + e{v'),
E(B\”) =8 E(V),

efvie(v) = @

On peat d’aillenrs pratiquement considérer ¢ comme un
symbole qui se comporterait comme un scalaire, sauf que e® = §;
on a ainsi une généralisation des nombres duaux.

N.B. 8il'on considére le corps K comme espace vectoriel sur lui-
méme, Vanneau K X K tel qu’i) est formé ieci est en général
distinct de Pannesu K lub-méme, comme d’silleurs de Pan-
neau-produii babituel K X K (ol {z,y) (x,¥) = {xx",y¥'} )

Signalons quelques identités de notre calcul ;

[s + e(v)]® = 8* + «{2s¥},

{2 + e(v)]” = 5" + e(ns® v},

{8+ efvil [s—e(v)[=s* € K.

8i s* est inversible dans K, 2 + e{v) est inversible dans K X E
et Pon a !

fa+ e(w)]! =1 —sfs 2y,
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On rersarguera qude Pon g icd des formules analogues A celles
de développements limitéds au premier ordre, c'est-d-dire du
genre »

(s + e(v)) = £(s) + ¥{s) (ev}.

En posant “z = 8 (z) —’e(ﬂ(z)}, on ade plas
T,

z2t+7z=28(2)c K,

z—'z=2e(z)}€ I X E,

2z=[8 2P EK.

Z. Prolongements dapplications

Indiquons deux cas intéressants de prolongement 4 K + E
’applications définies sur E ou sur K.

2.1. Soit f une application linéaire de l’espace vectoriel £
dans ’espace vectoriel F, tous deux sur K disjoint de E. On peut
montrer qu’il existe un, et gi £ 0, un seul (toul ag moins quand
K est bien un corps et disjoint de F) prolangement de £ en une
application de K+ E dans K + F, qui soit un homomorphisme
d'anneaux. Le prolongement est tel que, pour tout s € K et tout
vEE onait :

fle+v) = s+ f{v) .

1l est dmilleurs aussi lindaits sur K+ E. On peut dire encore
gu'une condition nécessaire et suffisante pour gu'une application
f soit linénire sur E est que son prolosgement i K + E, tel que
f{s + v}= s + f{v), soit un homomorphisme d'anneanx. Remar-
quons que si f applique linéairement E dans F et si g applique
lindgirement F dans G, le composé du prolﬂngement de £ de
K+FE dmsK+ F et du prolongement de g de K+ FdmsK + G
est Je prolongement de go f de K+ E dans K+ G. Notons aussi
rpre [ ef son prolongement de K + E dans K+ F sont injectifa,
surectifs, bijectifs en méme temps.

* Cr qui généralise dune eertaine fagon le provddé de lindarisation a4 premier ordre
déerit dang “Ifhe méthods géndrale de lindsrisetion des problésnes physiques™ par
I, BOUREAY et ). CHASTENET de GERY.

Actes dy Colioque Internstionsd d¢ Mécanigae, Poitiers, 18566,
{Publications Sciantifiques of Tethnlaues du Mindstérs de I*Alr, n® 2615
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11 faut prendre garde, néanmoins, que ce type de prolonge-
ment ne conserve pes toutes leg propriétés fonetionnelles : ainaile
prolongement de la somme de deux applications n'est pas, idi, Ia
gomme de leurs prolongements. '

Soit ¢ Phomothétie sur E de rappore t € K ; elle se prolonge
ainsi a K+ E de telle sorte que "on ait pourtous s € Ket ve B

ts+vy=s+tv)=s+w .
Ce prolongement est bien linégire, mais n'est pas une homothétic
sur K + E.

Cependant, le groupe abélien multiplicatif {1} X E est alows
muni d'une structure {’espace vectoriel isomorphe a E, mais notée
mulbtiplicativement, quand on prend pour composé du scalaire t
ot du vecteur 1+ v le vecteur f(1+ vj= 1+ tv .En notation
multiplicative, ce demier sera noté exponentieliement : (1 + v)*.
Ceci est d’ailleurs compatible avec {et prolonge) les identités vues
2 paragyaphe 1.

2.2, Scit £ une spplication définie sur K. On peut, dés
qu'ele est differentiable ou du muoins qu'il existe une défvation

convenable, la prolonger a3 K+ E en posant, pour tous sc K et
vek:
fs+v) = He)+ vy .

Exerﬁ le ;
P o™ = g* + gy = e*(14+v}) .

On constate alors que les relations fonctionnelles sont en
général conservées.
Exempt'e Pourtous z et z dans K + E et p dansZ,ona:
& & = | [¢*]° = e®*
L’application exp = [2 — £"] est un homomorphisme du groupe
additif K + E dans K + E muni dela multiptication.

5t K= R, on pourra congidérer exp comme un isOomoT-
phisme du groupe additif R +E sur le groupe multiplicatif
K, x B, ou R, désigne l'ensemble des réels strictement positifs.
L'isomorphisme inverse est le prolongement du logarithme népé-
rien ;pourtous xR, et we& E ona:

1
Log{r+w} = Logr4—w .
r
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Ce prolongement vérifie pour tous z et z' dans B, X E et pour
tout pe Z,

Log(zz')= Logz+ Loge , ¢t Log{z*)=plogz.
Pourtout r€ R, ettout v& E, on a auesi:

v X
r+ v=r{l +~I~_)-—-ra’ -

v

Si 'on weut bien appeler respectivement r et = module et argu-
ment de r+ v, on a, pour la multiplication, des régles analogues a
eslles des nombres complexes (attention cependant, ce moduile
n’est pas une norme puisqu'il peut étre nul sans que r+ v soit
nel). .

Pour tout r€ R, ettout v& B, on peut définir les puissan-
ces d'exposant t <€ R en posant :

(v =r 4 tp-lvs o (1),

ve gui est compatible avec toutes (et prolonge en un certain sens)
fes formuies précédentes.

Le groupe multiplicatif K, X E est alors muni d'une structure
d’espace vectoriel réel, notée muitiplicativement, ot le compmé
du scalaire t et duvecteur r+ v est (r + v)'.

3. Le corps (resp. 'annean) des scalaires n'est plus commutatif

Une partie de ce qui a été fait précédemment peut &tre dten-
due an cas oii ¥ est un espace vectoriel {resp. un module) sur un
coIps (resp. un anneau} K non nécessairement commutatif, 4
condition (ce qui est le cas le plus intéreggant et en particulier celui
de K") que E soit muni d'un produit par un scalaire a droite et
d’un produit par un scalaire & gauche, et qu'ils soient compatibles.
C’est-a-dire que 'on ait :

pourtous sc K, ve E te€ K, [svit = s{vt] .

Il suffit alors, pour munir le groupe abélien additif KX E
d’une structure d’anneauw {unitaire si K Pest} qui prolonge les
opérations sur K et sur E, de poser :

(v} {s’ V)= (s, 8¢ + vg'),
La vérification s’en fait sans difficultés.
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