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ECHANGES

Initiation aux méthodes itératives
ct utilisation de calculateurs

avec des enfants

par Maurice GLAYMANN, Birecteur de V'IREM de LYON

Je me propose dans cet article” , de montrer comment, en uti.
lisant une calcwlatrice, il est possible d’aborder avec de jeunes éle-
ves {14, 15 ans environ) des notions f{écondes ef intéressantes
d*analyse, sans pour autant qu'il soit nécessaire de faire appel & des
outils mathématiques difficiles. Ultérieurement, le maitre pouira
avec ses Sldves géndraliser les résultats ainsi ohsenus.

1. Un exercice pour commenecer
Voici une applicationde R vexss R
fix s 4+ 325
Calewlez §(2) :
f:2 F—25
Catculez £(5) :
{f:5 b 85
Itérons plusieurs fois de suite, il vient :
2 * 5 *» 6,6 -+ 7,25 » 7825

* Les idées exposées dans cef article ant é4€ prisentder ot utilisdes au cours
de deux stages; 'un organisé i Porto Alegyé du 18 au 29 octobre 1976 et
P'auire & Rio de Janeiro du 3 au 5 novembre 1276, dans e cadre de la forma-
tion des mattres de la région du Rio Grande Do Sul et de la région de Rio,
Cet article fera objet d'un exposé 4 la Premidre Conférence Internationals
sur leg Mathématiques an Service de 'Homme (du 11 au 16 juilles 1977 &
Barcelone).
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Les éléves peuvent faire Jeurs calculs avec tine calculatrice et peu-
vent présenisr leurs résultats A 'aide d'une  table:

T,90625
T,953125

9 7,8765825
10 T,98828120
11 7T.994146625
12 7,997670313
13 7,9898535187
14 T.99928675679

OE ~i O OF e L B
)
-+
&
b2
",

Les calculs sont arrondis & la Yidme décimale. Nous obienons une
suite croissanie qui semble converger vers 8.
Parions alors de la valeur 10 et itéres :

16— B 8.5 » 8,25 o ,
Les calculs asrrondis 4 la 9iéme décimale conduisent i la table
suivante ©

19
9
8.6
8,25
8,125
8,0625%
8,0312%
8,0156626
8,0078125
£8.0039a625
8§.001963125
83,.000976663
8,000488282
3,000244141

O - h O e
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Nots avons cetie fois une sulle décroissante qui sembile elle aussi
converger vers 8,

Que se passe-{-il maintenant st Von part de la valeur 8 ? L'image de
8 par [ est 8. En ilérant Je caleul, nous avone une suite constante:
tous ges termes sont égaux 4 8.

H est intéressant de faire remarquer aux éiéves que les réels qui
sobt leur propre image par £ sont racines de I'équation
fluy = n
$0it. 4+ %o
2

Cette équation admet pour unigue racine e véel 8,

Proposons alors aux éléves de construire sur un méme graphigue
les droites représentatives des équations
X

Y”’-4+§'
et ¥y =X
g
e d

b R

"s - A

o e o R e e RS

»
:".{-44 3

4 IO .
[ Ty

Il est facile de'voir sur ce dessin que les deux suites précédentes
{croissante et décroissante) convergent vers 8,
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2. Comment prouver ia convergence ?

La calculatrice d'une part, et le dessin d’aufre part, suggerent aux
éléves la convergence des deux suites. 11 est alors intéressant de
levur faire découvrir des preuves qui permetient d’affirmer ou d’in-
firmer cette convergence.

Cepandant, pour sHer plug loin, # nous fant introduire quelgques
notations:

{ est une application de B vers R.

La méthode précédente permet de construire une snite, en partant
d'une valeur initiale %

xl=f{xo) . xsmf{xl] s eeeen s xnﬂi’(xn_ll R
Pour notre exemple avee '
f:xr—— 4+ %
il vient 1
x, =4+ 5 ¥ay
et nous obtenons successiverent
X, = 4 -+ %“xq
5, -4+ gx =4+ S+
=4 + 2 4 E]i;xu
x, = 4+ —%x: =4+ %(4+ 2+-§1;x0;
=4+ 2314 g-';xc
et plus généralement
x =4+ 2+ 14+ %+?12-+...+2—3:§+§';x0
En posant alors
'sh) sux4+2+1+%+~§;+ ..... +2n{3

on comstate que 5 est la somme des n premiers termes de la pro-
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gression géoméirique dont le premier terme est 4 et ja raison L.
Un caleu! classigue permet de caleuler §_ :

Lg - 1 A
(%) gsmw~2+1+2+....+2w_2
En retranchant membre a membre (1) ot (2}, il vient
1 . 1
E-Sn =4 - gn--2
o . 1
d'ou §, =8 *-**-'-“zn__a
et finalement %
N S
n zuws on

résultat qui montre que quel que soit x, la suite (x_) converge
vers 8 ,

Notons au passage gu'il est intéressant et instructif de faire
congtniire aux éléves & 'aide de leur calculateur la table suivante?

n V4 1/2°

1 2 0,5

2 4 0,25

3 8 6,125

4 16 0.08%25

5 32 0,083125

[ 64 D,015625

T 128 D,0078125&

3 2568 0,00386625
] 512 6,001953125%
10 1024 G,0009768563
11 2048 B,000488281
2 40986 0,000244141
13 8192 0,0001226740
i4 16384 0,000061035
15 32768 0,00G6G30618

8i I'on effactne les calculs avec deux décimales, -2%-.- est “nul™  ai
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n » 8 ; avec trois décimales, El: est “nal’si nz 11,

Pour guelles valeurs de n cette expression est-elle “nulle’ lorsque
Pon effectue les calculs avec 9 décimales ?

Il es{ utile de faire découvrir gux éléves que si 'on effeciue les
calculs avec plus de précision — donc avec plus de décimales — il

faudra aller plus loin pour considérer é;’;; comme nul, mais gue
dans tous Ies cas, quelle que soit la precision choisie, 4 partir d'un
cerlgin rang, 2—1— peut étre conside;ré comme quantité négligeable
{ce que P'on traduit par : la suite (E"-) converge vers zéro).

Voici maintenant une autre meéthode, plus simple,qui permet de
montrer aux éléves qui connaissent la noition de valewr absolue que

noire suite est convergente, Le lecieur noters e lien enire les
notions de valenr absolue et de distance.

Posons, avec les notations précédentes:

d, = | x,—8]
- *o
d, = |x,~8| =4+ —8]
(] 1
=iz —4| = Fix, 8|
ainsi d, = +4d,
Plus généralement,
1
dn = lxn—~8| = I4 + Exn_l—af
1 - A —
=g %, 4 = gix,., —8]
_ 1
et dﬂ “Edn_i

if est slors facile d’en déduire que

_ 1
a4 =% %

ce qui prouve que la suite (d_) converge vers zéro, donc que la
suite {(x  } converge vers 8 .
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Le nombre 8, racine de 1'équation

xf»‘4+-§—

est appelé Pabscisse du point fixe de Papplication

f:x’—-——-r4+~§*

Nous venons de prouver gue Ia siite (x_]) converge vers abscisse
du point fixede f .

Si Vapplication f{: xt=——3a | bx admet unpoint fixe d'abs.
cisse o , est-ce que la suite

x, =a+ bx |
converge vers a 7

3. Oi I'étude d'un autre exempie tonduit i guelgues surprises

Nous pouvons reainienant proposer aux éléves d’¢tudier Vapplica- .
fion

f: x +——— § — “g*
Cetie application admet pour point fixe la racine de l'équation
| S
8 3 X X
ou encore 1§ — x = 3x
ou 4x = 1b

Le point fixe a pour abscisse

= As
X == 3,75

En partant de la valeur initiale 2 | I'égalité

e 5 - L
xﬂ-5 an_l

conduit aux résultats suivants en utilisant la calculatries :
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n X
1 2 12 3,750009879
2 4,333333833 13 3,749996707
3 3.5665565556 14 3,750001098
4 3,814814815 i5 3,749999634
& 3,728395082 16 3,7500800122
8 3,1672016486 17 3,7499994859
7 3,747599451 18 3,150600014
8 3,750B00G183 19 3.7499999%5
g 3,749733272 20 3,7500060002
10 | 3.750088909 21 3,749598989
i 11 3,749970364 22 3,750000600

Nous obtenons cetie fois une suite glternde qui sembile converger
vers 'abscisse 3,75 du point fize,

Remarquons ici encors gue si on part de la valeur 3,75 D'image de
3,7b est 3,75 et on obtient ainsi une suite constonte.

Construisons alors sur un méme graphique les droites représenta-
tives des équations:

yxﬁ_% et ¥ = X

4

S N L
loate o v e -

E;
¥y

!
'y
3

|
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Dans ce cas, quelle gue soit la valeur initialae,'ia figure obtenue
s’enroule autour du point d’intersection des deux droites: cela
explique pourquoi nous avons une suite alternde.

Etudions maintenant la convergence,

Posons x, = 8§ — % X,
et partons de ia valeur iniliale x,. Comme le point fixe a pour
abscisse l’f‘- , considérons successivement
_ 15
dy = (%, — ";1_‘
= 15, _ 1 15
4 =iz, — L = i5=5%
- AN § S S
“’|4 3‘9‘“3]"0 el
Hen résulte que
!
d, = 3 d,
8t plus généralement
= L
dn = 3 dn--"l
d'oit d =-14
E: 3:1 O

Lz suite (d_ ) converge vers @ , donc la suite {x ) converge vers ;3-5—

4. Oit nous allons montrer qu'une application peut avoir un point
fixe sans que la suite associée converge pour autant.

Prenons par exemple Papplication de B vers R:
f:r x +—u» 2 + 3x
Cette application admet un point fixe. En effet, 'éguation
=2+ 3
admet pour racine —1 .
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Pourtant la suite définie pgr
Xy = 24+ 8 X,

diverge.

Pour commencer, NOUS POUVORS proposer auy sléves de faire quel.
ques caleuls:

X, = =2 X, = €
x, = ~d x, = 2
X, = 10 %, = 3]
x, = —26 X, = 26

......

Seule la valeur initiale —1 conduit & une suite constante.

Posons
dy = {%y + 1]
d, =|x‘ + 1[=~[2+3xa+1[
= 3%, + 1}
at dn den
Plus généralement,
dﬂ :Ixn+1| :f2+3xn-—l+1|
= | x_ _, + 1}
et d, = 3d__,
On en déduit

d, = 8"d,
ce qui prouve que la suite (d_) diverge ; il en est de méme de la
suite (x_}: la distence de x_ au point —1 croit indéfiniment
lorsque n ecroit indéfiniment,
1l est instructif de demander aux éldves d’étudier sur un graphique
Ia situation précédente en tra¢ant les deux droites

y=2+3x e y-x
at de congtater que, guel que soit X, , la suite diverge.
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A

5, O il est prouvé qu’une suite dont le terme général ne croft pas
indéfiniment peut guand mérne diverger.
Envisageons par exemple Papplication de R vers B
DX e 4 —x

Cefte application admet un point fixe; en effet 1'équation:

X = 4—x
admet, pour racine 2.
Congideérons alors la suite
xn‘ri = 4 - In
Voici quelgues ealeuls:
x, = 0 X, = 8 Xy 2 3
x} = 4 xl = -——4 xi = 2
X, = 0 X, = B £, = A
x, = 4 X, = - x, = 2

......

Mis & pari la valeur initiale 2, toutes lesautres valeurs initiales font
prendre A la suite deux valeurs et deux seulement. Ea effet, pour
la valeur initialea (@ + 3} :

X, = &
x, = 4—x, =4—a
X, = 4—x, =4 —{4—a) =
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Alnsi £y = Ry = coneer = Ky, = & ‘
X, = Ry T o = Xgoa 4i—a
Lasuite est constanie dans le seul cas ol
o =4 - a

done pour o = 2 : c'est V'abscisse du point fize,

En dehars de la valeur 2, s suite prend alternativement la valeur 4
et la valeur 4 o , sans converger, ni croftre indéfiniment.

Iei encore une construction géométrique est inééressante,
Les droites d’équations
' v = 4—x el ¥y= X
se coupent au point (2, 2).
En partant d’une valeur quelconque x {(différente de 2), nous
obtenons un carré qui conduit aux deux valeurs de lasuite: x et

4—xa .

Posons alors
dy = |xp — 2]
dy, =%, = 2] = |4~x, —2]
=12~ x| =%, 2]
done d =d
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Il est facile de voir que, plus généralement,
d =d = .. = 4, = d,

n—1
ainsi d, est différent de zéro (sauf pour x, = 2). La suite (d_) est
constgnte, ce qui prouve que la suite (x_) diverge et pourtant la
suite est bornée.

6. Ou nous sommes enfin en mesure de présenter au lecteur une
geénéralisation.

a et b sont deux réels et f I’'application de R vers R :
f: x+——— a+bx

Associons a cette application une suite (x_) telle que

X, =4 + bxn

Bien que nous sachions déja que I'existence d’un point fixe n’en-
traine pas la convergence de la suite (xn], commencgons quand .
méme par étudier dans quels cas I’application admet un point fixe.
Dans ce but, nous sommes conduits a résoudre 1"équation

X = a+ bx
ou encore x(1—b) = a

Supposons d'abord b # 1 . Dans ce cas, I'application admet un
point fixe d'abscisse
a
1—b
En particuiier, pour b= 0, ’application est constante:
f: x+——g

c =

et la suite est elle-méme constante: x =a

11 n'est pas surprenant que le point fixe ait pour abscisse c= a.

Supposons alors b = 1. Dans ce cas 'application s'écrit
f:xb——a+ x

elle n’admet pas de point fixe et la suite associée diverge ; en effet,
quelle que soit la valeur initiale x,,
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Xi = + xﬁ

X, =at x = 28 + x,

X, = + = 3a + X,

X =%+ % = na + X,
Posons d, =iz, ~ x| = nja]

Ce régultat montre que ia suite (d_) diverge; i en est de meéme de
la suite (= ).

H est aisé de comprendre cette situation sur un graphigue: la droi-
te d’éguation v =a+ x est paralidle a la droite d'équation y = x

NY

Notons gque dans Ie cas particulier o a= §
f:x — x
ezt Papplication identigue et

xh = xn--l

Tous les points sont fixes et quelle que soit 1a valeur initiale x,
xn = xﬁ
lapuite (x_) “converge” versx, .

Placons-nous désormais danslecas b+ 1,

Nous venons de voir que 1’application admet un point fixe d’abs-
a
1—-b

cisse ¢=
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Nous pouvons encore écrire:

(1) ¢ = a + be
Partons alors de la valeur initiale x|, :
(2) %, = a+t bx“
De (1) et de {2}, on déduit
{3 X, ¢ = b{x,6 —<c)
Posons icl encore
dy = | %o %cl
d, = |x, |
¢3} conduit & d, = |b}d,
et plus géndralement
(4) X, =a+ bx, ,
conduit & d = |bfd, _,
il ens résutte qu
e A a, = 51" 4,
I} nous faut alors envisager deux cas:
1. |b] > 1 : lasuite (dnjditmrgeetilenestdemémede
la suite (x_ ).
2. |b| < 1 : lasuite (d ) converge vers 0 et ta suite (x)

converge vers I'sbscisse ¢ du point fixe.

Notons au passage que si
< h<1 Ia suite (x_} est monofone

—1< b« la suite {x } est ascifionte,

Nous avons déji étudié le cas particulier b = 1 . Il nous reste a
examiner le cag particulier b= —3 :
f: x ¢ g%
Cette application admet un point {ixe d’abscisse % .
Partons de Ia valeur initiale x, et utilisons
S e
que nous écrivons sous la forme
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a, . — B
ou encore | %0 — 51 = %, 51
il en résulte que

Alnsi, 1a distance d’un élément quelcongue de la suite {x_) &%est
constante. La suite (x,) ne converge pas. En dehors de la valeur

F:
b :-z—,hsuiteprenddeuxvaleum:xeatamxﬁ .

En résume:
B < —1 Ia suite diverge
b = 1 la suite diverge en prenant deux taleurs seutement
~1 < b < O lasuite converge en oscillant
" bh=0 la suite est canstante
0 < b <1 Ilasuite est monotone convergente
ba»1 la suite diverge

7. Oni la fin n’est gu'un début ...,
Revenons s Papplication
f:@ % b a+ hx

avee b# 1.

Cette application admet un point fixe dont Pabscisze vérifie
¢c=a+ be

On peut &crire f(x) = a + bx

BYE f(c} = a 4+ be

Nous en déduisons que, quel que soit le réel x,

f(x) — f{c) = b{x—<¢)
ou encore | f(x) — fle)| = |b||x~—e¢]
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Nous venons de voir que Ja suite
X, =8+ bx_

converge si et seulement si | b} <1

Ea suite {x, )} converge donc si et seulement si
vx, x€R, |f(x)—fe)] < |x—¢}
Envisageons alors une application quelcongue de K vers B.

- Voiti une définition :
I'application { est contractgnte sur Vintervalle I = [e.8] §'il
existe un réel k, tel que 8 <k <1 ot que

vx,,.V¥x,,x €1, x,€1,

| f(x, ) —fx, ) < kix, —x,|

I} est clair que Papplication
f:x b a+ bx
est contractante surRsi b < 1.

Revenons alors au cas général et supposons que Papplication
f:x b f(x)
admette un point fixe d’abscisse ¢ :
f(e) = ¢.

¥oici un théaréme :
8i 'application { sst contracionie sur Pintervalle 1= {a,8] et
admet un point fixe dont Vabscisse appartient & cet intervalle,
alors la suite

x, = fx,_y)
esl convergenie.

Voici une démonstration de ce théaréme :

Pozons d, = |x —cl = |f{x,_, )—He}|

Comme [ est contractante sur [ et que ¢ e&f élément de  :
[fz, ) — Ho)| € kix,_, —e|"
done d, < kd _

n 1

Il en résulte d, < K* d,
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Comme par définition 0 <k < 1, la suite (d_)converge vers O et
la suite (x_ ) converge vers ¢ .

Le jectewr ezt en droit de se demander guels sont les types d’appli-
cations contractantes ebt peul souhgiter avoir un critére simple
pour déterminer si une application donnée entre ou non dans cette
catégorie.

Nous eonnaissons déja des applications contractabies :

f: x¥v— at+tbx avec b <1
Considérons alors une application { que I"on suppose dérivable sur
Mintervalle [a , B] .

Utilisons le théoréme des accroissements finds sur I :
vx, , vVx, , x, €1, x, €1, %8, ¢€]0,1]{

(1) fx,} = Hx,) + {2, —x,) Fx, +8 (x, —x,}]
Sien outre [ est borndesur ] .
vx,x€1,dM, M>0 telque [Pix}] €« M
{1} conduit &
[ fex,) = fx;)] < M|, ~x, |

1l en résulte que s 0 < M<i , alors I'application { est contrac.
tante sur 'intervalle 1.

Dannons pour terminer un exemple :

f - x!—-—»w-—-—!-'%-(x-{wg") avec a0
X

- 1 — B

£ xt—-—-«—rz‘l x*)

f est conlractante pour
1 A,
w11 ——= <1
|5 {1 — 5]
soit ~2 <1 -2z
x
donce & Pextérienr de Pintervalle [m—-@ ,_Vgg
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‘}f ==

En fait, le lecteur pourrs vérifisr que le procédé itératif

« L A
X1 '*2(1‘11‘}3)

*

converge en partant d'une valeur x, non aulle* la contraction n’est
pas une condition nécesanire pour entrainer la convergence.

L. application f:rx — "é- (x + -2— ) admet un point

fixe:
. + 2
x"2(x+x)

O X = a

converge vers vVa .

Voici une guestion pour terminer :

Une application [ contractante sur un intervalle admet-elle
sur cet intervalle, un point fixe #

F

RIO DE JANEIRO, ler novembre 1976
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