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Inversion algébrique

par Jean de BIASI, Université Paul Sabatier, Toulouse.

La forme éiémentaire du probléme de inversion algébrique
est basée sur le résuliat suivant dit

’I‘heoréme d'inversion. Si @‘”(x) ¢ 22(x), .., ¢ 1) )
et ¥, [d:"”(x) n‘l‘”(x). e »b‘ ’{x}) sont deux famiiles de
n+ 1 polynomes sur C telles gque pour tout me€ [, n},
d® ™ Hx) = 4% Y™ (x) = m clors :

- H existe une matrice carrde inversible A = (n.i‘"g

0 %i,m %n
telle que
P (x) (% x) P ®¢xy #0%(x)
o' Hx) ¥ x) Y i) P (x)
. = A ) et . = A H
7 (x) Nz Y x) ¢ (x)

« Pour les deux familles de nombres (o', 2, a®™) },
(B9 Ht2Y a1 ] les deux relations suiventes sont équi-
verlentes

&(o:- b{ﬂr) b{O} a{&)
a(l') - A b{l) b(l) - A“;‘ a‘t?
atn? pie) pinl al®’

La premiére partie résulte du fait gue pour T ,, espace
vectoriel sur € dee polynomes de degré inférieur ou égal § n,
toute famille de n+ 1 polynomes {e/®'(x), e} (x), ..., 6 *(x})
telle que pour tout m€ {0,n], d°E™’())=m en constitue
une base. La deuxiéme partic en découle ausgiidt, .

Un exemple classique est celui des

Nombres de STIRLING
® Les nombres de Stirling de premiére espéce s{%’, sont
définis par P'égulité
[x]™) = x(x=1Hx—2) ... (x—n+1}= i apah x®
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{N.B. Par rapport 3 la notation habituelle les indices ont été
inversés (donc s{}), ici représente sT de la littérature classique)
pour gue dans Pécriture matricielle U'indice inférieur soit indice de
colonne et indice supérieur, indice de ligne],

La valeur explicite de sf{;’} en fonction des naturels m et n

n'est pas connue mais les valeurs évidentes sgg; = Q, si';‘z =1

{pour tout n>0}, s{i)) =0 pour tout m> n et la relation
a3 = stiloq) o) qui découle de

o+ ] n
2R = X = P = (xom) 3 sl x”
n+i .
= 2 (st sty o

permettent d'en construire le tableau de proche en proche.

il B 2 s 5 6 7| a8} o
1 1 o o o o o of ol a
-3 i 1 i a ) 1] a 0 o
a 2 -a 1 i ] [ )] E1] [ O
£ -8 1k - & i [+ 13 0 Q [
5] 24 | A6 a5 10 X o ol of o
é 1 -120 214 | -728 88 -5 : o | o o
7 | 120 | 1984 | 1624 | 138 s | -m 1i 0| @
2 5040 I306R 13132 G769 ~§ 0G0 322 2R 1 0
] 40320 }-109b6B4 ] 118¥24 | -8TZ84 22449 4538 548 | <16 1

(Procédé de construction

Chague nombre est égal & celui qui est au-dessus 4 gauche
diminué du produit par son indice de ligne de celui qui est au-
dessus. )

Les familles de polynomes [[x]‘"'=1, [x]"=x,..,[x]'""}
et (x®=1,x' =x, ., x"}| vérfient les hypothéses du théoréme
dinversion, par suite 1z mairice précédente (qui peut s'écrire a
un ondre n quelcongue), dite premifre mairice de Stirling et
notée s, est imversible, son inverse permettani d’exprmimer les
polynomes x,x', ., %" en foncticn des polynomes
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N,

(=1, (%], L [x)? | La détermination dej s ' va nous
conduire & un rappel sur

® Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce. Ces nombreg
notés généralement Sy mais que nous écrirons Bin), (foujours
en vue de V'écriture matricielle) sont définis pour m < n par I'éga-
lité: S{5)) = nombre de partitions d’un ensemble de n éléments
en m parties et pour m > n par 8{%), = 0.

Ces nombres sont étudiés dans de nombreux articles {voir
en particulier {2]). S{3’, est en particulier 3¢ au nombre ofp),
{attention encore i Dinterversion des indices) des applications
surjectives d'un n-ensemble sur un m-ensermble par la relation
olw) = m! 85,

De Pégalité :

ofa) + Ch i)+ CL 03] + ... + C o(n)y = m™ -
on déduit :

3, pon s =mt soir mt= § S mie
p=0 6
1La derniére relaiion ayant Heut pour
m=0 m=1, .. m=n

implique I'égalité suivanie yraje pour tout x ;

B
e 3 s e

Par suite £°' = 8= (S{3),) ot S est la deuxiéme matrice
de Stiriing {celle des nombres de Stirling de deuxiéme espéee),

Théoréme. Les premidre et deuxiéme matrices de Stirling {limitdes
d un ordre n quelconque) sont inverses l'une de autre.

Ainsi par exemple pour 'ordre b il vient

i1 0 0 0 0O 190 9 00 16000
-1 1 0 9 0 11 0 00 61000
2-~-3 1 0 0of(*]1 3 1 00}{= [001040
-6 i1 -6 1 0 17 6 190 006030
24-60 36 —10 1 116 25 1901 06001

Applications, En général Je probléme se présente ainsi ; on connait
les nombres at®, al'} . a'"’ et la matrice inversible A ; on
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cherche la valeur des nombres b'®?, b*?, . b, 1l s’agit done
de déterminer A~ * inverse de A,

En voici frois sxemples faisant tous appel a la matrice v de
Pascal, déja rencontrée dans [2], cetle matriee dtant celle des C:
qui seront désormais notes (g) (conformément & un certain classi-
cisme d'ailleurs) encore une fols pour respecter les conventions
d’écrifure matricieile.
- La considération des polynomes »'™’(x}= (1+ x}™ et
o (e )(X) = xmmd'()& n
oy = i‘o{ 1) ¥ et U0 = b1 = Z r~z)*""( i) ¢z}

e

jo .

montre gue pour

1 1] aQ 0 ..0
1 1 0 g .0
r=f1 [ 1 0.
i3 3
1oigh g 10
: n m .’.
11 G 1
1 {} t i ] 0
-1 1 i 0 0
aors = 1 -2 1 0 0
& 3
- I H 1, 0
‘\.
..\
- n \“
{-1)" {-—1)""{1) (~1}“2(2) ..... 1
et que par suite
8i des nombres a'%, g1 o et B BB sont
tels gue
m m
pour tout me[On] tat™ = ¥ ( ) bt
i=0 13

m im
alors pour tout m e [On] 1 B'™? = y (=1 ( }a“’
o i

=
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. Applications surfectives, f
Le nombre ef’;,’} des applications suvjectives d’un n.enssrmble dans

un m-epsemble (voir [2]) est tel que s (m) c::‘)) =m", On en
= .
déduit donc le résultat 44ja connu suivant ;

o - £ (D)

. Nombre d'*? des dérangements de [1,n].

Un dérangement de Uintervalle de naturels [1,n] est une permuta-
tion de cet intervaile felle que pour tout x € [1,n} on ait
¢{x)} # x . 8i on note d}:‘; ' le nombre de permutations de {1,m]

avant exactement I points fixes, une étude éiémentaire monire
que, quel que soit me N :

m} () . i
i;ﬁ [l d(i} = Ju!

1! en découle avssiton :

a = 4“"-—‘2 e ()i —"S“ D) eyt =n ?;011}1

{N.B. Ce probléme, irés classique, se rencontre en probabilités

sous le nom de “probiéme des chapeaux™ - Noter gue

(n)
a1,
n! now @

. Nombre '™’ des recouvrements d’un n-ensembie.
E‘B étant un n-ensembls (card (E)= n>> 1), un recowrement de
E_ est une famille (nécessaireent non vide) de parties non vides

de E, dont la réunion est E, . Plus généralement, A étant une
partie de E, , un recouvrement de A est une familie de parties non
videz de A dont la réunion est A,

Parmi les familles non vides de parties non vides de E_ il en

n

existe "' qui recouvrent E,, (n—l) r~ 1} gqui recouvrent les

partiesde E_ a4 n—1 éléments ... t:'i) = qui recouvrent les
parties de E_ a n - i éléments, ete...
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Or, une famille non vide de parties non vides de £ est un
élément de 7 (F'(E ) (o d’une fagon générale J'(E) représenie
Yensemble dez parties non vides de E} dont le cardinzl est

2¢2"=1) _ 1 On en déduit P'égalité :
i (n) = 2{2“—1)_1
=0 1

qui par inversion donne :

A

rm; = {..__ 1};1_1 (

i=q

n i
) 2(2—1%_.1.
i

iN.B. Pour les recouvrementis d’un ensemble fini, voir surtout
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