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" 

La forme  élémentaire  du problème de l'inverÎiion  algébrique 
est basée sur le résultat.suivant dit 

Théolème. d'inversion.  Si <J>n= (;P<°)(x), <(JO )(x), ... , 'l'In)(x) ) 
et "'n = (1/IIO)(x).I/I(1)(x)..... l/Iln)(x») sont deux familles de 
n + 1  polynomes Bur C  teUes que pour t,gut mE [O. nI, 
dO <{Jlm )(x) = d· I/Iim )(x) m  alors : 

· Il existe une matrice carrée inversibte A 

telle que 

::::i::) _ t:~::::)  
.  ­A  .  et( (

<(J(n )(x) I/I(O)(x) 

· Pour tes deux familles de nombres (a( 0).  a( 1)..... a(n) ),(b(O).  b( 1),  ....  b(D)  ) les deux relations suivantes sontéqui-
Patentes 

aIO»)  (b(O))
ail)  = A  b ll ) 

(- .. . 
a(n) b(B) 

La première  partie  résulte  du  fait que  pour  ~ n,  espace 
vectoriel  sur  C des  polynomes  de  degré  inférieur ou égal à  n. 
toute  famille  de  n + 1  polynomes (e(O)(x), e(l )(x), .... e(D)(x») 
teUe  que  pour  tout  mE [0, nI,  d· (e('" )(x)) = m  en  constitue 
une base. La deuxième partie en découle aussitôt. 

Un exemple classique est celui des 

Nombres de STIRLING 

• Les nombres de Stirling de première espèce sl::.») sont 
définis par j'égalité 

n 
[X](D)  = x(x-1)(x-2) ... (x-n+1) =  L s~::'» xm 

m-O 

226­

-_._--- ...._---_.._-­

Bulletin de l'APMEP n°308 - Avril 1977



[N.B.  Par  rapport  à  la  notation  habituelle  les  indices  ont  été 
inversés  (donc  s!::,\  ici  représente  s::' de la littémture classique) 
pour que dans  l'écriture matricielle l'indice inférieur soit indice de 
colonne et l'indice supérieur, indice de ligne]. 

La valeur explicite de  s;::'\  en fonction des naturels  m  et  n 
n'est  pas  connue  mais  les  valeurs  évidentes  s(n) = 0  s1n)  ~ 1

(0) , (n) 

(pour  tout  n;;' 0),  s~::'\ = 0  pour  tout  m> n  et  la  relation 
S~~)l) = Sl:/-l) -nsf!!/) quidéeoulede 
n+l  n 

L s~~)l)rn = [x](n +1) = [x)n(X"4l) = (X"4I) L sl::'»:oc'" 
m=n m=O 

permettent d'en construire le tableau de proche en proche. 

X 1  2  3  •  •  6  7  Il 9 

1  1  0  0  0  0  0  0  0  0 

2  •  1  1  0  0  0  0  0  0  0 

3  2  ­ 3  1  0  0  0  0  0  0 

•  - fi 11 ­. 1  0  0  0  0  0 

5  2'  ­M  3.  -10 1  0  0  0  0 

6  -120 274  -2;2& ••  ­15  1  0  0  0 

7  720  -1764 ,." -735 17'  ­"  1  0  0 

•  -~040 13068 -13132 6769 -1960 322  ­2.  1  0 

9  40320 -109584­ 118124 -6'7284­ 22449 ­4536  •••  ,,"  1 

(Procédé de construction 

Chaque  nombre  est  égal  à  celui  qui  est  au­dessus  à  gauche 
diminué  du  produit  par  son  indice  de  ligne  de  celui  qui est  au­
dessus_) 

Les familles de polynomes ([x)(O)=l, [x)(1)=x,... ,[x)(n), 
et (x· 1, x' = x, .... xn) vérifient les hypothèses du théorème 
d'inversion, par suite la matrice précédente (qui peut s'écrire à 
un ordre n quelconqueJ, dite première matrice de Stirling et 
notée s. est inversible. son inverse permettant d'exprimer les 
polynomes x· , x', ...• xn en fonction des polynomes 
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[x)<O), [x]!l), _., [X)!A)  •  La  déte~tion dei  8­1  va 'nous 
condlÛre à un rappel sur 

• Les nombres de Stirling de deuxième ettpèce. Ces nombres 
notés  généralement  s::' mais  quenoUil  écrirons  !l!::,l) (toujours 
en vue de l'écriture matricielle)  sont définis  pour m .;;  n par l'éga. 
lité: st::.» = nombre  de  partitions d'un  ensemble  qe  n  éléments 
en  m  parties et pour m > n par sl::..\  = O. 

Ces  nombres  sont  étudiés  dans  de  nombreux  articles  (voir 
en  particulier  [2]).  Sl::..\  est  en  particulier  lié  au  nombre og:/) 
(attention  encore  à  l'interversion  des  indices)  des  applications 
surjectives  d'un  n.ensemble  sur  un  m.ensemble  par la  relation 
(1(n) - mf s<n)

(m )  ­ ~ (m)· 

De l'égalité: 
tt

(J~6i + Ci.. a~ï~ + C! (1~~S + ... + C: a~::/j = m 

on déduit: 

~ p'Œ  s<n) = m" soit  m" 
p­"'0  . m (p) 

La dernière relation ayant lieu pour 

m = 0, ,Dl = 1, ... , m = n 

inlplique l'égalité suivante vraie pour tout  x  : 

Par  suite  .­1 = S = (S!::.\)  où  S  est la deuxième matrice 
de Stirling (celle  des  nombres  de  Stirling  de deuxième  espèce). 

Théorème.  Les première et deuxième matrices de Stirling (limitées 
à un ordre n quelconque) sont inverses l'une de l'autre. 

Ainsi par exemple pour J'ordre 5 il vient: 

1 0 0 0 0)  (1  0 0 ­1  1  0  0  0  1  1  0  00  0100000)  (10000]
2  ­3  1  0  0  •  1  3  1  00=  00100(­611­610176 10  00010 

24­50  35  ­10  1  1  15  25  10  1  0  0  0  0  1 

Applications. En général le problème se présente ainsI: on connait 
les  nombres  a(O),  a(1  >, •••, a,n)  et  la  matrice  inversible  A  ;  on 
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cherche  la  valeur  des  nombres  b'O),  b"), ... , b'·).  Il  s'agit donc 
de déterminer A-1 inverse de A. 

En  voici  trois  exemples  faisant  tous appel à  la  matrice  1r de 
Pascal,  déjà  rencontrée dans [21,  cette matrice étant celle des  C: 

qui seront désormais notés (;) (conformément à un certain classi· 

cisme  d'ailleurs)  encore  une  fois  pour  respecter  les  conventions 
d'écriture matricielle. 

La  considération  des  polynomes  ""m )(x) = (1 + x)m et 
1/I(m )(x) = xm d'où 

",,(m)(x) = f (~) 1/I(i)(x) et 1/I(m)(x) = (,,+1-1)m = ~ (_l)m.1  (~) ",,(il(x) 
1"",  1  i"'"  1 

montre que pour 

11= 

1 
1 

1 

1 

0 
1 

(il 
3'

lI) 

0 
0 

1 

13),2 

0 
0 

0 

1 

...  0 

...  0 

...  0 

1  m ln),2  '1 

1  0  0  0  0 
-1 1 0  0  0 

1  ­2  1  0  0 

-1 1 0W m .,, 
, 

,
(-1)· 1(-W'G) (­1)""(;)  ..... 

, 
, , 

et que par suite 

Si des nombres a(O). aU i, ...•  a(n) et b(()). b(J i, "., b(n) sont 

tel. que  

pour tout m E  10,01  : atm ) i~O (7) b")  

alors pour tout mE [O,n]: bim )  l (­l)m.'  (~) a(i) 
j=O 1 
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. Applications surjectives. 
Le nombre  al::.>, des applications smjectives d'un n­ensemble dans 

un  m­ensemble  (voir  [2])  est tel que  ,ta (~) o~~/ = ,mn.  On en 

déduit donc le résultat déjà connu suÎVant  : 

al::.\  = Ï  (_l)m­.  (~) in 
1=0  1 

. Nombre d(D) des dérangements de [l,nI. 
Un  dérangement de  l'intervalle de naturels [1,nJ  est une permuta· 
tion  de  cet  intervalle  telle  que  pour  tout  x E [l,nI  on  ait 

,,(x) "" x .  Si  l'on note  d::':)  le nombre de permutations de [l,ml 
ayant  exactement  i  points  fixes,  une  étude élémentaire  montre 
que, quel que soit  mEN: 

m 

(~) d(m) =  m!l (')i=() 

Il en découle aussitôt : 

n (D)  n fi) n (­l"
d(n) = d(O) = l (_1)0-' , i! = 2:  (_1)' (. (n-1)! = n! l L= 

(0) 1=0  J i=Q l  i=O 1! 

(N.B. Ce  problème,  très  classique,  se  rencontre  en  probabilités 
sous   le  nom  de  "problème  des  chapeaux"  ­ Notèr  que
d(n)  1 
­nT" n-;;:ë) 

Nombre r(n)  des recouvrements d'un n-ensemble. 

En  étant un  n·ensemble  (card  (E) = n;;'  1),  un  recouvrement  de 
En  est une famille  (nécessairement non vide)  de parties non vides 

de  En  dont la réunion est  En  . Plus  généralement, A étant une 
partie de' En  ,un recouvrement de A est une famille de parties non 
vides de A dont la réunion est A. 

Parmi les  familles  non vides de parties non vides de En  il en 

existe  r(n)  qui recouvrent En'  (n~l) r(n­1)  qui recouvrent  les 

parties de E  à n  1 éléments '"  (  n.) r(n­I)  qui recouvrent les 
n  n-l 

parties de Eo  à n ­ i éléments, etc ... 
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Or,  une  famille  non  vide  de  parties  non vides  de En est  un 
élément de  !j" (!j"(En» (où d'une façon générale  rtE) représente 
l'ensemble  des  parties  non  vides  de  E)  dont  le  cardinal  est 

2(2 
n
-l) ­1. On en déduit l'égalité: 

qui par inversion donne  : 

(N.B. Pour  les  recouvrements  d'un  ensemble  fini,  voir  surtout 
[4]). 
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SI VOUS CHANGEZ D'ADRESSE,  
SIGNALEZ· LE  DES <mE POSSIBLE A  

l'A. P. M. E. P. 
(29, Z'Jle d'Ulm, 75005 PARIS) 

SANS ATTENDRE L'APPEL DE  
COTISATION  
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