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Une nouvelle axiomatique
de Ia géométric; pourquoi ?

par G. SPAAK, Joyeuse

A -~ Petite histoire en guise dintroduction

Depuis I'adaptation, par Hilbert, de Paxiomatique d"Buclide,
on a assisté 2 une floraison d’axiomatiques de ia géométrie. Fal-
lait-il rajouter encore un élément i cet ensemble, & peine dénom-
brable ?

Cette question ne m’avait guére effleuré, avant gue deux
eléves de seconde m’aient été envoyés, pour un rattrapage en
mathématigues ... Prudemment, j¢ commencat par la théorie des
ensembles, 'algébre, la construction de ® ... Au moment of i}
fallut aborder la géometrie, je me plongeai dans les axiomatiques
{une bonne dizaine) gue je pus me precurer. Aucune delles ne
m'apparut satisfajsante :

* Demblée, ou presque, j'écartal les axiomatiques de type “alge-
brigque”, dans lesquelles 1a phométrie apparait comme un corollaire
de Palgébre. Construclions et démonstrations y sont pourtant
sitaples, élégantes, irréprochables ; mals les risques de perdre le
support intuitif m’apparaissent énormes: fautil introduire les
espaces vectoriels, les transformations orthogonales, voire meéme
’ensembie des nombres réels, sans référence & ce qui leur a servi de
point de départ, de prototype ?

* Les autres axiomatiques proposées pour la géoméirie me sem-
blent présenter, pour 'enseignement, deux inconvénients majeurs :

1 — Les nolions primitives utilisées (droites, plans ; parfois, les
distances, ou méme des notions plus élaborées} me semblent
peu intuitives ; elles me paraissent plutdt devoir étre définies,
que posées a priori.

2 — L'appareil axiomuatique wutilisé me semble assez lourd : les
axiomes utilisés sont nombreux, souvent composites, #t parfois
trég loin de Pintuition.

Par une journée d’inconscience de juin 1870, fentrepris done
ce travail ; bien qu'il soit loin d'étre terminé, i me semble, aujour-
d'hui, parvenn 4 un stade utilisable (tandis que les deux éléves
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dont je parlais achévent leurs &tudes supérieures ! } ; en présente
ici un résuma# substantiel (les enseignants plus specialement intéres-
sés pourront, par PAPM.E P., obtenir les reférences de publica-
tions plus complétes),

B — Les idées directrices

* Je me suis assantisllement appuyé sur des expériences pédago-
giques pour Je primaire {et, tout spécialement, de Dienés}, compor-
tant une expérimentation sur la topologie, sur les déplacements et
syméiries, sur la mesure des longueurs (ef. “Explozation de es-
pace et pratique de la mesure’’, Dienés, O.C.D.L.).

Maon travail tente de combler le hiatus entre cet enseignement
{qui me semble fournir de trés bonnes bases intuitives) et le secon-
daire, dans Pespoit de parvenir & un enseignement de la géométrie
cohérent, depuis le Cours Préparatoire jusqu'a PlUniversité,

*  Au départ, ’avais retenu les principes suivants :

- Géométrie dans Pespace, plutdt que géométrie plane (¢’est
I'espace dont nous avons une expérience physique ; le plan en est
une abstraction).

— Termes primitifs : Uespace (considéré comme ensemble de
points) ; Jes déplacements (& partir de Vexpérience du mouvement
d’un corps solide).

— Définir toutes les autres notions (longueurs, droites, plans,
parallélisme et perpendicularité, ete..).

-~ Développer 'algébre (applications ; groupes ; corps ; espaces
vectoriels, etc...) parallélement & la géométrie, gui fournira un bon
nombre d’illustrations de ces notions algébriques, et une occasion
de les utiliser.

— Introduire, par la géoméirie plutdt que par "algébre, les ensem-
hles numeériques usuels : Z, @, R et C.

*  En fait, aprés avoir développé une axiomatique tridimension-
nelle hasée sur ces principes, j'en ai aussi cherché, sur une sugges-
tion de Monsieur Magnier, une adaptation pour la géométrie plane.
Celleci présente les avantages habituels sur la géométrie spatiale :
commodié pour faire et pour comprendre les figures ; allégement
de la théorie, de certaines définitions ; simplification coneidérable
de bon nombre de démonstrations, ete... Elle fournit, en outre,
une introduction beaucoup plus naturcle & 'ensemble des nom-
bres complexes.
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En revanche, elle perd un des gros avantages {& mon sens) de
"axiomatique spatiale, en présupposant, comnme {erme primitif, le
PLAN, dont la percepiion infuitive ne me semble nullement
immaédiate,

 — Les bases de départ
En géométrie spatiale, les termes primiiifs sont :

- Pespace, E , considéré comme un ensemble de points.
- Pensemble, A , des déplacements {qui sont des applications de
E dans E}. Je représente par 4, Uensemble des déplacements

qui conservent a et b; par AY, Yensemble des déplacements
propres (et autres conventions analogues).

H me semble utile, avant d’énoncer les définitions et axiomes,
d’en préciser le contenu intuitif. Les déplacements fournissent une
définition facile des fongueurs (donc, aussi, des sphéres : D2} : les
bipoints (a,b) et {¢,d) définissent la méme longueur ssi (Vsi, et
seuwlement s5i”) Pun peut se transporter sur I'autre (cf. D1, fig. 2).

La définition des transiations (D), & partir des longueurs (*‘la
distance d’un point a son transformé est constante’), est facile,
mais perd, matheureusement, une partie du support intuitif ; & cet
égard, il et été préférable de pouvoir définir les translations
comme des “déplacements qui conservent les directions”.

Mais on aura aussi
besoin de comparer les
longueurs, ce qui sup-
pose une sorte de “me-
sure”. A cette fin, j"ai
utilisé les chaimes d’ar-
pentage icf. D3), dont
chague maillon est rigl-
de, et dont Ia souplesse
ne vient que des artica-
tations {a& condition Figure 1
gqu’'it y ait au moins
deux maillons ; ¢’ast pourqucl jimpose n> 1 dans D3). e,

La définition D4 signifie : “b est plus présde a gque ¢ [ abe) sai
toute chaine joignant 'a 4 ¢ peut se refermer sur a ¢l b ; ainsi

(Fig. 1) abe est vrale, mais non ;(?5 (deux maillons de longueur
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% ne suffisent pas 4 atteindre ¢}, ni méme ace (dans ee eas, il
fant utiliser une autre longueur de maillons ; par exemple, 6 mail-
lons d'un centimétre sulfisent pour joindre a 4 ¢, mais il en faut
7 pout joindre a a4 ¢).

On peut alors définir la frontidre d'un ensemble F : d’un
point de la frontiére, on a frés peu a bouger pout se trouver dans
F, et trés peu, pour se trouver hors de F ; 1a définition classique,
D6, de 'sdhérence d'un point 3 un ensemble, n'intervient que
comme relais technigque dans cette définition,

Diéfinitions b
D1 a \
On dit que le bipoint fg,b) se trans- \ ¥ d
porte sur {c.d} ssi il existe un déplace. (
ment gui améne a en c,et b en d: ¢
{a,bj —+ fod) ssil ¢ : : 3 Figure 2.
n2
On appelle sphére de centre a, pas- d
sant par b, ensemble -
8,,00) = {d:(ab)~ (ad)
J b

3

Si n>» 1, on dit que (&, ay,..., a,)

est une choine ssi chague *‘myilion”

(&, 8}, se transporte sur le suivant, Fipure 3

c'est-d-dire ssi,pour O <i<n, {a_,,4)~ (8,4, ).

n est le hombre de cette chaine ; on dit que cette chaine joint a,
Ggu,.

B4 p—

On dit que “a et ¢ cerrent 87 {on écrit abe) ssi pour toute chaine
(a, ¢, , ..., cq } joignant a a ¢, il existe une chaine de méme nombre:
{a, b, .. by}, joignant a & b, telle que (a, ¢, } ~ {a, by }.

D&
T est une fransigtion ssi c’est un T g

M e o

. e
déplacement tel que B :% P, impl- \ \
a b r
B -

que {1, a) - {b, b} (Fig. 4). On
désigne par T Pensemble des trans-
lations, : Figure 4
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D6

¢ sdhdre 4 F sai, pour tout point ¢,
distinct de a, a et ¢ cement au moins
un point de F.

D7

e est un point frontiére de F gssi a
adhére a F et & son complémentaire,
E-F (Fig. 5}, On appelle “Frontiére de
F” Pensemble, Fr(F), des poinis-
frontidre de I :

8

Figure 5

@, b, ¢ ulignés ssi a = b ou si toui déplacement gqui conserve aet b

conserve gussi e,
a, b, ¢ irépied dans le ¢as contraire.

{On peut alors énoncer les axiomes, Intuitivement, Al (axiome
“des mouvements successifs™} signifie ; le résultat de deux mouve-
ments successifs peut étre considéré comme résultat d’un seul
mouvemant, Llexistence d'un déplacement inverse (“remettre un
ohjet 4 sa place”) d'un déplacement donné est aussi intuitive ; mais

elle est déduetible des autres axiomes.

AZ (axiome du pivet} affirme gue beaucoup de déplacements

conservent deux points {rotations
autour de ces dautx points).

A3 signifie quon peub refowrner, sur
ui-méme, un friangle ispcéle {par une
rotation d’un demi-tour autour de son
axe de symétrie}.

Ad se passe de commentaire,

Ab est Paxiome de connexiié de E.
Intnitivement, il se justifie ainsi : si on
se déplace dun point de F & un point
extérieur & F (fig. 6), il vient un mo-
ment 0% on sort de F ; & ce moment,
on est en un point-frontiére de F.
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A6 {“axiome du
chien™) signifie : si
a # b, de tous les
points d'une sphére
de centre a, Pun est
plus prés de b que
tous les autres,
A7 est Vaxiome du
tnbouret {si vous
bouges un tabouret,
Pun, sy moins, des
trois pleds change
de place).

ds
b
W
Figure 8
Axiomes @ Figure %
Al
La composée de deux déplacements est un déplacement.
A2 (Pig. B)

1! existe deux points distinets, a et b, et plus de deux déplacements
consexvant & et b | autrement dit: 3. a, b a#b

et Card (ﬂ ab}> 2.

A3 (Fig. 9}

$1 {a,b) se transporte sur {b, ¢), alors il existe un gdeplacement qui
congserve b et échange a et o,

Ad

¥ existe une translation, unigue, qui améne a en b {(points daonnés
guelcongues),

A5 {(Fig. 8)

8i a sppartient & F, mais non b, alors F admet un point {rontiére.
AB{Fig. )

Bia+ b, gl § est une sphére de centre a, il existe, sur 8, un point
unigue, &, tel gue, pour tout point ¢ de S, b et ¢ cernent e,

&utrementdit:( 31ec8jce 8= bee
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A7
Aucun déplacement propre he conserve les trois points d’un trépied.
Autrement dit, si a, b, ¢ teépled et ¢ # ¢ ,alors p £ 4

En géométrie plane, les seules différences {3 part le remplace-
ment de “spheére” par “cercle” dans D2 et A8) portent sur

— D’axisme du pivot, qui est remplacé par U'axiome du pliage
(ici, un seul déplacement propre conserve deux points) ;

- Pinutilité de D'axiome du tabouret {qui reste vérifié, mais
perd tout intérét),

abe *

B — La démarche mathématique
Longueurs ; combingizsons d‘applications ; fransmiges '

Définition de la longuewr ab {classe d’éguivalence de (s, b)
pour la relation “se transporte sur”) ; des isométries ; tout déplace-
ment est une isométrie ; Ia réciproque, fausse en géométrie spatiale,
est vrgie en géoméirie plane, avec cette axiomatique {il faudra
distinguer entre “déplacements directs” &t “déplacerments in-
verses”). Une partie algébrique, un peu technique, et inhabituelle
en géométrie élémentaire (nécossaire, icl, & cause de importance
des deplacements dans cette axiomatique} ; notamment, défini-
tions des transmuées. Définition du vecteur ab (& partir de A4) ;
image d'un vecteur par um déplacement (la transmuée d’une
translation est une transiation).

Comparaison des longueurs |

Définition (4 partiv de D4} ; réflexivité, transitivité (mais
ce n'est que beaucoup plus tard gue je pourrai démontrer que
cetie comparsison des longueurs est un ordre totall La longueur
nulle est inférisure  toutes les auires (une conséquence inattendue :
I'existence des triangles éguilatéraux).

Démonstration {a ’aide de 'axiome de connexité} du théo-
réme d'enchainement | 51k  est une longueur non nulle, on peut
jeindre deux poinis gquelconques par une chaine de maille 2

Droites et demi-droltes :

Définition des droites (& partir de alignement) ; des demi-
droites, a 'aide de !'axiome du chien : Iz demi-droite &, b est
lansemble des points e {(Fig. 1) quand on fait varier le rayon de la
sphére ; elle est une partie de la droite a, b, E n’est pas une droite.
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Par deux peints passe une droite unique ; probléme du report
d’yne longueur sur une droite, Foute droite ou demi-droite est un
ensemble infini. Définition, unicité du miliex ¢ d’un bipoint {(a, b)
('existence sera démontrée plus tard) ; caractérisation par I'égalité

st = cb.

Bymétries ; droiter perpendiculaires :

Définition des syméiries axiales ; involutions propres conser-
vant une droite, point par point ; existence et unicité d’une
symétrie d'axe D, Définition et guelques propriétés de la per-
pendicularité de deux droites,

Définition des symétries cenirales ; ce sont des isométries
mais pas des déplacements {sauf en géeométrie plane). Définition
des symétries planes (produit ’une symétrie axisle et d'une
symétrie centrale}, des plans. En géoméirie spatiale, c’est seule.
ment A ce stade gue je démontre que tout déplacement est inver-
sible. En géoméirie plane, définition des rotations, des médiatrices ;
et théoréme ; toutle isométrie est un déplacement.

Le groupe des vecteurs ; homothéties .

Démonstration du théoréme : “les translations forment un
groupe commutatif”. Définition de peraliélisme et orthogonalité
de droites, de plans ou de vecteurs,

Définition des komothdties de cenire e (si ab = %,W' = od
et &, a, a' sont alignés}). Toute homotheétie non constante est bi-
jective ; tout bipoint admet un milien ; la comparaison des longueurs
est un ondre total. Définition de la projection d’un point sur une
droite, sur un plan, Si g, a, b sont alignés {et e # &), Il existe une
homothétie de centre ¢ qui transforme a en b ; si deux plans
sont paralleles, toute droite qui coupe 'un coupe Pautre,

Le corps des réels ; lespuce vectoriel des translations :
Chaque homothétie induit une transformation {appelée
nombre réel) dans ’ensemble des vecteurs ; 4 'homothé” b

correspond le nombre réel x : je note ¥t le transforri. de U
par h. R est un corps eommutatif, et & , un espace vectoriel
{de dimension 2 ou 8, suivant le cas) sur R. Choix d'une unité de
longueur ; définition et propriété du produil scalgire ; théoréme
de Pythagore.
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Déﬁn?tlfg%tlﬁgsel E%Mggsﬂigslj(é_ ;‘?&&%mﬁfe% 1n“.?«e?;'x?:if«:irr;vitee;} : de
PVordre usuel dans B. Caractérisation de R par cette relation
d’ordre : ordre total, compatible, avec le théoréme de ia borne
inférieure.

Ceia suffit pouwr démontrer Pidentité {jusqu'a omorphisme)
avec la péométrie ecuclidienne classique ; je raioute cependant
quelques rapides compléments sur les distences ; les sommes de
longueurs, la mesure d'une longueur en fonction d'une unité {avec
Vapplication & l'expression décimale des nombres réels) ; la
construction de 'ensemble C des complexes (en géométrie plane}.

E — Possibilités d*utilisation pédagogique _

* (e travail est bien déblayé du point de vue methématigue ; en
revanche, du point de vue pédagogique, presque lout reste a faire,
a inventer, i expérimenter. Je vois cependant quelques éléments de
réflexion :

* Au nivesu du primaire, une expérimentation des principaux
outils et des principales notions {fopologie ; déplacements ; trans-
lations ; comparaison de longueurs par chaine d’arpentape...)
pourrait fournir aux éléves des bases intuitives solides, ainsi gu'une
série de résultpts-clés (notamment les axiomes).

* Au secondaire, les problémes sont plus complexes :

— géométrie plane, ou géométrie spatiale 7

— comment assurer une bonne synchronisation des enseignements
d'algébre et de géométrie 7

— & quel stade, et jusqu’a quel point, uiiliser la démarche axio-
matique ?

*  On pourrait grandement faciliter le démarrage, en admettant
{(*“a crédit”} certains théorémes, tels que (par exemple) :

— tout déplacement admet un déplacement inverse ;

— tout bipoint admet un milieu ;

— deux {ranslations quelconques commutent ;

— si e, a, b sont alignés (et e # a), il existe une homothétie de
centre ¢ qui transforme a en b,

Les occasions de démontirer ces théorémes seraient alors a
rechercher dans le second cycle.
¥ — Etude mathématique de ees axiomatiques :
*  Tous les axiomes de 'une, ou 'audre, de ces axiomatiques
sont verifids en géométrie ocuclidienne plane (avee 'ansemble dog
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isométries) ou tridimensionnelle (aver "ensemble des déplace-
ments}. On est donc assuré de la non-contradiclion de ces deux
axiomatigues {sous réserve de celle de la théorie des ensembles).

*  Jai pu démontrer Pindépendance de chagque axiome de
Vaxiomatigue plane. Pour Paxiomatique fridimensionnelle, e n’ai
pas encore pu démontrer l'indépendance de A6 {“axiome du
chien’}, et j’ai méme de sérieux doutes & ce sujet ; jo sais déja que
eet axiome peut étre remplacé {au prix d"wn alourdissement consi-
dérable de la théorie} par un axiome beaucoup plus faible, iel que:
“pour toute longueur, i exisie une longueur strictement supe-
reure™ ; ou méme : “guels gue soient a et b, a et b cernant a”,

II est 4 noter que la plupart des modéles utilisés pour les

démonstrations d’indépendance sont trés simples ; certains d’entre
eux pourrzient éventuellement éire utilisés, dés fe secondaire, pour
illustrer le mécanisme de ces démonstrations d'indépendance, Par
exemple, la géométrie tridimensionnelle vérifie toute Paxiomatigque
plane, sauf V'axiome du pliage : celui-ci est done indépendant des
autres,
*  On pourrait aussi rechercher des variantes axiematigues
moins rigides, susceptibles, par exemple, de définir les espaces
hilbertiens réels (supprimer axiome du tabouret et celui du pivot,
qui jouent le rble d’axiomes de dimension...}, ou d’autres structures
de type géométrique dignes d’intérét.
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