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ETUDES

Base magique

Par Jacques PINAUD, Robert DOMAIN, ef Pascal MONSELIIER,
IREM d°Oridans

T.& Fletcher (11 disait en 1972 ne psas connaiire {e théoréme
général concerpant la dimension de Vespace vectoriel réeil des
matrices magigues d'ordre n. En fait, Chambadal et Oveert I'ab-
tiennent an exercice (2;. En voici une autre démonstration, gut
permet en outre de déterminer facilement une base de cet espace
vectariel :

Rappelons ka définition de “matrice magique® : Une matrice
carrée réelle d’ordre n est magique si et seulement si les sommes
des éléments de chaque ligne, de chague colonne et des deux
diagonales sont égales.

A. Quelques cas particuliers :

A. 1 Ordre 1 — Toute matrice M = {a) {a réel) est magique — L’es-
pace vectoriel engendré est de dimension 1 {isomorphe & R},

A. 2 Ordre 2 — La matrice M = (3 g) {a,b.c.d réels) est magique si
et seulemens si
ath= ¢td= ate= bt+d= atd= bte,
On conchst aisément que M est magique si et seulement si

elle s'éerit ; M = (: z). L'espace engendré est de dimension 1.

1) in “L'Algébre Linéuive par ces applicgtions” CEUIC b, 18
12y B “Algébes Linésire of algdbre tensorielle” DUNOD p. 469 exercice u® 5,
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ai Jes sommdum%@tﬁmqmw d¢ chague mlon--
ne, ot de chupas & égales. Soit B cette somme
~ commune. @W&ag@mudehmmlmeetda
szrio

Done :
tay Hiptearb (y oyt )"ﬁ:"‘b:%s) =35

8i mous fmisons apparaitre la pre-
g miére et la zoisiéme colonmes (de
somme S} dans cetts égalité, on a :

3 byHagth, ey )'*'(na'hﬂ:iﬁx) =38
by B ‘

g C : g twm=

T jon

Le choix du terme central b, {obtenu en supprimant dans ia
matrice 1oz ééments du “bord™} déterming donc lp somme S. On
pourtsit démontrer qua sspace vectoriel considérs est de dimen-
sion 3. Nous allons plutdt génera!zser cette remarque pour détermi-
tter la dimensmn dans lecasgénéral

B. Matrice magique d'ordre » (n> 3).

B. 1 Soit M une matrice carrfe d’ordre n. Nous noterons par des
lettres greegues les suites ¢'éléments, et par des lel;tms latines
ia somme dé cis suites d’éléments. ‘ ‘

1.1 81.2 .......... &1" ............. a' .0
H L)
' ¥
; o
]
B [
2,1 1 :
1 : 3
L]
M= i ) 1
i : :
al.’l “““““““““ ai.l ai,u
H :
H 3
g !

BRI "R v s nwemme - - w4 0T
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Posons : A, = {am MO LI, . ieme ligne
r= {a”, By g ey By g5 eonr By jéme colonne

Ay = {a, 4, By gy 8y gy s By s ooy an*n} lere diagonale

A, = {al it g pgrerr By gy e 3::.1} Zeme diagonale

Posons
'n
L= % a, somme <des £léments de la ieme ligne
jm
n LR
C,= % a, somme des eléments de la jéme colonne.
=1
n
D, = '):1 somme des éléments de la 1ére diagonale.
1=
n L . - -
D,= X a .., sommedesélementsdela 2eme diagonale.

Enfin, considérons les sommes des lignes, des colonnes et des
diagonales précédentes privées de leurs éléments extrémes; i
savoir :

n-1 n-1 n-1 n
L = ‘E I A ¥ a.;d = & a&,i?dz: '
i

i (18] i al,rﬁvlm—i

=2 i=2 i=2
(ces somimes existent car n > 3}

F

1
2
Avec ces notations, nous pouvons dire gue M est une mairice

magique d’ordre n  si et seulernent s'il existe un nombre 8 tel
gue :

L} ”Lzm.-‘*llnﬂCj ﬁCg*.,.ﬁanng =Qg =8
Posons pour finir 1 s=¢, +d; +1; + .+
5 est done la somme de toutes les lignes et des diagonales de
ia matrice obtenue on enlevant 4 M les éléments du “bord™.
B.2 Si M est magigue, on a alors .

By +93+L3+L3+,”+L’p1

= (at‘l +d, ¥ an,n) ey, v+ aa,1)+‘§2(51,1 +Hi+ 33..:5
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e premier membre. mhnt 0.8 {puisgque M dt magnque), oft
Touve ; s |

—1 ) =
nB8=Z a, +@ +d+ T 1+ I 8,
§7 1 f= 2 i=1 "

nﬂ=0,+s+ﬂn )
Cotome €, =€ =8: nB=04B+s i.am(n—§5§ |

Ce premier rédsultal généralise celui du A 3., pour lequel n
vaut 3, et 5 vaul3 b, (dansianotationdu A 3) puisque, la matrice
abtene en enlevant & M ges “bords™ se réduisant & (by ), Ia
somre des lignes et des ﬂingonaies de cette matrice vaut

§=hy + by + by !

€. PROBLEME : Congidérowis une matrice m guelcongue
d'ordre (n—2). Existe-tdl une matrice magique M d’ordre n
obtenue en “hordant” m ? Si 'on pose comme précédem-
n—1
ment s=d;, +d, + = ii, en prenant powr m les nota-
f R :
tions de In figure, pour qu’une telle matrice M existe, il est

© nécessaire que S=—§"-— {ct B).
n—2

8 est donc détermingé.

PR IR 2 a-3
L)
m'=
au 127" &n-l iv an 1.8
4 8, By g 2 n
azx aaz a‘ﬁ,i"uznlain
: 832 ; !
M= : : :
81 %tz Zaai Haana fFaae
an.l anJl “au.i 8, RS SN ]
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4

Les 4n—4 coefficients cherchés, 4 savoir :

~— ceux de la 1ére ligne ta, € il..nl)

— ceiux de la niéme ligne ‘a, G< 11,..n1)

-~ geux de la lére colonmne ta, (i 12,...n—1tj
— geux de la niéme colonne . e 32,..n—11 1}
doivent satisfaire les 2n + 2 equations :

L=8;C=8;D,=8:D,=8 (powi<{l.n}etje {1, .n.

RESOLUTION : Chaisissons arbitrairement (2n—4) coefficients
parmi les 4n—4 cherchés, de la maniére suivante :

a, , quelconques pour j & gl,..., n-—lf
&_, quelcongues pour i € 32,.,., nw2£
H reste 9n coefficients inconnus, & savoir ¢
}

— ¢eux de la derniére ligne : a_ . pouris 31,...,11;
- ia il ; Y

ceux de la derniére colonne 8  pour i € 31,...,:1 1,;
-~ lecoefficienta__, | dela premiére colonne

a! 2 61‘3 al‘ } ai = al n
.

4,3 By o 3, 3 Ay -1 By
s

a‘nwi.nwl ian—l.nl
E
.l P

en italigue | coefficients arbitraires
en frappe normale : coefficienis de m
7 : epefficients déterminés par les dquations.
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ia mﬁhon de ‘maduﬁé” deﬁpemt daéétermmrnisé-
ment d‘tme maniére umigue ; i

- presgue fous ceux de lo dmwrecofom wq”.imquehgneh
doit &ire telle que :
Li=a, +L+sg =8

doncal =8 — ailwl(poune'zl ,,n 2%)

— presque tous ceux de la derniére ligne : car chaque colonne [
doit dtretelleqye =2, | +g+a =8

doman_j=8 W c(puurjezz nwﬂf)

11 reste & déterminer - LIGPR TR VU T {enca-
dris sur 1a figure} qui doivent vérifier les six dquatians :
L, ,=8,;L =8 ;ClmS;C“mS;DI:‘S;B,“

1
— duns A, &, peut 8xe déterminé car

r
:
e d_

D, =8 done an;n = 8—a, ,~d;
- dans A, : 8, | peut &re déterminé car j
D,=8 done a,, =8~a —d,
~— dang 1" :a, |, peutetre determnem
n-—32

CimS donc a =8— £ 8 A

a—1,1
=1
peut étre determing car
] Hie 2
C, =8 donc a,  =6— ..Z; a
Il suffit 4 présent de vérifier si les conditions I, _
L, = S8 sont satisfaites. Oy, ona:

Bytpy e+ Ln_2+ Lyq =0 +cn+s:s+s+m-ms (car & = (r2)8)

- dans F,

IWlnml.l!

.0

i

=8 et

Comme .DI =D, =L, =..=L, ,=8,ontrouve:
h—1)8+ L, ,-n8 done: L _, =8
De méme :
R P + L, _, +L, =C +C;+..+C, =nS
Comme L, =4,=..L,_,=8§ ona: (n—i}8+ L =n§
donc L =8,

.
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CONCLUSION : La matrice M obtenue est magique.

Les termes inconnus arbifraires 4 partir desquels on a calcnlé
les derniers coefficients inconnus sont au nombre de :

(n—2) [coefficlents de m}
+ (01} [ceefficienis de la 1ére ligne]
+ (—3) [eoefficients restants de la lére colonne!.

Comme (n—2¥ + (n—1) + (0—3) = n? — 2n, on conclut que :

Une matrice d’ordre n est entiérement déterminée par la
donnée de {n’ — 2n) nombres réels arbiiraires.

Dot le :

THEOQREME :

L’espace vectoriel réel des malrices magiques d’ordre n est,
paur z & 3, de dimension n® ~ 2n.

D, APPLICATIONS

D. ! La méthode précédente permet la congtruction d’une base
“canonigue’ des espaces vectoriels considérés, Il suffit, dans
la zone des coefficients arbitraires, de les cheisir tous nuls
sauf un gqu'on égale a 1, et de compiéter Ia mairice par ia
méthode décrite.

Exemple : 8in - 3 La dimension de Pespace est 3,
8= done B = 5

s
32
Yoicl une base :

1 4 —1 g 1 -1 A | T
a= —3 0 2 = |- 0 1 = £ 1 —%
1 8 =1 1 -1 ) -1 2z 2

Somme Soinme 0 Somme 3
cars = 0 car § = {) car s = 3

Sin = 4 : La dimension de 'espace vectoriel st 16—8 = 8, 1a

formule 8 = —'— devient § = & .
n—2 2
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Voici une base ;
10 0 —1 0t 6 ~1
A= o fo oi ol s=f 0o P01 0
-2 {0 __0] 2 -1 0____0_! t
1 0 0 —3 1 -1 o 0
Sw=wg=0n E=ag=d
' T S R | 0O o 9o .0
e e —ow ) = o
co 0 fo io =1 ? io 9] —
-8 _9; 1 =1 §0__ 9
1 g —1 0 0 0 o o
w g == ) S=g=g
¢ 0 ¢ 1 ¢ 0 90 1
o o [0 o0 e b 0 PTTI 0
. 1 g__0! @ 2 |_u__ b -1
0 9 1 0 1 1 0 3
s=2 :8=1] s=2 ; BE=1}
0o 6 0 1 i 0 0 1
o [7-Sankad-y.
G= 4 «:0 g1 1 H= 0o o 0 1
2 V1 0r-2 140 11—
—1 0 1 1 o 1 0 @
g= R  8=0 s’-‘Z’;S\—_——I
D2 Bi on note J, Vespace vectorie]l des matrices magiques
J - R
L PR . .
d'ordre n, Papplication M reg Sub 8 la matrice magique

M, associe sa somme S, est une forme linéaire (facile & véri-
fier), Le noyau de ceite forme, ensemble des matrices mogi--
gues de somme nulle, est donc un hyperplin de dimession
a® - 2n- 1.

CONCLUSION : L’ensemble J: des matrices magigues d’ordre n

et de somme nulle est un espace vectoriel de dimension
P Oy 1L

Exemples :
St n= 3 J est de dimension 2. Les deux promiers vecteurs de Ia
hase pmposee ayant une sormme nulle, ils forment une base da J

~724 _
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< ' o
Si n=4 d, est de dimension 7. Pour trouver une base de J,, on
peut prendre les quatre premiers vecteurs de la base proposée, et
les complter par trois veclewrs tels que Pensemble des 7 vecleurs
forme un systéme libre, On pourea choisir :

T R B 6 6 6 0
o -1 ¢ 1 0 0 1 -1
t=H~E=Fy g5 g -1 I°F~CG=[45 .1 o 1
O 1t —1 @0 6 1 —1 0

.2 Le carré magigue

16 3 2 13
5 10 11 8
9 & T 12
4 15 14 1

de somime 34, que Pon trouve sur la gravare au burin “La mélanco-
lie¥, d’Albrecht Diirer, sexprime en fonction de la base préeé-
dente (¢f D1) par :

16A+3B+2C+5D+10E+ 11 F+6G+TH

4 3 8
D4 Le carré magigue “chinois” |9 5 1] sécrit dans ia base
{o, 8, y)dubD.1: 2 7T 6
f438 101 g 11 60 3
951=4]—20 2|+391-1 G 1}|+5] 412
2’?6}, 161 1-1 0 -1 2 2
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