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ETUDES

Les infiniment petits existent !

par 5. BETREMA (I.R.EM. de Nantes} ¢t G. WALLET ({ R EM.
d{f Poitiers)

Le caleul infinitésimal a présenté tout au long de son histoire
une dualité de méthode : utilisation d'une part de quantités infini-
ment petites, élaboration d’autre part de procédés de démonstra-
tion permettant d’'évacuer les mémes quantités, Déja Poeuvre
d’Archiméde est marguée par ce trail caractéristique, Cependant
Paspect rigueiuy de la démonstration y est lorgement dominant et
servira d’ailleurs de modéle 3 des générations de mathématiciens.
{le n’est qu'au XVIle siécle que le calcul différentiel et intégral
dégage peu 4 peu sa spéeificité en méme temps gue semble s'impo-
ser Musage au moins géoméirique de 'infiniment petit. Cette ten-
dance est illustrée particuliérement par FERMAT, PASCAL,
HUYGENS = BARROW. Dans la derniére partie de ce siécle,
LEIBNIZ dégage partiellement linfiniment petit de sa gangue
géométrique et en fait un chjet mathématique susceptible de
s'intégrer & des calculs ; avec l'aide de cet outil, il va pouvoir
reconnaitre et isoler les concepts fondamentaux du calcul infini-
tésimal. Mais déja la polémique commence 3 propos du statut de
Uinfinitésimal et des contradictions qui semblent régler son usage.
A partir du XV]ile siéele, I’histoire du calcyl différentie] est mar-
quée simmultanément par un essor formidable (travaux A'EULER et
de LAGRANGE) et par le rejet de ce qui avait permis son essor,
BERKELEY dénonece de maniére trés violente Pextrapolation des
opérations définies pour les grandeurs finies aux prétendus infini-
ment petits,
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Alors qu'BULER utilise avec audace et souvent avec suceds
des guantités infinies, D’ALEMBERT, dans "article de ’'Encyclo-
pédie consacré a la Différenticlle, qualific de métaphysique,
d'obscur et inutile Pusage des guantilés évanouissantes. Ainsi le
titre méme de P"ouvrage de LAGRANGE : “Théarie des fonctions
analytiques, contenant Jes principes du calou] différentie}, dégagé
de toute considérstion d’infiniment petits, d'évenouissanis, de
limites ot de fluxions, et réduit & analyse des quantités finies".
Cette tendance se renforee jusqu’a I’élaboration dans ke courant du
XiXe giérle de Papproche moderne de ["analyse avec les travaux de
CAUCHY, BOLZANQ et WEIERSTRASS. L’histoire semble alors
avoir donné gon verdict : 'infiniment petit n’'a plus sa place dans
I'édifice de 'analyse dont 'un des piliers est maintenant le concept
de limite.

C’est en 1960 qu’un logicien américain, ABRAHAM ROBIN-
SON, a Pidée d'utiliser un modéle nonstandard pour valider la
notion d’infiniment petit. La théorie qu’l met au point, nommée
Anglyse Non-Standard, est une véritable revanche posthume de
LEIBNIZ. 11 y est démontré gw'on peut reconstruire l'analyse
classique en plongeant ie corps des réels R dans un corps non
archimédien *R dont cerfains éléments sont infiniment grands
ou petits,

L'exposé qui suit, et gui s‘appuie sur un article de VAN.
0SDOL [7], donne une présentation élémentaire du cotps *R des
réels nonstandard, Ls simplivité des applicetions & Danalyse qui
sont abordées ici permet d'éviter la démonstration préalable d’un
théoréme d'existence, it théordme fondamential de 'analyse non-
standard. Le lecteur intéressé trouvera dans (41, |5let 161 une
démarche opposée... et des applications plus riches,

Congtruction de *R

L’idée est, comme dhabitude, de faire le guotient de Ven-
semble, noté B des suites de réels, par une rejation d’équivalence.

On peul. pensger i prendre comumne définition @ {x, )~ {y,) s,
et zeulement si, les deux suites coineident d partir d'un certain
rang,

En d’suires termes, en appelant [F Vensemble des parties
8 CN dont le complémentaire est fini, on aura par définition :

(1) ()~ {Fn)* Inky =y} EF
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F est ce qu’on appelle un filtre sur N, car :
)& F
H) 8 5, €F =8, NGB, & F

) 8E Fat SCTC N=>TEF

La relation définie par (1) est réflexive (car N € F ) et symé-
trique, et grice & la propriété (&) du filtre F, ¢ile st transitive ;
¢’est donc bien une relation d’équivalence.

De méme, grice i (ii), les opérations usuelles de somme et de
produit de deux suites sont compatibles avec la relation d'équiva-
lence (1). On peut donc définir une somme et un-produit sur
Pensemble quotient. La classe 0 de la suite (0, 0, ... 0, ...) est &ié-
ment neutre pour addition, ef celle 1 de (1,1,1, ...,1,...) est
édlement neutre pour le produit. La vérification des axiomes
&d’anneau est facile, mais il existe toujours des éléments non nuis
sans inverse : par exemple !

Soit {a,) la suite définie par:

g, = € si n esl pair

8, = 1 si n estimpualr

Ona: {8, % 0 , {{a, ) désigne la classe de (a, )] et pour toute
suite {x,),onma:

(1) {5 = (Bax) # 1
puisque |nla, x, = 0! esiinfini, d'on
mia, x, =4 €F

De méme, ia relation d'ordre passe au quotient ; on a explici-
tement Ia définition suivante ;

(%) % (¥, ) si et seulement si : 3:_1 ixnéyn; € F
Mais, nouvel inconvénient, Fordre obtenu n’est pas total : on
ne peut eomparer § et la clagse de Ia suite (-1)®, puisque ;
migLAM ¢ F
ini{-1)°=0if g%
Les difficultés rencontrées seront levées si on peut remnplacer
le filtre JF par un filtre W, (avec & C L) tel que :
(v} quelle que soit lapartie S CN: {8€‘Wjou (ESE%)“’
) 8 désigna la partis compMmentare de B dana N .
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Un filtre possédant 1 propriété {iv) est appelé un ulirafiltre.
Lexistence, pour tout filire F, d’un ultrafiltre W tel que F CU,
est une conséquence simple du lemme de 2om, et done de
Paxiome du choix.

Dans Ia suite, W désigners un ultrafilire sur N contenant le
filtre & des complémentaires des parties finies de N . Par défini-
tion, *R sera le quotient de R¥ par UL, , c’est-d-dire par la rela-
tion d*équivalence définie par :

(%, v (y,} si,etseulementsi, inix, =y, | &L
(on appelle *R un uitraproduit).

I est & noter que ¥R dépend de 'ultrafiltre WL choisi, et
gu'en outre on peut seulement prouver 'existence de tels ultra-
filtres, et non en constnuire,

Notation : Pour toute suite (x_ ) de réels, nous noterons x sa
classe modulo IL; de méme, y sera la classe de (y, ), etc..; %, ¥
sont done des éléments de *R, el par définition :

=y EA(X) v F) e Inlx,=y,] EU
Par passage au guotient, on définira dans *R une somme, un
praduit, et une relation d’ordre. *R est alors un corps lotalement

ordonné, sppelé corps des réels non standard. Vérifions seulement
iel que les deux difficuliés renconirées précédemment tombent, :

4) Tout &lément non nul x € ¥R admet un inverse pour le

produit, En effet par hypothése :
initx, = 0f "

Done (propriété (iv) des ultrafilires) : infx, # 01 €U
et lasuite y, définie par:

¥, = x, & x, # 0

Y. 0 (ou wWimporte gquol) sinon
est bien telleque:  {(x ¥ (y,) ~ (1L, 1,1, ..},

b) Boit *P Pensembie des élémenis strictement positifs de
*R ; *F est défini par :

x € *p si, et seulement si, injx, > 0 €U
Montrons gue pour tout éiément x € *R, nous avons :
' xE*P ou x=0 ou —XE*P
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el que ces trots cas 8" exclient mutuellement () .
Pour cela, considérons les trois ensembles :
d= inlx, <0}, K= {nix, =0} , L= {nlx >0

Hs forment une partition de N, ef, d'aprés la propriété (iv)
des ultrafiltres, on voit facilement que 1'un d’entre eux appartient
4L, et un seulement {I’intersection de deux d'entre eux est vide,
et ¢ €U). C.QF.D.

Enfin, on plonge facilement R dans *H en identifiant le
réel x et la classe de la suite (x, x, x, ...}. Désormais R désigners
un gous-corps de *R ; on appellera réels les dléments de R , et
réels non-standard les éléments de *R |

Infiniment petits et infiniment grands
Soif {x, ) une suite telleque ;1  limx, = + =
Cela signifie que, pour tout réel a , nous avons : a < x; 4
partir d’un certain rang, ¢’est-a-dire :
) imia<x,l € F
Or, par définidion dell, ,ona: F C1lL
Donc, pour tout réel 2 1 a<<x

Les réels non standard supérieurs en module i tout réel
{ordinaire) sont dits infiniment grands. Notons que ‘Il est “beay-
coup plus gros” que F ,done la condition :

v a inla<ix il € U
ne signifie pas que la suite (x!) tend vers + = . BEn d'aotres
termes, il ¥ a “'plus” &'infiniment grands que ceux auxquels on
gattendait : si lim %, = + >, alors x est un infiniment grand,
mais la réciproque est fausse. .

De méme, on appelle infinimant petits les riels non standard
inférieurs en module i iout réel strictement positif. Si
lim (x,}= §, x est done infiniment petit mais la réciprogque n’est
pas vraie.

0 est e sen] réel infiniment petit.

81 dx > 0 est un infiniment petit, et a un réel, Uintervalle
Ja— dx, a + dx | comprend un seul réel, 4 savoir a, et l'inter-
valle }dx, 2dx] ne coraprend aucun réel.

{23 Coonne en auire *P est maniféxternent sishle poinr Uaddition »f e midltiphicetion,
il s'ensisit gue "R eal un ¢orps totalement ordonné.
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On sait que R est, 3 un isomorphisme pres, le seul corps
totalement ordonna wvérifiant 'axiome de Ja borne supérieure,
Dans *B  on trouve donc des parties majorées sans borne snpérieure,
par exemple l'ensemble I des infiniment petits. En elfet, soit par
Pabsurde &= Sup L

8t a est infiniment petit, nous avons : 20 € 1, ¢’od contra-

a
diction car &< 2&; sinon: 3 majore I, d'od encore contradic-

2
tion, puisgue a est le plus petit mejorant de 1.
Un élément % & *R est dit au contraire fini s'il existe un réel
a tel que Ixi< a.L'ensemble ¥ des éléments finis de *R est
un anneau, dont 'ensembie I des infiniment petits est un idéal
maximal (vérification facile). Donc F/I est un corps. Montrons
gu'en fait F/1 est isomorphe & R, c’est-d-dire gu’on s le théoréme :

Théoréme §

Tout élément fini x de *R se décompose de fagon unigue sous
ia forme :
x = n+du

oll u est un rief, et du un infiniment petit.

Demanstration

Par hypothése, I'mnsemble : L = }y € Riy < x{ est borné,
puisgue x o8t fini. Soit n la borne supérieure de L .

Montronsque du=x—u¢€l
Soit ¢ un réel {ordinaire) sirictement positif. Par définition
de u ,nous avons
u~~¢e€L et utedl

dol:u—~exx Clest-ddire u~—x= ¢
et ut e>x clestadire x—u<e

d’od au total :
k—ulse

Comme ceci est vrat pour tout réel ¢ strictement positif, ona
bien :

du = 2 ~—u&f
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Enfin, soit une autre décomposition :
x=u +du avec vER du 1.
On obtient u —v' = du’' ~dueIn R

dolt: u=u et du~du (CQRFD.}

Prolongements

Soit X CR ; on appeliera *X la partie de *R constituée des
% tels que :
inix, & X| € 4L

Vu la définition du plongerment de R dans *R, on 4. :

X ¢ *X
De méme, 8i { est une application X > R, on appellera
“t Y e =R
b ' E — y
Yapplication définie pax :

Yo = Ky} sixga € X

¥n = 0} {ou n'importe quoi) sinon
On étendra de méme les fonctions de plusiewrs variables. On
vérifiera que ces définitions ont un sens grice 4 la propriété (ii) de
WSEq et TEW =8N T

On vérifiera sussi que l"on a bien : x€ }%# *{x} = f{x)

Exemples

1) Un élément de *N, c'est-a-dire un naturel non-stendard,

est la classe d'une suite (x, ) telle que :
in g, € N} € ‘U

En particulier, comme MN& W , les 8léments x & *R véri-
flant : ¥ n: x, € N sont des naturels non-standard.
La classe de {1, 2, 3, ..., n, ...} est un naturel non-standard infini-
ment grand,

2} 8i+ ot - désignent les opérations dans R, *+ ef *. sont
bieny, comme oh pouvait s’y attendre, les opérations du corps *R.

Par conséquent, si f: X-— R est une fraction rationnelle,
*1 est 1a fraction rationnelle correspondante *X — *R.
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Theorémes d’analyse

Nous allons traduire dens *R un cortain nombre de concepta
danalyse dans R. Les traductions obtenues sont trés satisfaisantes
en ce sens gu'elles sont voisines de Mintuition ; mais il ne faut pas
cacher une difficulté qui, mésestimeée, conduirait 4 des paradoxes :
la traduction dans *R doit utiliser les projongements *X, *f, etc...
définis au paragraphe précédent, prolongements qui ne sont pas
toujours aussi “simples” ou “naturels” que 'on pourrait espérer
{ef. 1 2] pour des paradoxes).

DPans toute la suite, nous utiliserons la relation d’équivalence
suivante dans *R . x ~ y Bi, et seulement si, X — v est un infini-
ment petit. On dira dans ce casque x est infiniment voisinde v .

N-—R

Boit S : une suite de reels.
n —— S(n

Theéoréme 2
S converge vers le réel a si, et seulement si, pour tout
naturs! infiniment grand » € *N ,ona:
*S )~ a
Autrement dit : § converge vers le réel a si et seulement s :

S (v} est infiniment voisin de a lorsque v est un nature] infi-
niment grand (7).

Démonstration *
a) Supposons gue lim S{n)} = a. Soit € un réel > O ; il
existem& N ;
n>m= Bin)—alde
Seit ¥ un naturel infiniment grand. Posons ©
K= |nly, € NI Inlg, 2 mi

Par hypothese K €%L, ef:

nekK = i8{p_)—al<e
Done
KT L= [nlidlr,}—al<el

Ceci prouve gue LEUY,, d'ot: | *8v)—a|<e¢

Ceci est vrai pour tout € zéet > 0, done *8(v) —a est infiniment
petit.
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b} Inversement, si 8 ne converge pas vers a, il existe un

réel € > O et une sujte croissante de naturels v(nj tels gue ;
¥ n {Spin)—al >¢

v est un naturel infiniment grand el que ¢ *8{r} ~ gl > £, ce
qui prouve gue *S{») n'est pas infiniment voisin de a (C.Q.FD.)

On démontrera de fagon analogue le théoréme suivant ;
Theoréme 3
f: X — R et continue en g € X &, ef seulement si, pour tout
X E¥X, nous avons !

x ~ g = *f(x} f{a)

Applications

1} Soit X Vensemble des réels non nuls, et  V'application

X~ R

R N .
On vérifiers que *X est Pensemble des réels non standard différents
de zéro, et *f application

N — 2l
x —+ 1fx
Scit a & X. Montrons gue { est continue en a . Soit da un infi-
i £ petit :
miment peti 1 R da
a-+ da a a{a + da)

est un infiniment petit (les infiniment petits forment un idéal
dans 'ensemble des nombres finis) (C.Q.F . 1)

2) Somme et produit de fonctions continues en a sont
continies en a ,car:

*f+rg) = ¥+* e *ig = D¢

et ia relation y v 2z (y estinfiniment voisin de 2 ) est compatible
avec Paddition et la multiplication !

Revenons au théoréme 1, qui affirme que tout élément fini
% € R peut étre déeomposé de facon umique sous la forme :

¥=u+du avec u€ER etduesl
Om posera u = R{x) {*partie réelle’” de x}.
On obtient alors les traductions intéressantes suivanies qu’on
pourra chercher 4 démontrer {cf [7]) :
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Theéoréme 4
X ¢ R est fermé si, ef seulement si,

¥xe*X (xfini= R{x)€ X}

Théoréme 5
X ¢ R est ouvert si, et seulement si, pour toul réel x € X et tout
infiniment petit dx € I,nousavens : x + dx€*X
Théoréme &
XCR A lp~ief® ' ¢

X TR est compant si, et seulement si, tout élément x & *X est fini
et verifie: Rix)E X

On en déduit immeédiatement que toul compact X est fermé,
En outre X compact est borné {dans R) ; sinon if existerait dans
X une suite non bornée (x,), <'est-d-dire un infiniment grand
X& *¥X,

Réciproguement, si X C K est bornd {dans R), *X ne compor-
te que des éléments finis ; donc un fermé bormné est compact. Nous
avons )a une “démonstration non-standard” du théoréme connu
(dont la formulation n’uiilise aucun ferme non-standard) :
Théoréme 7
X C R est compact si, et seulement si, X est fermé borné.

Autre exemple de démonstration non-standard :
Thaéoréme 8
L'image continue dun compact est un compact.
Démonstration
Soit X uncompactde R, f: X — R, et ¥ = £f{X),
Soit ¥ € *Y :il existe donc une suite (x;}dans X telle que :
iniy, = fx, M €U
Dol :
¥y = *f(x) et x€*X
Comme X estcompact : x = u + du avec u€ X, du€ il
Comme f est continue, le théorame 3 indique : *f{x) ~ f(u)
En résumé : y ~ f(u}, ce qui prouve gque ¥y est finl, et que
Ry)=f(u}e Y.
Donc Y est compact,
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Nous arrélerons 13 nos exemples d’snalyse non-standazd, car
on pourrait continuer ainsi longtemps : dérivation, intégration,
ete.., On voit que les {raitements non-standard des définitions et
des démonstrations sont plus proches de lintuition (peut étre en
gsont-ils “infiniment voisina' %).

L’ analyse est une branche déjid trés développée des mathéma-
tiques, et P'analyse non-standard n'y a pas apporté de révolution.
Cependant, on lul doit déjd quelques résultats nouveaux ot elle a
permis de redémontrer de maniére plus élégante de nombreux
théorémes.,

I est surtout remarquable de constater que le grand assainis-
sement de Panalyse, opéré au milieu du XIXe siécle par I’éviction
des infinitésimaux et le développement des ‘‘(¢ , n)-raisonne-
ments”. ne découlait peut-étre pas d'une nécessité logique.

E$ plus tard, par un {errodsme intellectuel remarquable, ceux
{entze autres les physiciens) qui ont continué & uliliser les infini-
ment petits ont éé considérés avec mépris, et nous eontinuons a
répandre cet éfat d’esprit, Bt pourtant, ’élégance et la rapidité des
méthodes infinitésimales auraient pu nous inquiéier....

Bien sir la construction, présentée dans cet article, des réels
nonstandard, construction qui repose sur Pexistence d'ultrafiltres,
est impossible dans le systéme de pensée du 1Pe siécle ; ¢’est une
constriction de Vépogue de ia logigue modéme et de 1a théorie
des ensembles,

Mais §l faudrait &udier si, sans consiruire le corps des réels
nott-standard, il n’était pas possible, dés le 19e sigcle, de deéfinir
rigoureusement les régies d'empioi des infiniment petits et infini-
ment grands. Les mathématiciens du 19e siécle, malgré des erreurs,
avaient une bonne pratique de I’'emploi de ces notions | en outre la
conviction s'est développée chez eux {cf [8]) que la source de la
validité des mathématiques se situe dans la maaipulstion réglée
de symboles.

Ii foudrait donc analyser les raisons qui les ont poussés &
abandonner les infiniment petits et 4 exelure ceite notion plutdt
qu’a la régler. Bt si on sdmet 'hypothése d’une nécessité intra-
seientifique i eette exclusion, faut-il reconnaitre iei un exemple de
refoulement que suppose 1’'émergence d’un certain type de ratio-
nalité, ici analyse 7 De toute facon on tient certainement 13 un
cas exemplaire, ni trop proche, ni trop lointain, ou peut étre voe

- 469 =




Bulletin de 'APMEP n°309 - Juin 1977

et éfudide Pinfluence du contexte idédologique d'une épogue {en
particulier social, politique et philosophique) sur le déveioppe-
ment des mathématiques.

Enfin, la réponse i la guestion : gu’est-ce qui, en profondeur,
a produit, en mathématiques, 'abandon des infiniment petits ?
peut amener A une nouvelle réflexion sur la pédagogie de Pinitia-
tion 4 Panalyse, Quand on sait, par expérience, la difficulté qu'il y
a & fonder cette derniére sur les **(¢ , p)-arguments™ ...

BEBLIOGHRAFHIE

Louvrage Fondamental de ROBINSON {6] prisente *R & partir de
cohicepis généraux de lagique, rappelés dans un premier chapitre. On aura
un apergu de ceite démarche en consultant 'article de LIGHTSTONE (2],
f1] et [8} ne traitent pas des réels nonstandard, mwis sont des études épis-
témologiques sur le deéveloppement du calcul infinitdsimal,

[1} BADIOU A,.: LA SUBVERSION INFINITESIMALE. Cahietz pour
PAnatyse. N® 9, Editions du Seuil.

[2] LIGHTSTONE A, : INFINITESIMALS. The American Mathematical
Monthly. Veol. 78, N°® 3, 1974,

[3] LUXEMBURG W.AJ : APPLICATIONS OF MODEL THEORY TO
ALGEBRA, ANALYSIS AND PROBABILITY. HOLT, RINEHART
and WINSTON. New-York 196¢

[4] LUXEMBURG W.AJ. : WHAT IS NONSTANDARD ANALYSIS ¢
The American Mathemsatical Monthiy. Vol, 80, N 6, Part 1I (1973)

{8] MACHOVER M. ¢t HIRSHFELD J. ; LECTURES ON NONSTAN-
DARD ANALYSIS. Leciures Notes in Mathematics 94 ; 1869,

[4] ROBINSON A. : NONSTANDARD ANALYSIS North-Hellond,
Amsterdam 1966,

{7] VAN OSDOL DH.: TRUTH WITH RESPECT TO AN ULTRAFIL-
TER OR HOW TO MAKE INTUITION RIGOROUS, The American
Mathematicsl Monthly, Vot 79, N° 4, 1972,

{8] C.HOUZEL, 1L. OVAERY, P, RAYMOND, JJ. 8ANSUC . PHILO-
SOPHIE ET CALCUL DE LINFINI Maspéro, 19076,

o 70 -



	Etudes
	Les infiniment petits existent !


