Des échiquiers en tous genres
par Jean de BIASI, Université Paul Sabatier, Toulouse

Sur 1'échiquier classique, simple quadrillage 8 X 8 ol les cases
sont alternativement blanches et noires, quelques mathématiciens
parfois prestigieux se sont penchés. Ils ont imaginé ou généralisé
quelques problémes, certains relativement sirnples, d’autres dont la
solution n'est que trés récente ou encore inconnue. En voici
guelques-uns.

1} LE PARCOURS DU CAVALIER (Euler - de Moivre -
Vandermonde} '

“Un cavalier peut-il parcourir les 64 cases d'un échiquier
8 X 8 en passant une fois et une seule par chaque case ?°".

La réponse i ce probléme [qui est la recherche de l'existence
d’un chemin (fig. 1) ou d*un circuit (fig. 2) hamiltonien sur un
graphe] est affirmative et les solutions sont sans doute assez nom-
breuses.
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Question - Existe-t-il un percours du cavalier pour toui
" échiquier généraliss p X g ¢

Lauteur ne connaft pas la réponse mais une méthode de
recherche pourrait consister 4 déplacer e cavalier vers 1z case d'oQ
il contrdle le minimum de cases non visitées... (Berge dixit (I}}

2) LE PARTAGE DE LECHIQUIER {Olympisdes mathé-
matiques 1974)

*On veut découper un échiquier 8 X 8 en p rectangles en
rezpectant les cases el les conditions supplémentaires suiventes ;

» Chaque reciangle contient autant de cases blanches gue de
coaes noires

« St a, est le nombre de cases bignches du iéme rectangle,
aglors gy < 63 < ... G,.

Déterminer lg valour maximale de p pour lagquelle un tel décou-
puge est possibla et indigquer pour cetle valeur de p toutes les
suites a,, 44, ... 8, possibles™

Les conditions
8 <8, <..<8 et 2 =1
impliquent % > i pour tout i élément de [1, p] , d'od

y ~+
al+az+u..+8’}1+2+-..+pm (l;l}

Or a +ta +.+a, = 32
d'oir Mﬁ:Sﬁ & p<7,

cette valeur max:male 7 étant admissible puisque
1+2+3+4+56+T7+10 = 32

Comme
&§X 7

2
2, estau pluségal 4 11, dote 7 < ay € 11,
=7 ne convient, pas car l'on surait a; = i pour tout i 'éément

de{l 7} d’old E 8 = 28

a ey fo.bag = 21,

a, = 11 ne convient pas non plus car le rectangle correspondant
serait obligatoirement du type 2 X 11, ce qui n'est pas possible.
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i} reste les possibilitds a, € {8,;9;10} dont chacune
donne au moins une solution ;
(1:2;8:5:6:7:8) ; (1;2;3;4;5,8;9) ; (1,2:3:4;6;7;9) ; (1;2;8;4:5,7:10)
Voici une configuration pour chacune des solutions,
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La généralisation de ce probléme au cas n X n, puis au cas
p X q, parait possible, mais I'investigation des solutions est sans
doute 1aboarieuse,

< =3 by
4
oo

3) DES DAMES OMNIPRESENTES

“Quel esi le nombre minimum de dames d placer sur un
échiquier 8 X 8 pour contrdler toules les cases 2",

Ce nombre est § [et comrespond au nombre d’absorption
du graphe G des mouvemenis possibles d’une dame sur un échiquier
(voir 1) 1.

Notons qu'avec § dames il est possible de contrdler un échi-
quier 11 X 11 {fig. 8) mais qu’actuellement il semble que 'on ne
connaisse pas de résultats précis sur la dimension maximum n(k)
d’un échiquier contrilable par k dames.
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4) DES DAMES BIEN TRANQUILLES (Gauss et beaucoup
d'autres...) .

“Peut-on placer 8 dames gul ne s menacen! pag su¥ un
échiquier 8X 8?7

Ce probiéme admet exactement 92 sohutions {pouvant aisé-
ment se déterminer par ordingteur), Gauss Jni-méme n'en ayant
trouvé “que” T6. Elles se déduisent des permutations suivantes
de (0;1;2;34:586;7):

(50417263} Q03567162 (35720641
(35041725) (M5726314) {(46182¢37)
(46152073) (247308615 {370486152)
(21640756%2) (61520374) {24170635)

dont chacune donne une configuration par rotation de 'échiquier
et par syméirie par rapport i la diagonale principale. Chague
permutation donne donc 8 solutions sauf la dermiére qui nen
donne que 4 (d'ou 8 X 11 + 4 = 92}, En voici {rois :

(b0417263) (356720641) - (24170635
fig. 1

(zénéralisation, "“Placer n dames qui ne se menacent pas sur
un échiquier n X n"'

a) Premiers esscis - Solution pour n= 0,1,4.8 (6] (¢’est-a-
dire “moduto §")

On construit des échiquiers de ¢6t€ 1,2,3... ; on se munit de
jetons que 1'on haptise dames et le jeu commence ! Powxr 1, solu-
tion évidente ; pour 2 et 3, pas de solution ; pour 4, deux solutions
réciproques Tune de Pautre correspondant & la permutation
(2;0:3;1) de {0;1;2:3). '
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N (20631) ' 1130

Pour B, pour 6, pour T, une solution presgue évidente ¢t trés
réguliére est obtenue en plagant les dames suivant deux droites de

pente Z(y = 2x+ Lety = Z(x—m)od w = E )

y!
G »
. 5 »
L * 4 '
» ] 3 .
* ' 2 ¢
[ * 1i+
¥ " ) '
0123456 £
n=25 n=86 n=7

Mathématisons un peu ceite solution pour étudier son dven-
tuelle géndralisation. Choisissant % axes orthonomés ox, oy avec
ox, bord inférieur, crienté positivement vers la droite et oy, bord
gauche, orienté positivement vers le haut, on peut associer a
chague case une abscisse et une ordonnée foutes deux naturels
compris entre (0 et n— 1 {au sens large} ; la solution précédente
correspond alors & Papplication bijective o de ['intervalle de natu-
reis I = [, n—1] dans luiméme défini pour n=2m ou
n=2m+1,par: '

o(x) = 22+ 1 pourGs x< m—1
et 0 {x} = Z{x~m} pourm < x < n—1

Comme 5 es{ une permutation de [,,, il ¥ 2 bien une dame of
une seule sur chaque ligne et sr chaque colonne. 8i I'on appelie
maintenant diagonale premiére D, une droited’équation y— x= k
(paralléle & la premiére bissectrice) et diagonale seconde D une
droite d'équation y+x = k (paralléle a 1a deuxiéme hissectrice}, on
voit sans gifficulié que toutes les DY passant nar les points associds
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8 Iz bijection précédente sont distinetes. Le seul cas de “menace’™
peut done provenir de deux points situés sur une méme disgonale
seconde, ¢e gui exige l'existence d'um paturel x te! gue

2x+1—0
X m

= 1
d'oir :
m=3x+1 e n=6k+2 ou n=86k+3
Par suite, la permutstion précédente constitue bien una soly-
tion pour n= §,1.4,5 {6] mais ne convient pas pour n = 2.3 [6],
cag rebelles !
b) Lescasrebelies: n= 2,3 [6)
&) n= 2 [6] . Digtinguons % cas :
® 1= 8m+ 2 avec m impair (c’est-d-dire n=8 [12] ou
n=1Zp+ 8).
{C’est en particulier le cas de "échiquier classique 8 X 8). Une
solution est obtenue en généralisant la deuxiéme proposée pour
n = 8 {fig. 1} et consiste i poser

G(x) = 0j{x}= Zx+3 pour § % x T Hp+2 eraphe Gy
O(x) = 03ix} = Hn—Ep—3) + 2=4k—Z pour x = fipFSk+l, | Sk KEpt3 gaphe Gy
i) =0 yMx) = 2(x-—8p—d) = 4(h—2) Ppour x = SpHEk, 2Nk | IpIP geaphe Gz
1) = Og{n-~i) = 1 EXaphe Gy

+ BEn particulier o; {x) est impair et différent de 1, o, {x} et g, {x}
sont pairs, Je premier congru 4 2 [4], le deuxiéme congru a
04} ; osf{x) vaut 1 ot Jos restrictions g, , @, , ¢3, 05 sont toutes
injectives ; donc s elleeméme ost injective; et comme
Card e(1,) = n, o est bijective et par suite il y a une dame et
une seule sur chaque ligne et sur chague colonne.

« It n’y a pas 2 dames sur une méme diagonale premiere, la seule
éventualité non fausse d'une maniere évidente éiant Vexistence

4 (k—23—% T o
dun naturel k tel queﬁn-* G — ;800 2k =7, ce
qui est impossible.

+ 1in'y a pas 2 dames sur une méme diagonale séconde car celles
qui passent par les points de G, sont du type D2, , celles qui

passent par les points de G; du type D', , , celles qui passent
par les points de G; du type Dy’ 4 et enfin celie qui passe
par G, est Di = D?; ped  Qui n'est aucune des précédentes,
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-

. n=20

® n=6m+ 2, mpuir (Cest-ddire n 2 2{12l,oun=12p+ 2)
1ne sclution est -

AWri =) = 2x + 3 pudr G X B p—1 graphe Gy
Kopp =0 (Bp3 =1 graphe G
M3 = (X} = 24x—8p F I3 Ak Y ADDUr X = 6B + 2k + 1 O H & 3p—1 graphe Gy
Hx) =g (X} = B{L—EP—1} =4 —2POUT ¥ =6DP + 2 R, 1 SK S ermphe Gg
‘e — 1y =ein 13 =© ' Emphe Gy

Comme précédemment, on
vérifie que o est bien une : 3
permutation de I,, d'ol *
Pexistence d’'une dame et s
d’une seule sur chague 3
colonne, puis qu'il n'y a pas :
2 dames sur une méme dia- ' i
gonale premiére {'existence . s
d'use telle configuration
conduirait 4 1'égalite 2k = 5, :
kEN} et enfin gu’il 2’y a 3 :
pas 2 dames sur une méme - : -t
diagonale seconde {en raison- 2 i
nant sur des congruences). n=14

= )

~ 8) n= 3 [86]. Dans chacun des 2 cas précédents (n= 8[12] et
n= 2 [12]) il n’existe aucun point sur D}, c’est-a-dire aucun % tel
gue o{x) = x ; pat suite, en posant o(n—1)=n —1  ces deux ¢as
se prolongent a n= 9 [12] et n= 3 [12] et fournissent donc Iz
solution pourn = 3 [6].
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L n = "] * 1 = 15
Remarques

1) La solution précédenie du probiéme des n dames en
position de “iranguillité” sur un échiguier n X n esh originale
mais n'est sans doute pas la meilleure. En 1969, Hoffmann, Loessi
et Moare {11} en avalent également trouvé une mais elle ne paraii
pas non plus parfaite. Peui-gtire un lecleur trouvera-i-il s belle
solution valable pour tout n ?

2) Ce probléme traditionnellement considéré comme une
amusetie se rattache 4 Ia notion de “distorsion” d’un espace mé-
trique introduite et étudiée par C. Frusnay. Pour un tel espace
{E, d), on appelle distorsion toute permutation ¢ de E telle que :

(V)Y (xEE yeE x+y = dlex), ¢¥)) #dxy)
et trouver une solution au probléme des n dames, ¢'est bien
trouver une distorsion de I, muni de la distanee définie par la
valeur absclue. H est alors tentant de chercher I'existence d'une
distorsion de N ou de Z (échiquier infini ou doublement infini).
On sapergoit vite que cetie recherche est netfement plus facile
que celle rencontrée dans les cas “rebelles™ e les solutions sont
nombreuses. Cela provient du fait que le caraciére fini de nX n
se révéle ici trés coniraignant alors gue le caractére infini laisse au
contraire une grande latitude dans le choix deg couples {x, #(x)).
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