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EXAMENS ET CONCOURS

Remarques sur le probléme de

terminale C, a Paris en Juin 1975
par A. TORTRAT, U E R. 48, Université Paris VI

Awant pris connaissance du probiéme de terminale C de Paris,
34 motivation probabiliste, Il m'a paru utile d’écrire guelgues obser-
vations pour le Bulletin de PA.P.M. : ce probléme doit normale-
ment retenir Patiention de nombreux coliégues an cours de ia
prochaine année scolaire, & deux titres me sembie-t-if :

1) le programme de Probabilités y intervient, 2} des parties
diverses du cours 5’y conjuguent pour donner un sens coneret au
probléme | la partie Il n'est qu’une illustration particuliére de Ia
partie II, mais justifie la partie I, et le calcul numérique qui vy est
demande, en Jui donnant une signification probabiliste {fout calowd
plus o moins ennuyeux ne prend =on intérét que lorsgu'on lui
donne une signification, laquelle dépend pour un méme résuifat
aumérique de ["application envisagée).

La motivation probsabiliste de la partie IIf déborde le cadre
précis du programime. TeHe est la raison de mes remargues, mais
aussi de montrer gqu'on peut saisiv 'occasion d'un probléme
concret, susceptible de retenir Pattention d’éléves paur des raisons
non mathématiques, pour disetter du cadre mathématigue {proba-
biliste) qu’appelle sa solution, poser des quesiions et miroduire 3
des développements théorigues futurs, au lieu de proeédder comitie
frop souvent : parachuter un cadre formel qui pamit intangible,
des définitions elles aussi non significatives, alors Qu’on gagnerait &
expliquer chaque fois sur des exemples non artificiels les motiva-
tions vraies, la nécessité ou Putilité des propriétés postuldss.
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Dans le cas présent, il sagit en particulier de montrer gue
P'egpuce £ habituel n'est ni unique ni indispensable {alors
s’évanouit la question de savoir s'il est Bnicunon ! ),

{Ine note de I’énoncé {en I le) invitait 4 ne pas chercherd
définir espace de probabilité en question, car le programme est
Iimité aux espaces 51 finis. Mais le probléme posé appelle inévi-
tablement cette recherche, qui nous pamait dun certain intérét,

1. %1l est bon gqu’on habitue "éléve 4 baser un probléme de proba

bilités sur un espace {1, 2 P} sous-jacent (A : algébre de parties
de (1), i 1'esi peul-tre moins gue la définition méme dune
épreuve (aléatoire) soit idertifide A un (et un seul} tel espace
dans le concret, ce qui doit éire défini avec précision c’est une
expérience au résultat aléatoire : alors vient 1a recherche dune
représentation mathématigue, qui n’est presque jamais unique.
Un événement E a une existence indépendante de 'espace de
représentation, de méme que sa probabilité ou 'espérance
d’une variable aléatoire.
L'habitude est prise par beaucoup de probabilistes de poser at
départ un 2 non défini, c'est le support de v.a. dont on se
donne les lois mutuelles ou certaines propriétés, Pour un calcul
déterminé on cherchera souvent l'espace de représentation
minimal conceme (alors il sera défini ! ), par exemplie si les
seules fonctions d’une méme v.a. réelle sont étudides, celie v.a,
peut étre identifiée a la fonction [(x) = x de R dans B et sa loi
définie directement sur fa tribu borélienne de R.

Exemple. La loi de Bernoulli devrait étre présentée comme liée
4 une épreuve répétde K fois (alors @ = [G,1{ %), mais, ne
concernant gue le nombre de réalisations d'un événement E
{E, a la kdidme épreuve} et non Pordre de ses apparitions, on
appligue £ sur ' = (6,12 K!{, lg loi en guestion est la
prohabilité dens ©2' ; on la notera P’ pour 1a clarté de 'explica
tion initiale, mais on peul aussi la noter P, car c'est P sur une
sgus-algebre de [algébre initiale (algébre d'événements, ne
Poublions pas, dont les parties de Q ne sont gu'une représen-
tafion}.

2. B est ciair gue P'essentiel, ¢’est la fonciion P (4 valeurs dans
[0,1]}, définie et additive sur une algébre A& d*événements, Les
w soft plus symboligues ; lorsque §2 est dénombrable, is repré-
sentent, il est vrai, en pénéral des evénements, bien identifiés,
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de A. Lorsque ©2 n'est pas dénombrable, il est, nous Pavons
dit, souvent “posé” abstraitemernt, les w n'ont pas de significa-
lion précise el concrétement $t sera souvent en fait, méme si on
ne le dit pas, vemplacé par un autre espace dont les points
s'interpratent mieux,

. L'énoncé en question conceme un probléme particulier ié 3 la
repelition infinie d’une partie opposant deux joueurs A et A
ot A gagne ave¢ ia probabilité p non nécessairement égale 4
1/2. Désignons par 2, l'espace 10,11 ¥ lié aux K premiéres
parties.

Lépreuve est icl en guelgue sorte la réunion des Sy
(K = 1,2,...}. Cela ne permet pas de définir directement des
disjoints, car chaque wyg ide St ) se divise en deux wyg.;. En
fait on s'intéresse aux événements By = “A est ruiné 3 la
K-itme partie”, et E'y (A’ miné). Ces événements disjoints
peuvent étre pris pour événements elémentaires de 'épreuve
gobale (ou comme ¢vénements d'un {1 que nous ne précisons
pas pour I'instant). C'est dire gqu’alors 2y est réduit a 2K + 1
points, les By, B, k< K, ¢t I'événement “la partie continue™
qui se divise en trois & 1a partie suivante,

On voit qu’esl parfaitement définie une algébre d'événements, a
savoir Ualgébre A , engendrée par les B, E'y. Dans A 5. les
Ex . E'x sont des atomes, c’est-a-dire des événements insécables
{vomme les w d'un ), et un dernier atome est 'événement
02— % Ep ~ ¥ By, soit B, = “la partie dure infiniment”. Tant
gu'une algébre est engendrée par des atowies en guantité
dénombrable, une v.a. (“mesurable pour cette algebre’) est une
fonction constante sur les alomes, ef o’est en particulier & une
telle défimition gque pourrait {devrait t ) se borner Penseigne-
ment taint qu’on se borne a des Q dénombrables.

. Le probléme qui nous occupe {en sa partie 11} 1%} envisage les
ey =]

événements £,= % E, (ruine de A) el 8’% =¥ E'k (ruine de
1 1

A') qui ne sont pas de A,. Mais le raisonnement de 1® b. fait
intervenir (comme probuabilités condifionnelies} des nombres
r. qui égalent ies prababilités de ruine du joueur A si son
avoir avant la premiére partie est n (et 3a —n celui de A"), #
introduit les événements 1 X, = n| : c’est dire gue nous devons
fpour appuyer ce raisonnement sur un couple (A4,P)), uiiliser
Palgébre engendrée par toutes les va. X, ,ie. 4 = Uag, o
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ay @t 5 {0y ) ensemble de toutes les parties de Q> et paser le
probléme d'y adjoindre &, et &,,, obtenant lalgébre A.

5. En désignant par r,q la probabilité de riine, en ¢ parties
exactement, de A ayant au départ l'avoir n, ¢f en posant
g = 1= p, on obtient la relation de récurrence

150 = P Yooy S F 4o,
On en déduit, en sommant sur £ de 1 d =, 1 € n< 3a—1,

k==

que pn = & r,q vérifie py, = P pge + qop.g pour n> 1 {car
1

Yoot 0 = w0 = ) et aussi pour n = 1, en posant Yoa = 1.

Ainsi on a obtenu les valeurs de p_ et p',_ et prouvé gue
®, + p‘ﬁa =1

6. Admettons 'existence d’un prolongement de P 3 Palgébre A4 .

Tout B de A s'éerit B, + £ By, ou B + T E'}, ou
el krl

B, + Eg,aveeB € a ).

L& raisonnement de Ia question 1€ b, nous donne ces mames

valeurs 2 p’zal de somme 1 pour r, et r‘h. Clest dire que
7] .

r, = 1, = I P(E,) (donc aussi que P( % Bp)= = P(Eq)),

et que le prolongement est nécessairement unique.
Cela était clair on 4 aussi, car Padditivité de P inpose

¥ -]
Pilruine de A) > % P(E,} done > ? g = gy

Die méme P {ruine de A"} 2 5.,

Alors g, + p'y, = 1 impose Végalité dans ces deux inégalités,
Ainsi “F B, = 07 résulte de la solution de la question 1° b., ce
qui n’était pas stir au départ, et v’est pas du tout trivial, L'exis-
tence du prolongement {unique} est assurée par

P(B, + kEl Eg)= P(B )y + kEﬁ P{E;) (de méme avec

a0y
By + ¥ E'g). Rappelons qu'un théoréme standard assure
kel

Texistence et unicité d’un prolongement c-gdditif de 4 a 4
fcar P est o-additive sur A, auire théoréme standard), mais
unicité du prolongement additif n'est ict assurée que grace aux
expressions de &, et &'a2, dans A& ef a
L PB4 T P(EL)= 1.
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4. Bien shr le {I naturel 146 3 ce probléme ost 10,11 % . Maisilala

—r

puissance du continu, comme E_ . BEn effet, B contient tous
les points w ainsi obfenus : aux parties 28+ 1 et 20+ 2, A
gagne d'abord puis perd ensuiie ou inversement. Alors X,
demeure entre a—1 et a+ 1 et (si a> 1} la partie dure
infiniment. L’engemble de ces w est de méme cardinalité que
10.11Y et donc aussi B

Peut-8tre devrait-i 8tre mieux conmu que si on ne prend pas
A= § {0}, ce n'est pas uniquement par inexistence d'une
probabilité dénombrablementadditive {non triviale, prouvée
dés que §1 est rion dénombrable}, mais parce gqu'une probabilité
seulement additive répondant au probiéme peut ne pas exister :
sur la surface de la sphére ¥ d'aire 1 de R?, il nexiste pas de
fonction additive P sur & () gui prolonge 'aire ordinaire de
fagon que P suit invgrignie par toute rotation.

Ce résultal de preuve assez élémentaire est d@ 3 Hausdorff
(1914) ot étend un résultat aniérieur concernant 'existence
d’ensembles non mesurables {ici au sens de fa o-additivité} sur
la circonférence, En f{ait le résuliat de Hausdorif est begucoup
plus surprenant car il établit qu'une fois enlevés une infinité
dénombrable de points, £ se partage en trois parties égales
entre elles {au sens de la superposition par rotation) et chacune
égale a la réunion des deux autres. (+)

Dans ie cas du probléme, on peut appliquer 22 sur {0,1] en
faisant correspondre &2 X; = a+ 1 le segment [{lp] et &
Xy =a—1 le segment [p,1], puis ainsi de suite par divisions
successives, Seul les poinis de 8 & coordonnées toutes égales a
1 (ou D) sauf un nombre fini d’entre elles, ont une double
représentation dansg [0,1], et ils peuvent étre négligés, Alors
"image de P coincide avec la mesure de Lebesgue dansg [(,1], et
le prolongement ({invariant par translation modulo 1) a
7 ([0,11) existe {prouvé par Ranach, vers 1920}, donc aussi un
prolongement nefurel dans £ {un prolobgement arbitraire
existe toujours, mais il n'est pas dénombrablement additit}.

Un point peut et doit nous semble-t-il étre porté a Pattention
deg &léves : 'établissement de la relation de récurrence prend
en considération 'événement EX%} = “ruine de A, postérieure &
k', conditionné par X, =n ou par Xy =n X, =m

Ci. Paut LEVY. Le paradoxe de la sphére ef ley Halonis en chaine, {Anaales Univers

sité Bodapest 3.4 ~— p, 185-1443
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(m=n+1oun—1, n# 0 et 3da). L'indépendance des parties
successives, avee |’axiome (essentiel) des probabilités
composées gui permet de construire la probabilité globale P a
partir de celles de chacune des parties successives (sinon il faut
parachuter P et jouer abstraitement de I’indépendance), prouve
que la probabilité de cet événement {E‘*? | X, = n, Xy = m!
ne dépendnide k nide n,c’estdone ry,.

Celle de |EY¥), X, = ni{ esl. done

o1 PIXe=n,Xyu=n+11 +1,, PIXy=n, Xpy =n—1}
=PIXy =nl (Prpa + qrag)

En divisant les deux membres par P(X,, = n) on obtient
Pl +qrp., =P |EX| X, =nl =1,

En fait P(X, = n) n'est plus grand que 0 que si n a la parité de
a pour k pair, la parité contraire sinon. On peut laisser
tomber les autres cas de probabilité totale nulle.

On peut aussi raisonner i intérieur de | X, =.n! {(sous-entendu
“la partie a duré jusqu’a cet instant), espace conditionnel
équivalent 4 X, = ni, il reste alors seulement i conditionner
par X,y =nz 1.

. Ce qui précéde ne nous donne pas les P(Eg) = r, g mais, par la
méthode de la partie I1 du probléme, on obtient immédiaie-

o=l
ment leur fonction génératrice p {u)= EE In § u?  définic
=0

au moins pour 0 € u< 1. En effet nous avons vu en 5. qu¢
pour 1€ n< 3a—1

In R=DPIne1 20 F g G1
deplus 1y y =1 et ry g=r3, ¢=0 pourtout ¢> 0.
Multipliant par u? et sommant sur €, nous trouvons

¥n=Uu {p Yasr T ‘Pn-l}

dont la solution générale s’écrit ¢, = At + £ t3 ou t;, el t,
sont les racines de I'équation t=u (p t* + g).
Compte tenu de ¢, (U)=1 el ¢a,.(u) = 0, on obtient

Atpu=1 et ratd2+utiz=0,

D’on ¢3a — 3a

ST N [
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10. H est ¢lair que le dsultat ¥, + v'5, = 1 €quivaut & “La suite
des vanables aléatoires X, converge avec la probabilité 17,
car, suivant les chemins infinis, la suite X, ne converge pas.
(3n a donc prouvé, sur un exemple illustrant les idées essen-
ticlles, mais trés simple parce gue les trajectoives arrétées au
temps n sont en nombre fini, un théordme savant concernant
la comvergence d'une martingale définie par une suite
croissante de temps dlartdt v, ¢ ¢, est Uinstant aléatoire ol

X, 1% n atteint Pune des valeurs 0 ou 3a {'un des jousurs
est ruiné) et 7, = n si aucun jousur n'est rwiné au temps n
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