Rubrique des problémes de ’'APM

Cette rubrique est pour le plalsir, celui qui nous fait cholsir
les mathématiques & vingt ang, et non directement pour notre
enseignement.

Le niveau ne doit pas excéder celui des classes préparatoires
ou des deux premiéres années de faculté, Un certain caraciére
d’originatité dans Vénonce est soubaité, ce qui exclut, en parti-
culier, les applications immédiates de théorémes classiques, ou les
problémes déja parus dans d’autres revues.

8i l'auteur d'un énoncé n’est pas en mesure d’en donner la
solution, il doit accompagner son envol du maximum d'informa-
tions congernant le probléme, afin d’aider les responsables de la
rubrique. Un sstérisque signale un probléme dont la solution n'est
pas connue de ceux-ci. Le Bulletin publie les meilleurss soluiions.

Enoncés et solutions sur feullles séparfes et tapées & la
. machine 5.V.P. Noubliez pas de signer. Toule correspondance
concernant la rubrique est 3 adresser & ¢

Charles AUQUE
Université de Clermont-Ferrand
Matheématiques Pures
B.P. 45 . 63170 AUBIERE

ENONCES

Enoncé n° 48 (CUCULIERE, IREM Paris-Nord)

Pour quels entiers p entre 1 et 9, existe-t-il deux nambres
distinets, qui s'éerivent en utilisant une fois et yne seule chacun
des chiffres de 1 a p, tels que Pun divise Pautre ?
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Enoncé n® 49 (EHRHART, Sirasbourg)

On désigne par £{n) le nombre de points d'intersection des
diagonales {considérées comme segments) d'an pelygone régulier
convexe 4 n cdiés,

1° Déterminer f(12) et f(16).

2% Déterminer f{n) ou, 4 défaut, donner Ie meilleur encadre-
ment possible de f{n}.

Enoncé n° 50 (PERONNY, Clermont-Ferrand)

Existe-t-il une suite numérique réelle {v,), telle que la série
de terme général uf soit convergente pour & = 1 et divergente
pour touta ¥ 1 7

SOLUTIONS

Encncé n® 42 (BLANCHARD, Marseille)
Déterminer les paturels m et n tels que [19™ — 2" soit
un carrs.
Sofution (B, CHEVREAU, Ecole Polytechnique de Quito)
A) Boit d’abord Péguation
2" —19% = g?

Bim #£0,ona nx§ |, d'ol la congruence

192 + 2% = @ mod. 16

Cette congruence est impossible, car les puissances de 19 sont
congrues 8 1, 3, 9 ou 11 et Jes carrds impairs 4 1 ou 9.

Avec m=10 , n ne peut tre supérieur ou égal 4 2 (sinon
le premier membre serait congru & —1 mod. 4 et le second a 1
puisque 3 est #npair).

I reste done les deux solutions triviales :
m=0, a0, a=4 ¢t m=8, n=1 a= 1.
B) Eqguation 1§™ —2® = a2,

1) Bupposons nz Z,  Alors a est impair, La congruence
modulo 4 conduit a m pair. Soit m= 2.

De {(19° —a) {19 + a) = 2%, on déduit
19 —a=2% et 19" +a=2""% avec ¢ < n—a.
19 = (2% + 2502  entraine « = 1.
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On a alors 19°—1=2""2 ot une contradiction
modulo 3.

2) Voyons maintenant n= 1, Le premier membre est
congru a— 1 modulo 8, el ne peut donc &tre un carré.

3) Ilreste n = (.
a est pair ; en considérant les deux membres modulo 4, on
oblient m pair. Posons m=2r.Ona

{19 —a) {1F + a)} = 1

Les deux facteurs sont égaux 4 1, ce qui correspond 3 la solution
m=n=a=0, :

Autres solutjions : COQUET de Valenciennes, qui propose aux’
lecteurs ’équation voisine 19™ + 2™ = a? , QUENTON de
Madrid et Pauteur.

Enoneéd n° 45 {ADLER, Paris)

Soit P un polygone plan non convexe, On prend Venvelopps
canvexe de ses sommets ; solt AB un segment de cette enveloppe
convexe gui n'est pas entiérement un segment de P; A et B divi-
sent le polygone P en deux parties; on prend la symétrique de
'une de ces parties par rapport au milicu de AB ; elle détermine,
avec l'autre partie, un nouveau polygone P,

Si P’ est convexe, on achéve Palgorithme, sinon oo applique
la méme méthode au polygone P'. Démonirer qu'au bout dun
nombre {ini $'opérations on obiient un polygone convexe.

Snlution de 'auteur,

Les deux polygones P et P’ ont des ¢Olés deux a deux équi-
pollents. Or, si nous partons d’une somme de n vecteurs nulle, il
nest. possible de déterminer avec ces vecteurs gu’un nombyre fini
de polygones.

Par conséquent le processus défini est soit fini soit pério-
dique. Ce derniér cas est exclu puisque Vaive do polygone
mgmente.

On peut remarguer gue le polygons convexe obienu est
unique, & une symétrie-point et une transiation prés.
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