Bulletin de 'APMEP n°302 - Février 1976

6

ETUDES

Sur la représentation d’un naturel

par la somme de deux carrés
par E. EHRHART (Strasbourg)

La théorie des nombres est riche en propositions intéres.
santes, mais elies sont en général difficiles 4 établir. Parfois, cepen-
dant, on peut atteindre des théorémes importants et curienx par
des raisonnements élémentaires instructifs, quitte & admetire au
départ certains résulfats. On se propose d'en monirer un exemple.

Soit u_ le nombre de points de coordonnées entiéres portés
par le cercle
X + ¥* = n (n naturel}

On démontre que u_ = 4{d—d'), o d et d désignent
respectivement les nombres de diviseurs de n de la forme
4K + 1 et 4K 1.

La formule u_ = 4(d—d’) a été établie par Dirichlet 3 partir
des formes guadratiques, mais seulement pour n impair {Journal
fiar Math., 21, 1840, page 3). Ele a ét¢ retrouvée depuis par plu-
sieurs auteurs.

Deésignons par p et g respectivement les nombres premiers
des congruences 4K + 1 et 4K — 1. La décomposition de n en
facteurs premiers s’écrit alors
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{1 est clair gque ;

{(AK'+1) (4K"'+1) = 4K + 1
(4B'~1) (4K''—1) = 4K + 1
(AR'+1) (4K"—1) = 4K —1
Tout diviseur impair de n esl le produit d'un diviseur A de
P par un diviseur B de Q. Noions gue A est toujours de la forme
4K+ 1, tandis que B est de la forme 4K+1 ou 4K-—1 suivani que
le nombre de ses facteurs est pair ou impair.

Hexiste a= M (1+a) diviseursde Aet b= 11 (1+8)
i=1 f==
divisenurs de B, Nous allonz montrer d’abord que si b est impair,

+
b:“g-‘ des B sont des 4K—1 et b'—"‘a'l des B gant deg 4K+ 1, de sorte
aue b+1 b—1
d-d' = atg At =a

et donc u = 4a; puis que si b est pair, g- des B sont des 4K+1

et es g" autres B sont des 4K—1, de sorte que

d-—-d'=ag— etdonc u, = 0.
1} & est impair, c'est-a-dire tous les g sont pairs. 8 Q= ql’“’" .
ses diviseurs B = q “.a,'.q .. q, 2m forment une suite dont
les termes appartienneni; altérnativement aux congruences I deg
4K+1 et 9 des 4K—1. Comme les tertnes extrémes de la suite font
partie de T, il y a bien un B de plus dans F que dans &,
Raisonnons alors par réeurrence sur
£m Zm 2m Sm
. ] 2 _
Q = (Q1 Q2 A q,MI ¥ ]) q ¢
Supposons que les diviseurs du produit entre parenthéges peuvent
s ranger dans une suite S de termes appartenant sliernativement a

¥ et 3 @, les termes extrémes faisant partie de % . Les diviseurs

2m - e
g, ° Fforment une suite 8 de méme nature. Or les diviseurs de

Q s’obtiennent en multipliant tous leg teyrmes de B par le premier
terme de S, puis tous les termes de S par Is second terme de §',
ete, Les diviseurs B de Q seront ainsi rangés dams une suite 87 de
méme nature que S et 8 : il ¥ a donc encore un B de plugdans T
que dans &.
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2} & est pair, c’est-d-dire Pun au moins des § est impair. Soit
d'abord 8, le seul § impair :

2m 2m am 2m +1
Q = (ql 1 a, 2 9 & 1} a
Les diviseurs du produif enire parenthéses sont encore rangés

- L. Zm +1
dans la suite S, Les diviseurs ¢°,¢’.q%..q ° de

Zm +}

q ° forment une suite T de termes appartenant alternative-
ment & Fet a Q, le premier terme étant dans T et le demier dans Q.
Les diviseurs de @ s'obtienneni en mulfipliant tous les termes de 8
par le premier lerme de T, puis par le second terme de T, efc. Les
diviseurs B de Q seront ainsi rangés dans woe suite T de méme
natiire que T. It ¥ a donc autant de B dans § que dans Q.

Raisonnons slors par récurrence,

?..mkﬂ%l 2mk+r+l qzms__ld) 2m3+1
g

[ ftm, =m, 2m, )

Bolt @ = '.\qi G ey )(“k» 1 " 1

Les diviseurs du premier produit entre parenthéses farment une
suite 8. Supposons que les diviseurs du second produit entre paren-
théses peuvent se ranger en une suite T, de sorte que les diviseurs
du produit des deux parenthéses peuvent étre rangés en une suite

T

2 +]
Or les diviseurs de ¢ s s& rangent en Bne suite T, Les

diviseurs de @ s’obtiennent en multipliant tous les termec de T' par
ls premier terme de T {ce gui donne autant de B dans 7 que dans
€1}, puis tous les fermes de T par le second terme de 'V {ce gqui
dopne encore autant de B danz 3 que dens G, ete. On voit done
que pour Pensemble des B, il ¥ en a autant dans § gue dans §.

Résumaons les résultais trouvés.

Theoréme 1, Désignons par p et ¢ respectivement les nombres
premiers de la forme 4K+ 1 et 4dK—1. Le cercle
X* + Y =n porte des poinfs entiers si et seule-
ment si, dans la décomposition en facteurs premiers
de

o £y o 81 B 8
n= 27‘;)1 ! P, - P r .
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fous les § sont pairs. Le nombre de ces poinis est
alors” ¢
4 1 (1l+e)
¥ 1

Remarque 1. Pour que le théoréme {et sa démonstration) s’appli-
que aussi quand il n’y a pas de g dans la décomposition de n, on
doit considérer que dans ce cas les § sont nuls {@® =1} ; de méme
quend il n'y a pas de p, on doit considérer que les o sont nuls, de
sorte que f{l+o}= 1.

Comme corollaires, on obfient immeédiatement les deux résul-
tats classiques suivants :

Théoréme 2. Tout nombre premier de la forme 4n+ 1 estégalala
somme de deux corrés,
Théoréme 3. Le produit de sommes de deux carrés gst une somme
de dewx carrés.
Remarguons gue le thé oréme 3 résulie aussi de 'identité ;
{a* +b*}E?* + b?)= {as’ + bb)* + (ab’ —a'b)?
Notons aussi que si n et n’ sont premiers entre eux et si les
cercles X* + ¥? =n, X? + Y? = n' portent respectivemnent N et
N’ points entiers, le cercle X* + ¥? = nn’ en porte E?iﬁ .

Théoréme 4. Les cercles X3 +¥* = n of X* + Y2 =2n por
tent le méme nombre de poinits entiers.

Rappetons enfin deux théorémes fameux :

Théoréme de Bachel, 5. Tout naturel est égal d une somme de
quatre carrés, dant ceriains peuvent éire nuls,
{(Pour la démonstration, voir par exemple Particle
“Théoréme de Bachet” de A, Buqguet dans le Bulle-
tinn° 194 de mars 1959)

Théoréme de Gauss, 6. Un naturel est lo somme de trois carrés si eof
seulement g il n'est pas de la forme 4" (8k—1).
(Voir une démonstration dans le “Cours d’arithmé-
tique™ de J.P. Serre aux Presses Universitaires de
France, 1970)

* Ddja en 1825 &_ fiirard savait gu'un sntier ext décomporable en somme de deux carmés
i et reulement 31 sa décomposifion en fackeurs premiers ne prévente Das de puissancea
impairs d'un premicr de la forme 481 {Larithmeétigque de Bimaon Sievig annoiée par
A, Girard, Leoide, page 8227, Gauss u trowuvéd e sombee 3 4 iy« 1} de eer décomposi-
Liony en pertant des Fforipes quadratiaques himaires {Oeuwvres posthumes, pages
REG-2T5)
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Remaorque 2. Pour appligquer le théoréme 1, il n'est en génédral pas
hécessgire de fsire la décomposition compléte de n en facteurs
premiers. On peut en effet I'énoncer autrement !

Théoréme I bis. Pour que le cercle X' + Y2 = n porte des
points entiers, i faut et i suffit gue, débarrassé des
facteurs 2 et des facteurs premiers de lg forme

4K+1, n devienne un carréd parfaitl, Si alors Vensem-
bie des facteurs enlevés se présente sous o forme

Ql az [¥ 3

% " p, " p,

le nombre de points eniiers du cercie est

T

40 (1+a)

i=1
Remarque 3. Le nombre u_, déterminé pour tout n > 0, a une

définition simple : c'est le nombre des décompositions de n en
somme ordonnée de deux carrés de naturels. Son calcul par le
théoréme 1 bis est Sgalement simple, quoique éventuellement long,
puisqu’jl exige une cécomposition partielle en facteurs premiers.
Mais ce calcul s'énonce de maniére assez compliguée ; on est loin
des banales fonctions rationnelles, ou il suffit de traiter n directe-
ment par “les quatre opérations™, Le graphe cartésien de la fone-
tion . n b ua{n) est une suite infinie et capricieuse de points,
dont la plupart sont situés sur 'axe de n . Sans étre croissant,
u(n} prend “dans i"ensemble’ des valeurs de plus en plus grandes
gquand n croit et, sans étre péricdique, il reprend une infinité de
fois toute valeur qu’il a prise une fois. Insolite arithmétique !

Remargque 4. En écrivant u = 4{d_ -—d'n )' pour u,, U, ..., 4,
en remarguant gue ug = 1 el en ajoutant toutes ces égalités

membre & membre, on retrouve sans difficulté un thdoréme
céisbre, di 4 Gauss :

Théoréme 7. Le nombre de points entiers situés dans ou sur e
cercle X* + Y? = n est

IH ) ’n naturel

v m1+4(nwi-‘3|+[ﬂl—[—+ .
r 3 -5 il = partie entiére de a

- B
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S8t dans celte expression on supprime les berres de
partie entiére, on obtient une approximation de V_ :
1 1 1 ,
=1+ 4n 1—~-—-+-—-—--—+...) =1+za=1+8
L 5 7 n
De maniére évidente, la surface 5 du cercle est en
effet une bonne approximation de Vn .
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