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ETUDES  

Sur la représentation d'un naturel 
par la somme de deux carrés 
par E. EHRHART (Strasbourg) 

La  théorie  des  nombres  est  riche  en  propositions  intéres­
santes, mais elles sont en général difficiles à établir. Parfois, cepen­
dant, on peut atteindre des théorèmes importants et curieux par 
des raisonnements élémentaires instructifs, quitte à admettre au 
départ certains résultats. On se propose d'en montrer un exemple. 

Soit un le nombre de points de coordonnées entières portés 
par le cercle 

Xl +  y' =  n (n naturel) 

On démontre que un =  4(d d'), où d et d' désignent 
respectivement les nombres de diviseurs de n de la forme 
4K + 1  et 4K  1. 

La formule un = 4(d-d') a été établie par Dirichlet à partir 
des formes quadratiques, mais seulement pour n impair (Journal 
fiir Math., 21, 1840, page 3). Elle a été retrouvée depuis par plu­
sieurs auteurs. 

Désignons par p et q respectivement les nombres premiers 
des congruences 4K + 1 et 4K - 1. La décomposition de n en 
facteurs premiers s'écrit alors 

n 2'l'(Pl al p, al ... p,"') (q/l q/' ... qstl.) 2'l'PQ 
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Il est clair que  : 

(4K'+1)(4K"+1)  _.  4K+  1 
(4K'­1) (4K"­1)  ~ 4K + 1 
(4K'+1) (4K"­1)  4K ­1 

Tout diviseur impair de  n  est Je  produit d'un diviseur  A  de 
P  par un  diviseur B  de  Q.  Notons  que A est toujours de la forme 
4K+ 1, tandis que B est de la forme  4K+ 1  ou  4K­1  suivant que 

le nombre de ses facteurs est pair ou  impair. 

Il existe  a=  Il  (1+",,)  diviseurs de A  et  b  =  Il  (l+/l,) 
i=l  i=1 

diviseurs de B.  Nous allons  montrer d'abord  que si  b  est  impair, 

b­1  des  B sont des 4K­­1  et  b+ 1  des B  sont des 4K+ 1,  de sorte2  2 
que 

d­d' =  a b+1_  b­1 =  a 
2  a 2 

b
et donc  u  =  4a ; puis  que  SI  b  est pair, 2 des B sont des 4K+ 1

b  n 

et les  2' autres B sont des 4K­1, de sorte que 

d  = d'  = a  ~ et donc  u  =  02  n' 

1) b est impair, c'est·à­dire  tous  les  Il  sont pairs.  Si  Q  q  2m  , 
1 

ses  diviseurs  B =  q  0, q  1, q  2,  q  2ru  forment une suite dontH' 

les term~ appartiehnent altJrnativefuent aux congruences :r des 
4K+l  et  él  des 4K­1, Comme les  termes extrêmes de la suite font 
partie de  ~', il Y a  bien un B de plus dans  3' que dans él. 

Raisonnons alors par récurrence sur 

=  (  2  ml  q22ffi2 2m S­I)  2ru,Q  q1  ...  q'­l  q 

Supposons que  les  diviseurs du  produit entre  parenthèses peuvent 
se  ranger dans une suite S de termes appartenant alternativement à 
9'  et  à  a, les  termes  extrêmes  faisant  partie de :r.  Les diviseurs 

2m 
q  'forment une suite S'  de même nature. Or les diviseurs de, 

Q s'obtiennent en multipliant  tous  les  termes  de S  par le  premier 
terme  de  S',  puis  tous  les  termes  de  S  par  le  second  terme de S', 
etc.  Les  diviseurs  B de  Q  seront  ainsi  rangés  dans une suite  S" de 
même  nature  que S  et S'  :  il  y  a  donc  encore un B de plus dans  ~' 
que dansa. 
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2) b est pair, c'est­à·dire  l'un  au  moins  des  fi est  impair.  Soit 
d'abord  fi ,  le seul i3  impair: 

2m +12m  1)  q  ,...  qs-l 11­ , 

Les  diviseurs  du  produit entre parentbèses sont encore rangés 

dans  la  suite  S.  Les  diviseurs  de 
2m ... 1 

q  ,  forment  une suite  '1'  de  termes appartenant  alternative· 
ment à  ~'et à 0, le premier terme étant dans  :Tet  le dernier dans 0, 
Les diviseurs  de  Q s'obtiennent en multipliant tous les termes de S 
par le  premier terme  de  '1',  puis par le second terme de T, etc. Les 
diviseurs  B  de  Q  seront  ainsi  rangés  dans  une  suite  T'  de même 
nature que T, Il Y a donc autant de B dans  :T que dans O. 

Raisonnons alors par récurrence. 

_l'.  2m 1 2m2 2~)' ( 2mk.+l+ 1 2mk +/l ZnlS~l+l) 2ms+l 
Soit Q ­ ,qI  qz .- qk Qk+ 1 qk+r Qs-l , qs 

Les  diviseurs  du  premier  produit  entre  parenthèses  forment  une 
suite S.  Supposons que les diviseurs du second produit entre paren· 
thèses peuvent  se  ranger en  une  suite  T,  de  sorte que les diviseurs 
du  produit des  deux  parenthèses peuvent être  rangés  en  une suite 
T'. 

2m 
Or les  diviseurs  de  q,  se  rangent en une suite 'l'''. Les 

diviseurs de Q s'obtiennent en multipliant tous les termes de T' par 
le  premier  terme  de  T" (ce qui donne autant de B dans :r que dans 
0),  puis  tous  les  termes  de T'  par le  second terme  de  '1'''  (ce qui 
donne encore autant de  B dans  :r que  dans 0), etc.  On  voit donc 
que  pour  l'ensemble  des  B,  il y  en  a  autant dans  ~'que dans O. 

Résumons les résultats trouvés. 

Théorème 1.   Désignons par p  et  q  respectivement les nombres 
premiers de la forme 4K+ l  et  4K­l,  Le  cercle 
X'  + Y'  =  n  porte des points entiers si et seule­
ment si, dans la décomposition en  facteurs premiers 
de 
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tou.' les P sont pairs, Le nombre de ces points est 
alors *  r 

4  n  (H",) 
i= 1 

Remarque 1.  Pour  que  le  théorème  (et sa démonstration)  s'appli· 
que  aussi  quand il n'y a pas de  q  dans la décomposition de  n. 00 

doit considérer que dans ce Cas  les  p sont nuls  (qO = l) ; de  même 
quand il  n'y  a  pas de  p, on doit considérer que les" sont nuls, de 
sorte  que  n(l+",) =  l. 

Comme corollaires, on obtient immédiatement les deux résul-
tats classiques suivants : 

Théoréme 2,  Tout nombre premier de la forme 4n+ 1 est égal à la 
somme de deux carrés. 

Théorème 3.  Le produit de sommes de deux carrés est une somme 
de deux carrés, 

Remarquons que le  théorème 3  résulte aussi de l'identité: 

(a'  + b') (a"  + b") = (aa'  + bb')'  + (ab'  ~ a'b)' 

Notons  aussi  que  si  n  et  n'  sont premiers entre eux et si  les 
cercles  X'  + Y'  = n  ,  X'  + y'  n'  portent respectivement N  et 

NN'
N' points entiers, le cercle  X'  + y'  nn'  en porte  4 

Théorème 4,   Les cercles X'  + y' =  n  et  X'  + y' = 2n  por­
tent le même nombre de points entiers. 

Rappelons enfin deux tbéorèmes fameux  : 

Théorème de Bachet, 5.  Tout naturel est égal à une somme de 
quatre carrés, dont certains peuvent être nuls. 
(Pour  la  démonstration,  voir  par  exemple  l'article 
"Théorème  de  Bachet" de  A.  Buquet dans  le  Bulle-
tin n°  198 de mars 1959) 

Théorème de Gauss, 6.  Un naturel est la somme de trois carrés si et 
seulement si il n'est pas de la forme 4n(8k~1). 
(Voir  une  démonstration  dans  le  "Cours d'arithmê-
tique"  de  J.P.  Serre  aux  Presses  Universitaires  de 
France, 1970) 

..   Déjà en 1625 A_  Girard savait qu'un entier est décomposable .m somme de deuJt  ClItte$ 
si  et.  $élulement  si sa  décomposition cn  facteurs:  premiers ne presente pas de  puissance 
impaire  d'un premier de  la  fonne  4K~1 (L'arithmétiQue de Simon Stevin annotke par 

A.  Girard.  l.cide,  page 622).  Gauss a  trouvé  le nombre" n (Oj+ 1) de ces décomposi-

tions  en  partant  des  formes  quadratiques  binai..res  (Oeuvres  posthumes.  pages 
26&w275). 
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Remarque 2.  Pour appliquer  le  théorème  1,  il n'est en général pas 
nécessaire  de  faire  la  décomposition  complète  de  n  en  facteurs 
premiers. On peut en effet l'énoncer autrement: 

Théoréme 1  bis. Pour que le cercle X'  + y'  ~ n  porte des 
points entiers, il faut et  il suffit que, débarrassé des 
facteurs 2  et des  facteurs premiers de la forme 
4K+1, n  devienne un carré parfait. Si alors l'ensem­

ble des facteurs enlevés se présente sous la forme 

'Y  Cl  t 0:2 ex
2p  p  ...  p' 

"  ' 
le nombre de points entiers du cercle est 

, 
4  il  (1+a,), 

i=l 

Remarque 3.   Le  nombre  u  ,  déterminé  pour  tout  n;;' 0,  a  une 
n 

définition  simple:  c'est  le  nombre  des  décompositions  de  n  en 
somme  ordonnée  de  deux  carrés  de  naturels.  Son  calcul  par  le 
théorème 1 bis est également simple, quoique éventuellement long, 
puisqu'il  exige  une  décomposition  partielle  en  facteurs  premiers. 
Mais ce calcul s'énonce de manière assez compliquée' ; on est loin 
des  banales  fonctions rationnelles, où il suffit de traiter  n  directe-
ment  par  "les quatre opérations".  Le  graphe cartésien de  la  fonc-
tion  ,n 1­+ u(n)  est  une  suite  infinie et capricieuse  de  points, 
dont  la  plupart  sont  situés  sur  l'axe  de  n.  Sans  être  croissant, 
u(n)  prend "dans  l'ensemble" des valeurs de plus en plus grandes 

quand  n  croît et,  sans  être périodique,  il  reprend une infinité de 
fois toute valeur qu'il a prise une fois.  Insolite arithmétique! 

Remarque 4.   En  écrivant  un  ~ 4(d ­d'n)' pour  U"U2'''''U.,n 
en  remarquant  que  Un  ~ 1  et  en  ajoutant  toutes  ces  égalités 
membre  à  membre,  on  retrouve  sans  difficulté  un  théorème 
célèbre, dû à Gauss : 

Théorème 7,   Le nombre de points entiers situés dans ou sur le 
cercle X' + y'  ~ n  est 

\  n  naturel 

liai  ~ partie entière de a 
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Si dans cette expression on supprime les barres de 
partie entière, on obtient une approximation de V 

n 

1  1  1  ' 
V  '"  1 + 4n  (1­ ­+ ­­­+ .. )  1+ •.n =  1 +  S 

n  .  3  5  7  n 

De manière évidente, la surface Sn  du cercle est en 
effet une bonne approximation de Vn' 

Les modèles logico-mathématiques 
dans la connaissance scientifique 
parJ. GADREY 

Dans  un texte précédent (') j'avais indiqué, à propos du plan, 
co mment  on  pouvait  définir  un  modèle mathématique: à 
mi­chemin  entre une situation ou une  famille  de situations (ques­
tions qu'on se pose à propos du réel, expériences, jeux ... ) et une 
ou plusieurs théories globales, une théorie (mathématique) étant 
elle-même un couple (L, M) avec L langage logique et M ensemble 
de formules de ce langage, appelées axiomes de la théorie. 

Mais ce texte avait pour seul ohjet de situer les places respec­
tives de ces concepts à l'intérieur du processus logique de mathé· 
matisation (de certains aspects de la réalité). Il importe maintenant 
d'examiner quelle est la place de ce processus lui-même (et en 
particulier des modèles) dans la connaissance scientifique. 

1  Généralités 

Ce texte est centré SUT la place des modèles dans les sciences, 
mais on utilisera d'autres notions brièvement évoquées mainte­
nant: 

- La connaissance scientifique sera comprise comme le pro­
cessus qui permet de saisir l'essence de j'objet d'étude (c'est-à-dire 
ce qui n'est pas immédiat ni apparent mais qui pourtant détermine 
en profondeur les manifestations phénoménales) afin d'être capa­
ble de prévoir et de maîtriser dans une certaine mesure le 
processus réel. 

c*) Bulletin de l'APM NO 289 (juin 1973) "A PI0POS du pL;m matbematlqu.~ ... " 
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