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DANS NOS CLASSES

Jeux de déduction*

par Amos EHRLICH, Département de {éducation, Université de
Tel-Aviv,

Traduit de P'anglais par Michéle LELARGE

Entrainer les éléves 4 faire des déductions correctes et élargir
leur compréhension de certaines structures mathémstigues sont
deux huis principaux dans Penssignement des mathématiques. Les
jeux que nous allons décrire essaient d’aider a atteindre ces buts.
de les a1 essayés svec des éléves de 14 4 17 ans, et avec guelques
éléves plus jeunes,

Dans tous ces jenux, un jousur actif joue contre un ¢ontréleur.
Chacun des deux joneurs actifs peut servir de contréleur & son
adversaire ef une personne peui contrdler le jeu de plusieurs
joueurs actifs. Je ne vais déerire que le jeu d’un joueur actif st de
son contrblenr,

Pour comemencer une partie, le contrbleur détermine yn
ensemble de phrases, gue j'appellerai dans cet article § (je
donneral ensuite des exemples de 8). Le joueur actif ne connalt
aucune des propositions de 5, mals il en sait suffisamment pour
pouvoir déduire tous les éléments dés qu’il en connait quelques-
uns.

Suivant la question du joueur, le contrdleur lui domne une
premiére proposition de 8. Si le jouweur actif peut en déduire
mlusieurs propositions de §, it donne ses réponses au contedleur et

« Article poru dans le n® 87 de “Mathemativs Tegching™, bulletin de VA T.M,
{Aszociation of Teachers of Mathematics, Grande-Bretogne).
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marque 7 points par réponse correcte. Quand le joueur a Uimpres-
gion qu’ill ne peut plus ren déduire, il pose une question
concernant un nouvel élément de 5, obtient une réponse, et utilise
tout ce quil sait pour découvrir d'autres éléments de 8. Chaque
déduction correcte i ce stade lui rapporte 6 points. Tout résultat
que le joueur actif découvre aprés que le contrdleur Iui ait donné
un troisiéme élément de 8, mais avant un quatriéme, rapporis
5 points, et ainsi de suite jusqu’d ce qu’il ait trouvé 8 entier ou
fusqu’au septidme stade du jeu.

I n'lest pas demandé au jouweur d'expliquer la fagon dont il a
déduit ses résulists, mais s'il propose une proposition fausse, il
perd deux fois le “prix” d’une bonne réponse, le contrdleur i dit
ia réponse correspondante correcte, et il passe au stade suivant (en
d’autres termes, aprés la pénalisation, la derniére déclamtion du
joueur est considérée comme une guestion).

Pour compléter la descriplion dun jeu particulier, nous
devons définir Iz facon dont le contrBleur détermine 'ensemble
des propositions 8, spévifier ce qu’on saura au départ de 8, st Iui
dire quel genre de questions il peut poser sur S,

Arithmétique dans les anneaux Z/p?

Le contrdlenr détermine un code par leguel chacune des
lettres A, B, €, D, et E représente un chiffre de Pensemble 10, 1,
2, 3, 41 . Le jouewr actif sait que Uensemble (A, B, T, D, El et
'ensemble 0O, 1, 2,3,4 sontidentiques, mais 4 aucan moment
on ne peut lul donner ke code,

8 est I'ensemble des progositions vrales de la forme x + y = 2
dans lesquelles X, y, z sont les chiffres codés, ¢t + est "addition
modulo 5 (x+y=2z2 ¢ y+ X =2z sont considérées comme la
méme proposition}). En d'agtres termes, 8 est la forme codée de la
table d’addition modulo 5.

8 peut comportet A+ B=C ou D+ B=F (si elles sont
wajes dans lecode), muisni A=0ni A+ B= € + D. Le jouewr ne
gagne pas de point § découvrir de telles dgalités, mais il peut, bien
entendu, les utiliser pour déduite les élédments de 8.

Tes propositions qui sont données au joueur au début de
chaque stade sont déterminées par ses questions. Ces questions
sont du type “combien fait A+ B? "
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Deux jeux de treitlis

Le premier jeu de ireillis est celui du {reillis des parties de
1, 2, 31, lui-méme appelé V, Pensemble vide est noté ¢ ef pour
tout autre sous-ensemble le conmirGleur choisit un nom de code
parmi fes letives A, B, C, D, Eou F.

L’enzemble 8 pour ce jeu est I'ensemble des propositions de
la forme x Uy = 2 et XN ¥ = z ol X, ¥ et 2 sont différents de ¢ et
de Vetoll x#y, xUy=2z et yUx=2z sont considérées
comme la méme proposition. De méme pour x Ny,

ir deuxiéme jeu de treillis ressemble au premier, mais les
éléments du treillis sont V= {1,2,3 4] ; 11,2, 3] ;11,2 41;
P1,21 ;15 8811 5 181 ; et ¢ Ce sont les parties de V gui ont
les propriétas ’
fa} 2€e X=~1c X et (b} 4a€X~>2€X

Bemarguons que ces deux treillis sont isomorphes aux treillis
des diviseurs de 30 ¢t de 24 respectivement. Les étudiants ont
préfére la forme “parties de V7 i la forme “diviseurs de X

Déductions types dans les jeux de treillis

Les raisonnements iypigues des étudiants sont “il semble
raisonnable que’ plutdt que “il s’ensuit nécessairement gue’. Pour
accélérer la trarsition en déductions correctes {rigoureuses), il est
recommandé que le professeur démontre quelques déductions. Les
exemples qul suivent peuvent servir ce but. Dans cet article, je les
uiilise aussi pour montrer la différence enfre les deux jenx de
treillis.

Supposons que linformation scit AN B = C. De ced, nous
tirons que C < A et que C C B {ces deux propositions ne sont pas
des propositions de 8, donec ne donnent pas de points) et on peut
en tirer (dans les deux jeux) que ANLC=0 AU C= A,
BnC=CetBU C= B (28 points). De plus, ni A ni B ne peuvent
étre des singletons, puisque Pintersection d’un singlefon et de
n'imiporte quot d’autre est, soit vide, soit luiméme, alors que C
n'est i A, mi B, ni ¢.
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Pour le premier treillis, cela signifie que A et B sont des
paires, et C est un singleton. Notre savoir peut done se représenter
par le disgremme suivant,

Pour le'second treillis, nous savons que A ¢t B ne sont ni 11},
ni 131 et gue C est soit (1], soit 11,21 {pourqueoi ?) Ceite
information peut éire représentée de la fagon suivante.

/ A%}
e 1,24}
11,31 s 11,21 = C?
AB# |3} it £ ABC?
\ )
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Maintenant, supposcns gue le contrdleur nous dise que
A D= ¢, Dans les deux treillis, on peut conclure que CN D = ¢
{6 points),

Dans notre premier treillis, Uintersection de 2 paires est un
singleton et non ¢, donc D est un singleton. Comme D n'est pas
une partie de A, nous avohs mudntenant le diagramme :

N
<
.

C
et nous déduisons que BN D=D, BUD=RB AUD=YV, e
Cu = B (24 points de plus),
Pans le second jeu, nous tirons de A N D = ¢ que, spit A soit
B oest 134, mais A+ (3], done D= {3]. Donc A est soit 11,21
soit 11,2,41, donc B est soit 11,31 soit 11,2,31.

i1.2,41 11,21 i1i=C?
=A? =C*?
= A%
1 1 ¢
11,2,3} 11,3i i3
=RB? = B? =1
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Danslesdeux cas, BN D= Det BuU D= B,

De plus, st C= }1,2{ alors B= {1,2,3} puisque B C C, etsi
C= {11 alors B= [1,2{ puisque AN {1,231 = 11,2} # C. Dans
les deux ezs, nous avons CU D= B.

Remarguons que dans les deux jeux, l'information AN D= ¢
elle-méme ne nous permet pas de marquer des points,

Un jeu dans le produif cartésien Z; X Z, (Z, = Z/3Z)

Le systéme mathémalique est le groupe Z; X Z; . Clest-a-dire
que les éléments sont les couples (X, ,X;) o0&t X, of %, sont des
aldments de 10,1,2} munis de 1a loi 2

{(x,%)+ (¥,,¥:) = (1,22} oux, +y, =%[3]
et Xyt ¥y =2413]

Le couple (0,0) est ntoté O ; les autres hiit eouples sont codés
par les Jetires de A a2 H. § est Vensemble de toutes les propositions
vraies de la forme x + ¥ = z, sauf celles ou 'un des termes est 0,
Comme dans les jeux précédents, x + y=z et vy + x = 2 sont
considérées eomme un seul et méme élément de .

Prenons guelques exemples de déductions dans ce jeu,
Supposons gque notre premiére information soit

A+ A=EB (1)

En ajoutant A auzx deuxr membres, nous obtenons
A+ A+ A= B+ A; mais, dans Z. et par conséquent dans
ZaX 2y, x+x+x=0;d0004+B=0
Autre conséquence : B+ B=A+ A+ B= 4.

Si notre deuxiéme information est 4 + C = D, nous pouvons
ajouter B auxz deux membres at annuler A+ B :ds0 C~ B+ I

Si notre troisiéme information est A + 1 = E, en répétant le
méme procéde, nous ohtenons B+ E= D,
De {2) et (3). nous déduisons (A+ C)+ (A+ D)= D+ E, d’oti
A+ A+ C=E, douB+C=E.

Ajoutons A aux deux membres de 14galité A+ A+ C=E
et annulons A + A 4+ A, nous oblenons A + E= C,

Remarquons que, pour cette égalité, nous n’avons pss
utilisé {1).
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Jeux équivalents

il y a quelques systémes mathématiques intéressants pour
lesquels notre modéle ne peut pas réellement constituer un jeu,
mais peut fouwmir un exercice. Bien que je n’'aie pas essayé les
exercices suivants avec les éléves, jespére que chacun d’entre eux,
ainsi que leurs recoupements, seront stimulants.

1. Soitde AdGles élémenisnonnulsde Z, X Zy X Z,,
Supposons que A+ B=£, A+ D= E, C+ D= F. Compléter
1 table d'addition dans &, X Z, X Z;.

2. Soit de A A G les parties non vides de {1,2,3! et supposons que
AAB=C, AAD=E et CAD=TF (& étant ka différence
symétrique).
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