Détermination de l'indicateur
d’Euler en application des propriétés

de la fonction partie entiére
par P. ANGLES (Université Paul Sabatier, Toulouse)

ette démonstration, certainement connue, peut étre
introduite en Terminale C o0 I'on étudie Ia fonction partie entidre,
premicr axemple simple de fonction numérique d'une variable
réelle “‘en esealier”, potamment pour définir “Pécriture norma-
lisée” d’un réel.

I RAPPELS :

1) Partie entiére d'un réel

a) Définition

Paur tout x € B, il existe un et un seul entier ¢_{(c € %4)
telque e, <x<c_+1

Ce nombre ¢_ est appelé partie entiére, ou caractéristique,du
réel x, et noté E(x).
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b} Exemples EB{—n)=—4 ; EGWH=1

c}y La fonction E = {(R,R,G) ol
G=i{zyliz.y}€ BRF et y=E(x) est appelée fonction partie
“entiére. Dans tout ce qui suit, on considére la restriction EIR; de
EiRsi )

2) Rappeis sur l'indicateur d’Euler !

a) Rappelons, tout d’abiord, que 1 n’est pas premier pour des
raisons qui n’apparaissent pas clairement en Terminale C et qu’on
a intérét & V'imposer comme tel duns cette classe,

b} On suppose connues les notions de naturels premiers et de
naburels premiers entre eux.

On note, icd, aA b le plus grand commun diviseur de 3
et b (a, bEN).

a, b étant des naturels supérieurs 4 1, a et b sont donc
premiers entre eux si et seulement si (par définition)

aAb=1
c} Définition

n étant un naturel gupdrieur 4 1, le nombre »{n} des natu-
rels m telsque 1< m<n ettelsque mAn=]1 est
appelé Vindicateur d'Buler de n.

I LEMME - CLEF PREPARATOIRE

Pour m et n naturels supérieunrs a 1,

n>»m , E(%) = g est le nombre des naturels r infé-

rieurs ou égaux & n et multiples de m.

Démonsitration 1 Pour n, m naturels supériems 1, n2> m:

dei
qa:E{;) i q:q!;—t%ﬁ;;%-l = gimgan<migdl)
g = nombre des multiples ¥ de m telsgque 1=rQn

1 m m B mig+1}

ol L)

(1) B, =R"— [0] (Voir Dictionaaire de ' APMEP),
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Ce lemme-clef va nous permettre de déterminer »(n) pour
ne€ N, - il

Avant tout, remarguons gu’il parait naturel, comme pour
bien des problémes d'arithmétique, de décomposer n en facieurs
[ [: 3

premiers, soit n= P, Py

bles des nombres premijers) et &, en® € N,
Puisga’on suppose inconnue la valour de «(n), il est normal
d’étudier, en préliminaire, les cas simpies ot n = p%, p premier,
&, [+ &)

aEN, et n=p p (pl.pié T oo, o €N

X o P,s s Py € T (ensem-

III PRELIMINAIRES ‘
1} Détermination de o(p®);pE€ F ,a€< N,

déf )
#(p%) = (nombredesentiers q:1< gs<sp¥ et gADp¥= 1)
I} s’ensuit que :

(p® € N} ; 2(p®)= p®* —(nombre des entiers q; 1< g= p® et
non premiers avec p®)

Or, tout q entier tel que 1< qg<n: g non premier guec

P ped)

<> g entier, 1 € q< p% q divisible par p (bien évidemment),

e qui équivaut aussi &: ¢ entler, 1< g < n, g multiple de p.
Vu, done, ie lemme-clef du I1, le nombre des multiples de p

inférieurs ou égaux 3 p® est

&
E(%) = B(p* 1) =p""! , puisque p*1EN,

Dxis lors, o
- H
D) = P e g i =p“--~%;mp“ (1 —;)(pt’:‘ T et a&N,)

2) Détermination de (e, 5 p%): p.p €T
ay , 3 & NQ(.

La méthode précédente s’applique : _
2(p1 %' p;%®2) = (hombre des entiers g : 1<gsn et
qA p ¥ p %) = 1)
= p, %t p;“’ —{nombre des entiers q: 1< q<p, %t p, %2 et
non premiers avec p; %1 p,*?)
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= p, %t p,%2 — (nombre des entiers ¢g: 1< q<p, % p,% | g
multiple de p, ou de py)

{le ou étant ie ou inclusif mathématigue).

11 eonvient dong de rechercher le cardinal de P, U P; ol

P, = imultiples g de p;: 15 g< p, ™ p, %21 ;(i= 1,2}

Or, il est bien conny en Terminale C que :
(1) card(P UP )=cardP +card P —card(P NP )

et dis loxs, vu de Iemme-clef du 1§ ;

4] Gy P [+ 41 [F 5] i 1Y [/ )
p p P p, P
card(P, U Py} = E{-tudod 4 B | drnndn ) — | | B
] p‘! pl pz
ay @z {1 1 1
" P 2 P E“ N PP
pt 2 t X
d ol
L &y [+ 4] &x 1 1 }. Y
ofp p. 1=p p | Bt &
: b P, P, P P,

Ayant, ainsi, déterminé w(n} pour des cas simples, on peut,
&és lors, aborder le cas général od :
bk & G :
n=p = Py p,€ ¥ ., €N pour 1<i< k)
A priori, on “peut penser”, guidé par les résultats précédents,

K 1y
pn}=n|f [1——
I::1 ( pl)}

Cest ce gque nous alions démontrer.

gue

& ¢
IV ETUDE DU CASGENERALOU n=p ' .p, *

I méme raisonnement fait au {IL2)} s’applique ; on doit
déterminer, alors, le cardinal de (P, U ..U P ) ol P(I<i<k}
désigne l'ensemble des multiples q de p, ®lsgue 1<g<n,
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On uatilise alors la propriété suivante, généralisation de la
formule (1) du HIL2), dont Ia démonstration a été rappelée par E.
Ehrhart dans la Revue de février 1963 de Mathématiques Spéciales
{Vuibert) :

1) Théoréme

P, ,Py,.. P, éant k ensembles donnés,ona:

K
M : card (U ?1)
=1

k X
= % eara Py — Leararr Py + & card(l’iﬁrjﬁrg’if,..'{'(—wl)k_l cord | M P
15 i ;J.;?#

£ s

On peut démontrer cette formule {2) par vécurrence ou direc-
tement comme suit *
Supposons qu’un élément x donné appartienne & r ensembles P,
Cet élément: x est compté une et une seule fois dans le premier
membre de Iégalité (2). Au second membre, x est compté
C! = r fois dans zf{card P,}; C! fois dans Z card(P, O P}

..... ;C, foisdans T card{P, s .. " Py).

r facteurs

: Donc x est compté au second membre un nombre de fois
égal & :
= ¢ 2 a1 o
8,=Cl—C'+ ..+ (1)
Le calcul de § peut se faire & l'side de “la formule du
hinome™.
Plus explicitement :
§=1—{1—C +C+ .+ (-1l =1—[1—1f =1

Donc x est compté une et une seule fois au second membre.
@ o
2) Caicuide ofp, ' ...p, % = ofn)
Comme au I11.2) o(n)=n —card( N Pi)
¥
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soit
o(n) = n —[:s; E(i) -z E(—-E-) R E( e )]
voAp/ i \pp, P, Py
soit
1 .
o(n) = n-n[ p (—-—)wz (-—-—1—-)+ T ( - J]
i\p,/ iilpp, D, P
ou, done :

1 1 1
eny=n [ -3 (»—-—) + 3 (—--) + ..+ (-1)F ( )]
iip; LIADP; By Py e Py

k 1 1 1
Vu le¢ développeraent de (I (1 .....___.) = (1 - w}... (1 o ——u)
=1 B, Py Py ;

&n frouve bien :

Y iE%|
g{h) = n[ H '(1 _..,,,.)] , ¢omme préva,
oy P,

1
O peut, comme exercice, chercher (T} = 7 (1 — ,—?-) = 6

{les nombres entiers g tels que l=<g=7 et premicrs avee 7
sont: 1,2 3,4,5,6);
et vérifier directement e résultat ¢

1
2(25) = 25(1-—~§)= 20 .

Proposons uh exercice simple de eombinatoire, qui est aussi
une application, abordable en Terminale C, du lemme-clef donné
au II

V DECOMPOSITION REMARQUABLEDE »n! pouwr neN

Cet exercice est d’énoncé classique. 1l m’a é46 proposé par C.
Frasnay, Professeur a la Facwlté des Sciences de Toulouse ; je 'al
aussi trouvé datiz un livre d’exereices de A. Combes chez Vuibert,
sous une forme légérement différente.

1) Pour n entier > 1 et t eniier 2 2, on pose

n
ufn,l) = kg} E(—t;)
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Justifier “’existence” de u(m,t).
2) Eo déduire, en utilisant le lemme-clef du I, que, o
désignant 'ensemble infini des nombres premiers,

nt = p e

te F
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