
R+*  X R;.  Dans  la  figure  ci­dessus,  on  trouvera  les  images  eucli­
diennes des droites vectorielles D; Ci  E 1,2,3,4,5,6 ) de vecteurs 

. . /1/4) (112) (1/2) (1/2) (1)  (V2)
dlfecteurs respectIfs \112 ' .1/2 ' . 2' l' 1/2' \ 2. 

(en gras sur la figure) de T -coefficients directeurs respectifs ~, 1, 

-1, 0, H=",  2. On reconnaît ainsi facilement que le réseau des 
droites vectorielles de Va coïncide avec le réseau des courbes xO:, 
avec les positions limites des droites D. et Ds correspondant 
respectivement à (b = 1) et (a 1). 

Je vous souhaite d'apprécier cet espace V' (non encore 
pollué! ), avec sa population de vecteurs bossus et ses forêts de 
droites biscornues, où professeurs et élèves pourront s'égailler - et 
même s'égayer! 

Détermination de l'indicateur 
d'Euler en application des propriétés 
de la fonction partie entière 
par P. ANGLES (Université Paul Sabatier, Toulouse) 

Cette démonstration, certainement connue, peut être 
introduite en Terminale C où l'on étudie la fonction partie entière, 
premier exemple simple de fonction numérique d'une variable 
réelle  Hen escalier",  notamment  pour  définir  "l'écriture  norma­
lisée" d'un réel. 

1 RAPPELS: 

1) Partie entière d'un réel 

a)  Définition 

Pour tout xE R, il existe un  et un seul entier c x (c• E Z) 
tel que : C ~ x < C +  l x x 
Ce nombre c est appelé partie entière,ou caractéristique,du

x 

réel x, et noté E(x). 
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b)  Exemples E(­,,)=­4;  E(..,!2)  1 

c)  La  fonction  E  =  (R,R,G)  où 
G = i(x,y},(x,y) E  R'  et  y = E(x)1  est  appelée  fonction partie 

, entière. Dans  tout ce qui suit, on considère la restriction EIR;  de 
EàR'.(l) 

2) Rappels sur l'indicateur d'Euler: 

a)  Rappelons,  tout d'abord, que 1 n'est pas premier pour des 
raisons  qui n'apparaissent pas  clairement en Terminale C et qu'on 
a intérêt à l'imposer comme tel dans cette classe. 

b)  On suppose connues les notions de naturels premiers et de 
naturels premiers entre eux. 

On  note, ici,  a A  b  le  plus grand commun diviseu r  de  a 
et  b  (a, bEN). 

a,  b  étant  des  naturels  supérieurs  à  1,  a  et  b  sont  donc 
premiers entre eux si et seulement si (par définition) 

aA b  =  1 
c)  Définition 

n  étant un naturel supérieur à  1, le nombre  .,,(n)  des natu­
rels m tels que 1 .. m" n et tels que mAn = 1 est 
appelé l'indicateur d'Euler de n. 

il  LEMME· CLEF PBEPARATOIRE 

Pour m et n naturels supérieurs à l, 

n;;' m , E (:hl = q est le nombre des naturels r infé­

rieurs ou égaux à n et multiples de m. 

Démonstration: Pour n, m naturels supérieurs à 1,  n;;' m : 

__ Etmn) dél nq - q:q"-<q+l <=>  q:mq"n<m(q+l)
m 

~ q =nombre des multiples r  de  nt  tels que 1 ~ r <;, n. 

1  Dl  mO n m(q+l),1  1 

(1) a;=R+-jOI (VoirDieUonnairedel'APMEP). 
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Ce  lemme­clef va  nous  permettre  de  déterminer  .p(n)  pour 
nE N* ­ 111  . 

Avant  tout,  remarquons  qu'il  paraît  naturel,  comme  pour 
bien des  problèmes d'arithmétique,  de  décomposer  n  en facteurs 
..  al l.tkpremIers,  SOIt  n =  P,  '"  Pk  où  P, '  ..., Pk  E  ::r  (ensem-

bles des nombres premiers) et  a,' ...• a k  E  N* 

Puisqu'on suppose inconnue la valeur de  .p(n),  il est normal 
d'étudier,  en préliminaire, les  cas  simples  où  n = p''', p  premier, 

QI  0':2 
et  n=p,  P,  (p"p,E  :l';  ",.a,EN*). 

HI  PRELIMINAIRES 

1) Détermination de .p(pa); p E  ::r  • " E  N *  
déf  

.p(pa) (nombre des entiers  q; 1,;;; q';;;  pa  et  q A  p" = 1). 
l! s'ensuit que: 

(p" E N) ; .p(pa) = pa ­ (nombre  des  entiers  q;  1';;; q';;;  pa  et 
non premiers avec  pa) 

Or.  tout  q  entier  tel  que  1';;; q';; n:  q non premier alIec 

p", (p E  ::r  ) 
<=>  q  entier,  1';;; q';; pa,  q  divisible par  p  (bien évidemment), 
ce qui équivaut aussi à:  q entier. 1.;; q ,;;;  n.,  q multiple de p. 

Vu, donc.  le lemme­clef du  II. le nombre des multiples de  p 
inférieurs ou égaux à p" est 

E(~") =  E(p"- 1 )  =  pa-l ,  puisque  p"- J  EN. 

Dès lors,  a 
.p(p") pa _pa-1 =  pa_P.... =  pa (1­l.)(pE  3'  et  a E N*)

p p 

2)  Détermination de .p(p,'" p,a,); p"p,E:l'; 
al, al E N*. 

La méthode précédente s'applique: 

.p(p, a, p, "') =  (nombre  des  entiers  q  :  1';; q';;;  n  et 
qA  (p,'"  p,"')  =  1) 

= P.c"  p,a, ­(nombre  des  entiers  q:  1.;; q'" p,al  p,a,  et 

non premiers avec  Pl'"  p,"') 
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PI "1  p, '"  ­ (nombre  des  entiers  q:  1';; q';; PI "1  p, ",  ,  q 

multiple de p, ou de p,) 

(le ou étant le ou inclusif mathématique). 

Il convient donc de rechercher le cardinal de PlU P,  où 

P,  =  1multiples  q  de  Pi: 1.;; q';; PI" 1  P, "'1  ; (i = 1,2). 

Or, il est bien connu en Terminale C que: 

(1) card(P U  P )  =  card P + card P ­ card(P , fi P ) 
1  l  1  2:  1  2: 

et dès lors, vu le Iemme­clef du  II  : 

card(P,  UP'l=E(P,"1  p,,,,)  +E(PI"I p,"")_E(p,alp,a,) 

PI  P,  PIP, 

=  P  al  P  a, (.2:...  +  1  1,) 
l  ,  P,  P,  ­ PI  P, 

d'où  1 \~I a) al a2 1  1 
.p(p.  P,  l=p.  P,  +­1 

PI  P,  PI  P'i
(1 

a, a,p,=PI ~ /H  p:) 
Ayant,  ainsi,  déterminé  .p(n) pour des cas simples,  on peut, 

dès lors, aborder le cas général où : 

al  ak n =  PI'" Pk  (p, E  :f  ''', E  N  pour  1';; i';; k) 

A  priori,  on "peut penser", guidé par les  résultats précédents, 
que 

.p(n) = n  [.~ (1  ­ ~)J
l­l  Pi  

C'est ce  que nous allons démontrer.  

al !XkIV  ETUDE DU CAS GENERAL OU  n  PI'" Pk 

Le  même  raisonnement  fait  au  111.2)  s'applique;  on  doit 
déterminer,  alors,  le cardinal  de  (P,  U  ... U Pk)  où  Pl(l .;;  i';; k) 
désigne  l'ensemble  des multiples  q  de  Pi  tels que  1 .;;  q';; n  . 
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On  utilise  alors  la  propriété  suivante,  généralisation  de  la 
formule  (1) du  III.2),  dont la démonstration  a été rappelée par E. 
Ehrhart dans  la Revue de février 1963 de Mathématiques Spéciales 
(Vuibert)  : 

1) Théorème 

On peut démontrer cette formule (2) par récurrence ou direc­
tement comme suit: 

Supposons qu'un élément x donné appartienne à r ensembles P .. , 
Cet élément, x est compté une et une seule tais dans le premier 
membre de l'égalité (2). Au second membre, x est compté 
Cl r fois dans E (card P.); C' fois dans E card(P. () Pl} ; 

r  i  1 r  1 

..... ;c;  fois dans E card(p, fi ... fi PQ)' 

r  facteurs 

Donc x  est compté aU second membre un nombre de fois 
égal à : 

S 
r 

=C1 
r 

C2 + ... +(-1)'-1
r 

C' 
r 

Le  calcul de S. peut se faire à l'aide de "la formule du 
binome". 

Plus explicitement: 

S: = 1 -[1 - C; + C; + ... + (-1)' c:l 1-[1-1(=1 

Donc x est compté une et une seule (ois aU second membre. 

Comme au I1I.2) ",(n) = fi -card(.~, p,) 
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soit 

'l'(n) = n ­[1:  E(~) ­1:  E(~) + ... +  (_I)k~l E(  n  )~
1  p.  l.!  PI  p.  p  ... Pk 
l'  1 

soit 

'l'(n)  n­n  1:  ­­1:  ­­ +  ... +(_I)k­1[  ( 1)  (1 )  (  l  ']
1  Pi  l.i  Pi PJ  Pl  ... p)) 

ou, donc! 

'l'(n) =  n  [1-E (2..)  +  E (_1)  +  ... +  (­I)k (  1  ),1 
1  Pi  l.!  Pi  PJ  Pl  ..• Pk  ~ 

k 
Vu le  développement de  n 

1=1 

on trouve bien: 
F~-""""':---;-""""'r-1 

'l'(n)  n  [~ (1 ­ 2:.)1  ,comme prévu. 
i­l  PilJ 

On  peut,  comme exercice,  chercher  '1'(7) =  7 (1 ­ ~) 
(les  nombres  entiers  q  tels  que  1';;; q .;;;  7  et premiers  avec  7  
sont; 1, 2, 3, 4, 5, 6) ;  
et vérifier directement le  résultat:  

'1'(25)  =  25 (1 ­ ~) =  20. 

Proposons  uh  exercice simple  de  combinatoire,  qui est aussi 
une  application,  abordable en Terminale C,  du lemme­clef donné 
au  II. 

V  DECOMPOSITION  REMARQUABLE  DE  n!  pour  nE N 

Cet exercice est d'énoncé  classique.  Il m'a été proposé par C. 
Frasnay,  Professeur à  la  Faculté des Sciences  de  Toulouse; je  l'ai 
aussi  trouvé dans  un  livre  d'exercices de  A. Combes chez Vuibert, 
sous une forme légèrement différente. 

1)  Pour  n  entier> 1  et  t  entier .. 2 , on pœe 

u(n,t)  =  E 
k  ~ 1 
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Justifier "l'existence" de  u(n,t). 

2)  En  déduire,  en  utilisant  le  lemme­clef  du  II, que, 3' 
désignant l'ensemble infini des nombres premiers, 

t  u(n.t)n!  =  n 
t  E  !J' 

Des points et des nombres 
par P. MAHAUT 

1.   Préliminaires: 

Le  matériel pédagogique est souvent absent de notre vie et de 
nos  classes,  ne  pourrions­nous  pas  trouver  un petit  budget  pour 
l'acheter ou mieux pour le construire nous­mêmes? 

L'expérience  conjuguée du Thème­Noyau et du 10 %,  si elle 
est exécutée suivant certaines conditions, nous montre à la fois son 
absence et la manière de nous le procurer. 

Faire un effort  vers une vue plus intuitive des choses,  ce n'est 
pas  vouloir  se  subb­tituer  au raisonnement ; observer,  ce n'est pas 
démontrer,  mais  l'un  précède  l'autre.  Observer,  construire, 
imaginer, pour notre esprit, c'est déjà abstraire. 

Mettre  nos  élèves  en  position  de  recherche  sur  des  expé-
riences  particulières,  les  amener  à  généraliser,  à  structurer  en 
partant de ces cas particuliers, c'est les former à leur vie de demain 
plutôt que  de leur ingurgiter des notions dont ils ne sauront pas se 
servir le moment venu. 

Même  l'arithmétique,  si  elle  est  prise  comme  un  jeu,  est 
propre à ouvrir l'esprit des enfants. 

Je  vais  maintenant vous  soumettre quelques  travaux  faits  en 
10 %avec mes élèves; ce ne sont là que quelques notes éparses que 
je soumets à votre réflexion. 

II.  Une première étude de la translation 

La droite physique est une notion  bien  connue de nos élèves 
car ils ont pris contact avec elle dès leur plus jeune âge. 
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