Des points et des nombres
par P. MARADT

I. Préliminaires :
Le matérie]l pédagogique est souvent absent de noire vie et de

nog classes, ne pourrions-nous pas frouver un petit budget pour
FPacheter ou mieux pour le construire nous-mémes ?

L’expérience conjuguée du Théme-Noyau et du 10 %, si elle
est exécutée suivant certaines conditions, nous montre 4 la fois son
absence et la maniére de nous le procurer.

Faire un effort vers une vue plus intuitive des choses, oe n'est
pas youloir se substituer au raisonnement ; observer, ce n'est pas
démontrer, mais 'un préeéde Pautre. Observer, construire,
imaginer, pour noire esprit, ¢’est déji abstraire.

Maetire nos éléves en position de recherche sur des expé-
riences particuliéres, les amener A généraliser, i siructurer en
poartant de ces cas parkiculiers, ¢’est les former a leur vie de demain
piutot que de leur ingurgiter des notions dont ils ne sauront, pas se
seivir le moment venu.

Méme larithmétique, si elle est prise comme un jeu, est
propre 4 ouvrir Uesprit des enfanis,

Je vaiz maintenant voug soumetire quelques travaux faits en
10 % avec mes &léves ; ce ne sont 1d que quelques notes éparses que
je soumets a votre réflexion.

1. Une premiére étude de ia transhation

La droite physique est une notion bien connue de nos éléves
car ils ont pris contact avec elle dés leur plus jeune age.
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Soit un sous-ensemble de points physigues de cette droite;un
ensemble gue 'on peut considérer comme fini, tout au moins pour
COmMMEncer,

Nous pouvons mettre cet ensembie de poinis en bijection
avec un ensemble de nombres {Par exemple un sous-ensemble de
nombres naturels).

2 4 €6 3 1 3]

®
-

La position des points sur la droite est-elle fonction des
nombres avec lesquels on les met en relation et comment 7

La relation d’ordre gu’est 'inégalité définie dans N sera ainsi
découverte et nous ameénera A la proposition suivanie :

1 2 3 4 5 &

+*

12

Lrenfant posséde de maniére intuitive la notion de longueur.
Admettre que deux segments sont isométriques est finalement
axiomatiGque. Depuis le plus jeune dge, Penfant étalonne son
systéme netveux a ’aide de grandeurs physiques usuelles telles que
longueur, temps, température... Il a appris gue les adulies font
corvespondre un nombre a une longueur ; i arrivera trés vite, trop
vite méme,3 Ia disposition suivante gui lui semble naturelle !

1 2 3 4 5 8

Pl M
T ¥ + Tt

Question qu'on ne mandguera pas de lui poser ; pourquoi pas
cette représentation ?

i 2 3 4 5 6

-

On lui apprend alors comment reparter une longueur au
compas ou avec ’side d’une bande de papier,

Quels sont les avaniages et les inconvénients d’une représenia-
tion pat rapport 4 une autre représentation ?
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Nous demanderons ensuite sux enfants de construire le petit
matériel dessiné ci-dessous :

23T 4T L LY Amw BAREBE TR

LEAE R IR SR R LR Eamibe T

La bande | est fixe, la bande 1 est mobile.

Quelles sont toutes les bijections gue 'on peut former en se
sarvant de ces deux regles ? {Pour parler de bijection, il faut pmclv
ser les ensembles source ef but)

Il egt intéressant de donner trés tot & enfant une idée de ce
que peut &tre une famille de bijections.

Afin de les alder, on peut leur proposer de remplir les
tablesux ci-dessous correspondant sux manipulations gui sent des-
sindes & ¢Oid,
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Peut-on utiliser une de ces bijections pour faire une addi-
tion ? Les éléves trouveront seuls comment se servir des deux
régles pour additionner des nombres ¢t ils seront heureux de cette
découverte qui les paiera de leur effort. Il sera nécessaire de leur
faire exprimer ce qu’ils font pour additionner deux nombres car ils
s'en serviront i nouveay dans la suite.
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Pour faire I'opération a + b on place le 0 de [ sous la gradua-
tion a de II. Le résultat se lit sur la régle Il en face de la gradua-
tion b del.

u»:‘ T ¢
: 13

- 4

|

On lewr demande enspite de faire une découverte analogue
leur permettant de procéder 4 une soustraction. H sera bon de les
amener a faire les deux soustractions 73 et 3—7 par exemple.
On justifiera la soustraction 37 en invoguant un jeu quelconque
ou Von a gagné & points et perdu 7 poinis,

Cette argumentation, jointe aux deux expériences dessinées
ci-dessons @

Lf‘
Lo d

. :
3 2 Ié'"&"{f Fa

o -

les améne a prolonger la régle 11, puis la régle I, pour pouvoir faire
tous les calculs de points gagnés et perdus. A droite de 0 ils gra-
duent la droite pour représenter les points gagnés, a gauche de 0 ils
graduent la droite pour représenter les points perdus. La régle ainsi
construite possédant deux fois le méme nombre, ils sont amenés 3
compléter pour les uns : 14, 2d, 3d... el pour les antres : 1g, 2g,
8g... ; ils possédent done maintenant le matériel ci-dessous @

? ABh ¥k o 5* o' X
e L o o e
g 4#‘ “ o " #* £ 3

Ern faisant la méme manipulation que pour 'opération + pré-
cedente, on leur demande alors de faire les calouls suivants :
3 + 7d= 33 + Tg=
is
3g + Tg= 0O 8g 4+ Td=
Il découvrent ainsi les propriétdés de Popération + dans ce
nouvel ensemble, 1 est ich évident que N est identique 4 Zd et gque
cette nouvelle addition est plus puissante que la précédente puis-
gu’elle nous permet de faire le caleul 3 7 en le remplacant par
3d+ Tg=4g.
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IIl. Le linéaire et Paffine au secours des classes modulo x :

On reprend la bande I utilisée dansg les manipulations précé-
dentes,

On demande aux éléves de construire une nouvelle hande que
{'on appeliera Bande 1I modulo §. Pour cela on prend une bande
de papier moitié moins large que les précédentes et ’on dessinera
une graduation ol les points sont trois “fois plus” espacés que
pour la Bande 1.

On demande aloxs aux éléves quelles gont toutes les bijections

qu'ils peuvent construire en utilisant ce matériel. Pour les aider
nous pouvorns leur donner 3 remplir les tableaux ei-dessous.
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Peut-on iniroduire dans cette famille de bijections une rela-
tion d'égquivalence et comment ?

Peut-on faire une partition dans 'ensemble de ces bijec-
tions ? :

On s’apercoit que B0, B3, BE,.. B3n.. sont des bijections qui 3
N font corregpondre un sous-ensembie de "ensemble des multiples
de 3.

On peut appeler Classe 0 ou O l'ensemble des images ainsi
obtenues :

0= 0,36,91215,18,...3n...

De méme les bijections Bl, B4, B7, ... Bdn+ 1 sont des
hijections qui mettent N en bijection avec les images :

1= 1,471,108, ..30+1..
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Les bijections B2, Bb, BS, ... B3n + 2 sont des bijections qui
mettent N en hijection avec les itmages :
2 = 12,5 811, ...3n+ 2.1

Les classes (0, 1, 2 forment-elles une partition de N ?

Que se passe-t-il si on ajoute deux éléments de la classe 0 ?
ie résultat se trouve-t-il ohligatoirement dans une classe ? Peut-on
le voir avec le matériel que nous avons construit ?

Exemple ;
TN S T D S Toied?
d3iei@roirwunudtidnen L3
5:;;'1"!'!'?'!%!":'.....':'_—1'
R . M T

On place les bandes Bl et BII de fagon 3 additionner les deux
&éments donnés {icl 6 et 9). On place Ia bande I mod. 3 de fagon
a indiquer que 6 est élément de la classe 0. On place la bande 1
mod. 3 de facon & indiquer que 9 est Slément de la classe 0. On
s'apercoit gue le résultat 15 est en hijection avec le § de Il mod. 3,
donc le résultat est élément de la classe 0. Cette disposition
montre d’aillesrs gu’il en est de meme pour toute somme d'élé-
ments de la clagse 0 ; d'od I'idée d'inventer une nouvelle opéra-

tion dans 'ensemble 16’._1:@ ot I'on doit avoir 0+ 0= 0.
Cherchons maintenant 0 + I, gl cela est posgible.
Nous nous v prendrong en deux &tapes :

iére étape
R
) i % § A H T
§i2325@1 83 nonlBuna 3X
s E3 At ECRF & T
?5 4 H * . ¥ady

_La disposition de I mod. 3 sur BIl monire que 6 est élément
de ©.
__La disposition de I mod. 3 sur Bl montre que 7 est élément
de 1.
13 n’est pas en bijection avec un élément de I mod. 3, done
n'est pas &lément de 1g classe 0.
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2éme étupe

On faif glisser II mod. 3 sur BII pour savoir quelle est ia classe
du résultat 13. Aprés plusieurs manipulations de ¢& genre on

déduit intuitivement que 0+ 1 = 1. On peut ainst faire construire
ia table de Popération + dans Pensemble 10, 1, 21.

Aprés cette éfude des modulos ('ai fait faire d’autres
modulos), j’al posé un certain nombre de questions amenant les
enfants 4 se servir de ces régles pour faire des divisions, des enca-
drements, et la division euclidienne avec lechure du reste.

Exemple : Quelles sont les bijections qui améneraient le point

84 de ia régle I en correspondance avee une graduation de la régle
mad. 37 :

a v B m ey
a;; HE 3 crrrac ""i‘,;‘ »1

LQuelle bijection est 12 plus intéressante ?

-

Ces deux bandes juxtaposées permettent de Hre fous les
multiples de 3 ainsi que les guotienis des nombres par 3.

8i les gquotients ne tombent pas jusie, on peut se servir des
classes de bijections pricédentes pour lire les quotients et les restes
des opérations,

Exemple : Dhviser 86 par 3.

1ére étape :

rd

' L 1]

=

84 < B6 <« 87
28X 3 <« B6 < 28X 3
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2éme étape :

r] A F3 I . 3 ol §
sl e % % Y 4

86 est un élément de la classe 2. Le reste est donc 2.

Nous pouvons faire construire une bande par modulo et par
quotient.

Voici une bande permettant de faire des divisions pour des
guotients compris entre 1 et 14,

e 1 - k3 -

;, 4 | 3 L]

ph H i - 7
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t i

‘ s
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Exemple : 8i on regarde Iz droite correspondant au nombre 24 de
la régle I on s’apergoit qu'elle posséde cing points renforcés qui
ont pour noms 12, 8, 6, 4, 3, ce qui veut dire: les premiers
diviseurs de 24 sont 2, 3, 4, 6, 8 ; et les guotienis correspondants
sont 12, 8,6, 4 et 3.

On remarquera que, pour trouver, par exemple, les diviseurs
communs a 24 et 36, il suffit de chercher les points qui, sur les
verticales 24 et 36, se trouvent sur une méme horizontale, On
trouve : {12, i8), (8, 12), {6, 1), (4, 6) gui correspondent aux divi-
seurs communs 2, 3, £ et 6. Il faudrail avoir une régle pius haute
pour voir apparaitre le P.G.C.D. 12 de cette maniére. I est cepen-
dant évident que 12 est le P.G.C.D. car, €n parcourant les droites
verticales correspondant & 24 et 36, on frouve les diviseurs 12, 8,
6, 4, 3 el 18, 12, 9.., ce qui prouve que 12 est le P.G.C.D.
puisque les diviseurs vont en diminuant.

En recommencant pour d’autres nombres, on découvre les
nomhbres premiers, les nombres éfrangers (ou premiers enire eux).
IV. Vers une nouvelie présentation du méme peobléme ;

Ce travail nous a permis de comprendre cerfaines propriétés,
mais les régles que nous avons construites ont le gros défaut de
porter peu de nombres dang un encombrement raisonnable. Nous
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avons alors eu l'idée de prendre pour supporter nos points des
cercles et non des droites,

Un cercle de 10 em de rayen aura un périmétre approximatif
de 628 mom ; aussi poumonsnous disposer 100 poinis gui seront
séparés par une distance curviligne approximative de 6,28 mm, ce
cui rend les nombres frés lisibles. Nous avons pris 100 points
puisque nous ferons les lectures dans le systdme décimal, mais
nous pourrions nous servir des mémes propriétés dans une autre
base, Nous powrrons live des nombres supérieurs & 100 en faisant
Taire plusieurs tours au disgue.

Ainsi, les deux disques suivanis, tournant auiour d'un méme
axe, serviront & faire les additions et les soustractions :

Disgue ds base . Disque Additif Soustractil Général

Par contre, les deus disques suivants permettent 'exploits-
tion dun travail sur les modalos, sur 1a division sans reste ou avec

R :
‘.‘%it’
ue de divisibilité avec reste
Disgue Modulo 3 Module 2,9.4.5.86.7.89
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V. Une aufre présentation de la linfarité :

Dang une classe de sixiéme ol je fais travail manuel, j'a
demandé 4 mes éléves de construire un tronc de pyramide réguliére
de 7 o d’ardte ayant pour grande base un carré de 8 cm de cdté
et pour petite base un carré de 4 cm de coté.

Mes 4iéves se sont done posé le probiéme de construire le
développement de cetfe pyramide.

Ne sachant pas le faire, ils ont eu Pidée de construire les
quatre faces séparément, c’est-d-dire de construire quatre trapézes
ispceles superposables ayant les dimensions citées plus haut. 1ls ont
enguite disposé ees tragpéwes cote & cdte de fagon & obienir le
developpement.

de leur ai proposé de prolonger les arétes ; ils ont ainsi
découvert gue lsurs prolongements se coupsient en un point G, A
la réflexion, ils ont trouvé ceite propriéité naturelle, car si Ia
pyvramide avait été entidre le point O aurait existd, et ils avaient
déja construit un ¢one au début de Pannée.

Mes &léves ge sont slors apergu que les deux cercles que Yon
pouvait tracer avaient des rayons de longueurs respectives T e ot
14 cm. Is ont fait cetie constatation mais ont été, bien entendy,
incapables d’expliquer pourguoi.

A
- - ?‘ T
|
I
i

LI Y R

7

Ayant arrété mes recherches 3 oe nivean on sixiéme, jai
décidé de les poursuivie & un niveau plus élevé en classe de trod-
siéme,

Ce que les 8léves de sixiéme avaient fait en deux heures, les
fléves de troisiéme 1'ont fait en dix minutes.

Mes éleves de iroisiéme avaient etudié Thalés, mais lorsque je
leur ai demandé pourquoi la longueur de JOA] était 14 om, ils
n'ont pas su me le dire. Ils avaient méme trouvé OA = 14 de
manidre intuitive, sans {aire de mesure.
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Pour leg faire réfléchir, je leur ni posé d'autres questions
comse : Quelle est 1a longueur de [QA] s AB=8 et MN=2 ou .
AB= 8 et MN = 6. IIs ont su donner les résultats sans ealcul mais
ne savaient toujours pas pourquoi, lorsque 'un d’entre eux s'est
dorié « “Clest le théoréme de Thalés” ; mals ce n'était encore
qu'une intuition,

—

Fai demandé & mes éléves de démontrer que si MN = k.AB,
alore 6331’ = k.SIi; jfai précisé qu’il fallait utiliser Vaziome de
Thalés et que deg écritures vectorielles étaient conseillées. 1Is se
sont alors penchés, cours de mathématigue en main, sur le
probiéme.

En une dizaine de minutes mes &léves ont trouvé leur

démonstration 3

i —
OM A alignés OA = kOM 0
ONBalignés OB=k'ON
MNZAB donc k = K ez
AB = OB— OA = k.ON — x.OM

gy ——
= k.(ON — OM)

" "

— .
AB = k.MN

St AB est le douhie de MN, alors OA est le double de OM
done de MA, II était donc normal de trouver 14 cm.

Alors m'est venue l'idée d’exploiter ces observations de
maniére plus générale.

Considérons la figure n” 3. Ies points O, A, B, C, E, F .. K
forment une graduation de la droite ¢QA). Les droites (AM), (BN),
{CP) ... (KW} sont paralldles,

Les directions de {KW) et de (OA) peuvent élze quelcongues
oi perpendiculaires,

fre 2
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En utilisant la démonstration précdédente, nos éléves de troi-
siéme génémlisent rapidement: si AM= L alors BN = 2L,
CP= 3L ... KW = 10L, -

Les Eléves de sixieme peuvent découvrir ces propriétés, mais
powr eux il faut se servir de quadrillages et leur faire chercher des
alignements de points,

8i nous mettons le peint M en bijection avec e nombra a, les
poinis N, P, X, §, ... W gont alors en bijection avec Za, 3a, 42, ...
10a. Nous pouvons done utiliser de tels alignements pour faire des
multiplications ou des divisions,

Praposition d'étude
Considérons les deux figures ci-dessous ;

alav +dn
% ¥
: }
%
H !
" ¥ £
8 &
s Y
* S L
LY
& I: Is
0 >, b » n X h
fri A re. ®

Fig. 4 . Considérons ’ensemble des points M élémenis de D,
auxquels on fait correspondre un nombre naturel, Les images N de
ces points M obtenues par alignement avec O et se trouvant sur P,
gont-elles en bijection avec des nombres naturels 7 s oui,

lesquels ?

Considérons |'ensemble des poinis N élémenis de D, aux-
quels on fait correspondre un nombre natarel. Les images M de ces
points N obtenues par alignement avec O et se trouvant sur D,

- sont-elles en hijection avec deg nomsbres natureis ? si non, peut-on

caractériser ogs nombres ?
Fig. § : Les méimes guestions se posent pour cetie nouveile figure,
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Considérons maintenant la figure 6 ci-tdessous :

ih-bnn:‘?;iiaﬁ

ot
¥ N B fis- 4

Soit 3 calculer q = 4/5. On repére 4 sur D¢ puis Palignement

O, M, N, P. M est en bijection avee 0,8 mais on ne peut kire que
0,6 < q < 1; par contre, sur D, , P eg en bijection avec 8, done
g=90,8.

Soit 4 calculer g = 1279, On repére 12 sur Dy, L’alignement
des poinis @, R, S fait apparaiire que 12/9 = 8/6 = 4/&. L aligne-
ment ©, 8, T fait apparaitre que 1,30 < g < 1,35.

V1. Vers une nouvelie présentation du méme probléme :

A. Un peu de technologie : Quels sont les principaux incon-
venients de ce systéme de lecture ?
— Pour lire il faut tracer une ligne droite 4 1’aide d*une régle,
— On peul uniquement faire des divisions par les nombres
de 1ad9.
— Pour pouvoir diviser les 100 premiers nombres nsturels, en

supposant gue les droites D, supportent une graduation de
5 min de pag, il faudrait une régle d'au moins 58 cm de long,

B. Hemédes proposés
— Pour lire sans tracage on peut construire la régle en carton
dessinée ci-degsous, que 'on fera pivoter en O a I'aide d'une
attache parisienne ¢u d'un axe (pointe de compas, boulon e}
¥is .. ).

o

-
[
["F
ry
.
»

w

"
s
“
\
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— Eotre D_ et D__, on peut tracer 10 paralléles équidistantes qui
permetizont d’avair des diviseurs entre O et 100

— Le premier reméde nous a fait penser en terme de rotation ;leg
points portés par les droites D, peuvent 8tre portés par des
cercles concentriques, les longueurs d’ares seront bien propor-

tionnelles aux rayvons {d, = R d, ). De plus, la régle {ournante
peut alors étre graduée pour la lecture car le faisceau de cercles

de centre O coupe un rayon suivant une graduation gui reste de
pas constant dans la rofation, ce qui n’était pas vrai dans les
constructions précédentes,
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C. Voici le disque de base ainsi construit ; nous pouvons
Iincorporer a l'intérieur du disque précédemment construit pour
les modulos ; il reste a construire quelques disques permettant
I’exploitation des propriétés que nous venons de découvrir, afin de
multiplier, diviser, simplifier les fractions ...

Disque produit quotient ;lecture décimale — fig, 6



