La démonstration automatique

de théorémes :

des méthodes et des résultats qui concernent
Fenseignement des mathématiques

par M. VIVET, Centre Universilgire du Mans
et J2 LAURENT, Université de Caen,

Ce papier concermne certaing aspects de la démonstration auto-
matigue dans des domaines proches des mathématiques enseignées
au piveau du premier cycle des universités, Une premiére partie
ingiste sur le bescin de trouver une bonne représentation du pro-
bléme que 'on veut résoudre. La partie suivante montre que le
cadre des systémes logiques est généralement bien adapté et que la
notion de graphe structurant un espace de recherche, notion effec-
tivement utilisée en démonstration automatique, pourraii 'éire
aussi gvec profit dans 'enseignement des mathématiques. La der-
niére partie fait le bilan des résultats ot des technigues utilisées
dans certains programmes. (est une facon d’éclairer avee plus de
précision ce qui précéde. Globalement, le papier met aceent sur
deux types de tiches rencontrées en mathématiques: tdches de
naiure algorithmigque et tdehes de nature heuristique.

1. INTRODUCTION

Seul laspect pédagogique de la démonstration automatique
est abordé ici. On ne parlera pas du tout de 'importance de la
démonstration de théorémes en intelligence artificielle dans des
secteurs aussi variés que la conception de robois, Panalyse de
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langues naturelies ou Pécriture automatique de programmes.
Disons cependant que la démonstration automatigue est un
domaine de recherche appelé i jouer dans Pavenir un rote fonda-
mental dans "utilisation des oxdinateurs.

La resolution (méthode de J.A. Robinson) {13] ne sera pas
évoquée ici. Cette méthode, guoique effectivement utilisée en
démonstration automatique, est assez éloignée de notre facon de
travailler et semble peu utilisable du point de vue pédagogique
{Elte pourrait cependant &ire présentée dans le cadre d’une initia-
tion a la logigque). Nous nous intéressons surtout a up certain
nombre de travaux dont le support de recherche a été choisi dans
un domaine proche des mathématiques enseignées. H étail intéres-
sant de faire Je bilan de ces recherches de fagon a se rendre compte
giobalement des résultats oblenus et 3 voir en quoi ce type de
recherche peut contribuer & améliorer la maniére d'enseigner les
mathématigues,

2. PROBLEMES DES REPRESENTATIONS

Un premier choix important doit étre opéré dés que 'on se
propose de résoudre un probiéme : Comment le représenter ?
Comment le formaliser ?

Généralement, une représentation est bonne si elle permet
une manipulation scuple, pratigue, efficace des objets. Il faut
gqu'elle puisse permettte une perception maximum des choses
essentielles. Le choix de la représentation est toujours fondamen-
tal et conditionne beaucoup la qualité (et souvent 'obtention) du
résultat. La difficulié est que souvent nous n’avons. une vigion
elaire du probléme qu'aprés Pavoir résolu. Ces idées sont trés géné.
reles ei, que ce soit "ordinateur ou Phomme qui doive traiter le
probléme, il faut soigneusement choisir la représentation sur
lagueile on va fravailier. Pour certains objets, nous avons des repré-
sentations usuelles recornnues unanimement comme bonnes dans ia
piupart des cas. Par exemple, dans les caleuls, les naturels sont
toujours représentds relativemnent & une base donnée (la représenta-
tion par les chiffres romains est foujours écartée}. Le choix de la
base reste lui-méme important. Les polynomes sont généralement
ordonnés par paissances croissantes ou décroissantes de facon A
avoir une représentation gui parle & 'esprit, qui nous permet uns
perception immédiate des faits importants (accés au degré par
exemple). En géométrie, c'est pour avoir une perception globale
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que Pon fait une figure ni trop grande ni trop petite et que 'on
s'efforce de ne pas fabriquer un cas particulier. On peut aussi
choisir de représenter le probléme pour le traiter avec la géométrie
analytique ou la péométrie descriptive. Il semble important que
Penseignant insiste sur ce probléme des représentations en mon-
trant qu’il ne s'agit pas seulement d'une convention pratique mais
aussi d’une approche du probléme fondamentale pour ia suite.
(Pest peut-etre une bonne facon d'amorcer Ia recherche de la
sofution et d’accélérer le processus qui fait gue tout d’un coup un
probleme sort de son énonce et devient clair.

Ce passage de la représeniation du probldéme tel qu’il est posé
a 1a représentation du probléme sur laquelle on va travailler est trés
important, Faire prendre conscience de ce phénoméne, habituer
les éléves a iravailler sur la représentation du probléme avant
d’ahorder le prohléme lui-méme, peut éviter de les voir Lembar-
gquer dans la recherche de solutions & des problémes mal posés
pour lesguels une mauvaise représentation cache 1a voie du sucecés.

3. SYSTEMES LOGIQUES

Dans un certain nombre de cas, les problémes sont représen-
tés dans le modéle offert par les systémes logiques. Nous disposons
d'un jeu d’axiomes (énoncés vrais a priori) et de régles d’inférences
gui nous permettent de déduire des énoncés vrais {théorémes) 4
partir g'autres Snonces vrais.

Démontrer le théoréme, C’est tracer le chemin logique gui
part des énoncés wrais donnés au départ et aboutit & la conclusion
en utilisant les régies d'inférence, 11 peut étre pratique pour sché-
matiser ’obtention de la preuve dutiliser une représentation par
un graphe de I’espace de recherche, C'est une technique courante
en démonstration automatique et qui peut éire d'un grand intérdi
didactigue.

Exemple : Probléme des groupes de Dickson,
8oit E un ensemble muni d'une opération - assoeiative.
Sachant gue
Jee E VYV ex=1x1 {2)
et gue

vsE€E 3x x'x=e (3)
montrer que -
Y x%x-e=X et x-xX=8
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On peuat faire apparaitre la solution & Paide du graphe
suivant :

Xy T Xz
“i"-[x'y) @ X+ (X<E)
1O

(X*x)y = (x-X)%

Fig. 1 @ preuve du lemme L

Fig, 2 : graphe montrant la preuve
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On obtient ainsi Un schéma qui parle & Pesprit, qui met en
dvidence les justifications de chaque résultat intermédiaire. La
rédaction de certaines solutiony sous cette forme est peut-dtre une
fagon de contraindre les éléves a jusiifier tout ce quiils éerivent,
Une démonsiration ainsi rédigée ne contient aucune lttérature
inutile {et se corrige trés [acilement}. Elle ne contient que
Pessentiel, A ce point, deux remargues s’ imposent :

1. Le graphe peut devenir {yés grand. 5% n'est plus représentable
sur le papier, la méthode est impraticable : les exercices & poser
dans cei esprit doivent é&ire bien choisis. 5i V'on s’en tient i
combiner sans discernement les énoncés vrais, il est fréquent,
méme avec des probiémes trés simples, d'atteindre la Emite de la
eapacité mémoire des ordinateurs.

2. Hy a manifestement deux types de tiches i effectuer :

aj DPes manipulations : travaux de nature mécanigue,
algorithmique {par exemple : exécution de substitutions de termes
a dautres. On consultera avec intérét 'algorithme d’unification
112} qui permet d’exécuter ce travail),

8} Des déeisions @ travaux phas subtils de nature heuristigue
(par exemple : choix des obiets 3 manipuler, cheix de la manipula-
tion 3 effectuer, choix de Pendroit oft Von manipule dans
I'objel ...}3. 1 est évident gu's ces deux types d'activités trés
différentes doivent correspondre des méthodes pédagogiques
differentes.

Tout ce gui est manipulation, mécanisme, doit étre agsimilé
rapidement mais de fagon définitive et parfaite {Pour I'infortna-
ticien. «ela se traduil par des sous-programmes généraux qui
doivent travailler vite et sans défaillance. Pour [éléve, c’est
IPacquisition des mécanismes de calcul algébrique par exemgle). En
aucun cas cette partie ne doit étre négligée.

Pour e gui est de la partie heuristique, elle est beaucoup plus
delicate i mettre en place en machine {ou a faire acquérir aux
$léves). Les choix sonl souvent néeessaires pour limiter 'espace et
le temps de teavail., Une méthode combinatoire gui essaierait
toutes les combinaisons possibles d'axiomes et dChypothéses
pourrail étre tentée, Elle n'est que trés rarement possible, le
graphe devenani trop volumineux {génération massive de noeuds
n'apportant rien i la sohution) Nous devons utiliser des heupis-
tiques qui permettent d’éliminer des noeuds non prometfeurs de
succés. Toute la difficulté consiste & trouver des heuristiques assez
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fines pour couper le maximum de noeuds inuliles tout en gardant
tous ceux qui sont nécessaires a Pobtention du résuliat. Les
heuristiques serveni également au niveau des choix des objets, des
choix des opérateurs 4 appliquer i ces objets, ete... Une heuris-
tigue est bonne si d'une facon générale sen uiilisation faif
progresser correctement le probléme. Sa justification est d’ordre
purement statistique.

Exemples

~ heuristique générale souveni bonne en manipulation
formelle © *8i une formule devient vraiment trop loague, essayer
une autre vois”™

— en calew! intégral: “Powr intégrer un produit, essaver
Pintégration par parties”

~— la complexité d’une formule est fonction croissante du
rnombre de connectives gui v figurent.

Le chereheur en démonstration automatique est amené a
effectuer une formalisation des heuristigues afin de mieux
comprendre comment on réesout des problémes. L'introspection
ainsi réalisée doit permettre un meilleur enseignement: “les
receties” ne doivent pas &tre miraculeusement “bombardées’ aug
éléves mais justifiées statistiquement, puisque leur valeur dépend
directement de la génémlité et de fa fréquence des succés qu’elles
procurent.

4. BILAN DES RESULTATS ET DES TECHNIQUES DANS DES
DOMAINES PROCHES DE L'ENSEIGNEMENT
4.1. Intdgration

4.1.1. BAINT : {SLAGLE) 1961 {17}

Ce programme permet Pintégration formelle de fonctions
usuelles (non compris les fractions rationnelles). Il permet de
calculer des intégrales multiples lomgu’l vagit d’une exiension
triviale de Fintégrale simple. Le programme a effectivement caleulé
86 primitives (moyenne : 2 4 minutes sur IBM 7090).

Exemiples : .
JM ...... X dx f{sinx+ cos X ¥ dx

I utilise trois modes de travail :
a} formes standards {20) permsttant le caleul immaédiat,
{exemple : _{c Ydv= ¢*/ Log ).
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b} transformations algorithmigues : celles gue Von doit faire
systématiquement lorsqu'elles sont possibles.

{exemple : fc f{x)dx = ¢ J f{x)dx)

¢} tramsformations heuristiques: (ransformations qui
peuvent étre ou ne pas 8tre judicieuses.

Exemple : heuristique utilisée pour poser des changemenis de
variable :

“Soit g(v} une intégrande, Pour toute sous-expression S{v} non
constante, non linéaire, avant sa premiére eonnective différente de
—, Gui n’est pas un produit avec un facteur constant et telle que le
nombre de facteurs non constants de giv)/S'(v) est inferieur au
nombre de facteurs de pg(v}, essayver le changemeni de varisbie
U= B(v)”. Cetie heuristioue permet de poser U= x> dans

i z
J xe* dx {elle permet d'ailleurs également de poser U= &),

Le programme gére une arborescence BT ~— OU de buts, Cette
arbarsscence est remise 4 jour dés qu'un résultat est obteny afin de
woir gi ce dernier résultat achéve la preuve. Une fonction permet Ia
detection des noeuds les pits prometteurs. '

4.1.2. SIN (Moses) 1973 {9] {Symbaolic INtegrator)

Le programme travaille suivant trels modes de difficulté
croissante,

@) Il cherche § voir si lintégrande peut se metfre spue ia
forme

{c.optux)) . v'ix}dx
(¢ constante , op @ fonction simplal.
Pour un certain nombre de op, une table donne le résultat, A ce
nivegu, deux régles sont utilisées -

I{A(x] + Bz} dx = j A(xydx + j Bix) dx
Développement des mtegrandes a l'side du binome de Newton
gmand c’est possible,

£) N permot d'utiliser 11 méthodes (choisies en fonction de
Papparition de connectives données dans Pintégrande). Ces
méthodes permettent de faire subir des transformations a Pinté
grande, Le probleme transformé est alors renvoyé au mode o). Ici,
une partie importante conceme Uiniégration des fractions
rationnelles.

-3



Bulletin de I'APMEP n°302 - Février 1976

v} Ce mode concerne essentiellement la manipulation de
Pintégration par parties et d’une heuristique issue de bravaux de
Liouville.

4.1.3. WANDERER {P.S. WANG) 1974 [20]

WANDERER est une partie du systéme MACSYMA concu
pour la manipulation symbolique. I dispose ainsi de toutes les
facilités offertes par le reste du systéme (en particulier manipula-
tion des fractions rationnelles, résolution d'équations, factorisa-
tion d'expressions, différenciation, caleul de limites et programme
d'intégration indéfinie}. Aidé de cet important outillage de base,
WANG a éerit un programme gui wtilise des méthodes relides
directement 4 la théorie des résidus et & Pintégration sur des
confours. Le contour est obtenu par exarmen de Vintégrande #t des
bornes d'intégration. Aciuellement, WANG slest intéressd a
Iintégration de fractions rationnelles, de fonciions ou inier-
viennent certains types d'éléments irrationpels (Vx? —a?, x*, .0
des lignes trigonométrigues on des logarithmes, exponentielles.

Exemples (entre crochets, temps de calcul sur POIP 10 - LISP) :

f+°° x‘+Ax+de: 1B+37 1978
o X* 4+ 10x* + 9 12 (1978 ms]
ree x4+ Ax + B oB+3Log{3)+3 7
dx = 3582
Jom T iom o™ 24 13582 ms]
= e dk
............... - Qggm
Jo JEx + 1} 4 f 1
Fdoe xosin ¥ dx
s = 1 B {2835 ms}
o—ee gt ]
ac {1, 2
f M dx = #° /8 {1013 ms]
0 x4+ 1

L’obtention des poles et le calcul des résidus se font 4 I'aide
de 'cutillage fourni par MACSYMA. Le choix du contour est de
nature essentiellement heuristigue.

4.2. Caleul de limites DALI (LAURENT) 1972 {7-8]

Le programme permet de déterminer la limite de fonctions
numénaues forsgue X~ & .

— 3 -
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Le programme manipule les développements Hmités st
permet de lever les indéterminations. Le programme est composd
de deux parties essentieHes : I'une {(POLLIM) essaie de trouver
algorithmigquement la Hmite de Pexpression gu’on i fournit.
L'autre {TRANSS)} choistt heuristiquement des transformations
sur expression ayant amené un échec de POLLIM. Ces deux
parties conversent entre elles & l'aide d'un vecteur de renseigne-
ments (résultat d’une analyse de 1'échec). Les transformations 4
faire subir & P'egpression pour lever Pindétermination soat chaoisies
4 Paide d'une évaluation calculée au moyen d’une matrice d'intérét
qui relie ies propriétés des groupes de régles applicables ot les
propriéiés de Dexpression transmises par le vecteur de rensei-
gnemenis. Le programme a déterminé upe centaine de lmites
choisies dans les manuels de mathématiques supérieures, proposées
& Poral des concours d’entrée gux grandes écoles,

Exemples : i
i Xmﬂ;"i
lim  {tg %) = g*
x-7id
Logx 3
tim B = 1, tm e *eliza
x—= Log 1+ %’ X0

4.3. Arithmétigue. DALLARD (1974} [3]

Le programme recoit ¢n données des régles simplificatrices,
des régles productnees et des axiomes. On lat fournil alors la
conjecture d établir. La négation est rangée avec les axiomes, Le
programme cherche en effel systématliquement 4 établir une
preuve pur Pabsurde. Le but visé est, par implications successives,
Ia génération d'un théoréme qul, toutes ssmplifications faites, soit
Ia vonsiante FPAUX (sans utilizser du tout le lormalisme de la
résolution, o’est la méme idée).

Le programme travaille en trols phases :

1°) Dans la premiére. on essaie dappliquer i tous les
théorémes toutes les mgles de simplification qu'il est jicite
d'appliquer. O'est dans ¢etie phase gu'on espére voir arrjver [
constante FAUX achevant la démonstration.

2°) Dans la deuxiéme phase, le programme tire parli des
axiomes et théordmes qu’il vient de simplifier et en déduit de
nouvelles régles de rééevitures simplifiantes ou productrices,

[0
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Par exemple ;
— le théoréme T peut donner naissance atx régles
T: = VRAI
NON T: = FAUX

- l& théoréme A = B peut donner naissance aux réples
A= B et B:= A

— le théoréme Y¥Yx,y P(x,y) ou Q{x,y) donnerait les régles
NON P(x,y): = Q(x¥)
NON Q{x,¥): = F(x,¥)

3°) Dans Ja troisiéme phase, le programme utilisant des
couples (théorémes, rééeriture preductrice} non encore utilisés
fabrigue de nouveaux théorémes. Le controle repasse alors 4 la
premiére phase {¢’est dans cette dernifve phase que le programme,
8'll ne peut fabriquer de nouveauy théorémes, s'avouera vaincy),

Ce programme améne des idées interessanies concernant la
manipulation des quantificateurs of Ia facon @'écarter les pro-
biémes liés a la présence d’opérations associatives et commutatives.
1l a pu résoudre une cinquantaine de problémes du niveau
Terminale C.
Exemples :

® éguation x* +y? = z* + 1 a des solutions avec x # 1
el y# 1

e x* + Bz= 3+ 2y’ n’apas de solution dans N

# i} existe une progression arithmeétigue de raison non nulle
ne contenant aucun nombre triangulaire

& preuve par récurrence de  3® divise 20270 4 1

& si dans une division le quotient n’est pas nul, le dividende
est supérieur au double du reste

s 5 a et b sont premiers enire eux, a’ # 2b?

® il existe des nombres premiers qui sont somme et diffé.
rence de nombres premiers

s 320l gl oot divisible par 7, quel que soit n

4.1. Géoméirie. GELERNTER (1858) [4-5]

ke programme écrit par Gelernter a résolu une cinguantaine
de problémes de géométrie plane. L’'essentiel du matériel heuris-

tigue est oblenu en accompagnant les énoncés d'une figuye
{représentée sous forme analytique : chaque point étant donné par
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son couple de coordonneges, des sous-programmes permetient de
wster si deux segments sont égaux, puralléles, ete...}. Cotte ligure
n'est utilisée gqu'en observation, les sous-programmes jouent le
méme rdle de reconnaissance que oeil, La preuve s’établit de
facon formelle sur les énonces, L’heuristique de base pour
empécher la prolifération d'énoncés stériles est la suivante :
“Toutes les formules et buts intermédiaires qui sont engendres 4
une étape donnee de la recherche de la preuve sont interprétés
dans la figure. 81 cette interprétation est valide dans la figure, alors
labjet genéré est accepté comme £tape possible de la preuve.
Sinon il est rejeie”. La figure joue ainsi le rdle d’un modéle
sémantigue permettant I'évaluation des énoncés formels,

Exemple de probléme effectivement résolu :
8i dans un trapéze, on joint les milieux des diagonales, Iz droite
obtenue coupe les cOtés non parailéles du trapéze en leur milieu.

4.5. Dans des domaines encore proches des mathématigues ensei-
gndes, citons les travaux de Bledsoe (2] sur Pétablissement des
théorames sur les limites de fonctions numériques ; exemple :

Hm f{x). glx)= lim f(x) . lim g(x)
XrXg X*Xp X Ko

Dans ses travaux Bledsoe utilise une heuristique qui est une
mise en oeuvre du principe genéral suivant : “Pour établir une
conclusion C de plusieurs hypothéses parmi lesquelles figure H,
forcer H i contribuer au maximum a 'établissement de C et iaisser
un “reste’” 4 établir i Paide des seules autres hypothéses™,

Les travaux de Madame GRANDBASTIEN [6] sur la résolu-
tion d'équations trigonoméirigues, de VIVET [19} sur la vérifica-
tion d'identités i "aide du raisonnement par récurrence, de
SLAGLE [18} sur la manipulation dinégalités, peuvent également
Btre observés sous cet aspect pédagogique. Dans le domaine de la
logique, les travaux de NEWELL [10] sont parmi les premiers en
démonsiration automatigque et contiennent maintes idées reprises
depuis. Ceux de PITRAT {12] ont moniré Vintérét de travailler an
niveau des méta-théorémes et méta-méta-théorémes pour établir
les théorémes intéressants d'une théorie donnée par ses axiomes.
L'heuristique de base est ici que “un théoréme est intéressant s'ii
ameéne des théorémes intéressants”. Cetie heuristique sert & gérer
’espace des théorémes généres, en particulier 4 rejeter tous ceux
gui ne présentent pas un interdt suffisant.
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Citons encare un travail originat par la méthode gu’il utilise
{en résolution de problémes pour des robots) : SIKLOSSY [15-16)
4 écrit un systéme de deux programmes : ’un qui cherche i
résoudre le probléme posé, 'astre gui cherche a établir que le
probléme est impossible lorsque le premier a échoué. Ces deux
programmes travaillent alternativement en $’échangeant un certain
noinbre d'informations sur la nature de ’écheec.

CONCLUSION

La présentation de ces différents résuliats avee une arriére-
pensée didactigue montre intérét de la démonstralion
asutomatique of montre comment les recherches dans ¢ce domaine
peuvent apporter quelque chose 3 Penseignement des mathéma-
tiques. L'introspection néecessaire pour dégager des heuristiques et
formaliser des méthodes de travail améne une réflexion profonde
sur la nature méme de Pactivité mathématique, et ne peut dtre que
bénéfigue i Fenseignement correspondant. I semble en effet clair
que i nous parvenons d faire en sorte que log machines fassent des
mathémaliques correctement, cela signifie que nous connaissons
bien ot maitrisons bien un ceriain nombre de concepts réputss
abusivement intuitifs. Les résultats déji obtenus sont Lrés
encourageants.
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