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Et pan dans le mille !
pard. DHOMBRES, I R E M. de Nantes

A propos de 'un de ces stands de tir ol Pon gagne de grosses
poupées roses enire deux effluves de frites ou de gaufres, je ne
parlerai pas de mot score, pour dviter de susciter crainte ou espoir
de me provoguer, mais de la remarque du bonimenteur, “Le tir
était remarquablement réparti’”. Qu'estce a dire ?

Partons donc de h points, M, , M,, ... M,, du pian euclidien,
repérés par leuts alffixes complexes, disons z,, 22, v Zn- Une
premiére idée est de congidérer I'isobarycentre G, & savoir le pomt
daffixe z, défini par

TR A 1)

Une deuxiéme idée consiste a envisager s'll existe un point M

dont I'affixe z,; réalise un certain minimum, & savoir
n 2
T iz —=zl = Inf % jzezd 2
=g M ! € e i i ! )

Une troisidéme idée consiste d chercher 8’il existe un point C,
centre d'un disque de rayon minimal et confenant las n points
M,, M,, .., M,. Analytiquement, nous pouvons encore traduire
ceci par un certain minimum. Pour tout z de C on définit

diz) = Sup jz— 2,

=1, .n

et § = gif d(z) ou ia borne inférieure est prise sur tout le plan
p _

F-3
complexe.
Le point C d’affixe z, devrait alors satisfaire

d(z,) = & 3)

Par ces quelques notes, nous allons vagabonder autour de ces
trois idées, les mattacher 4 des notions connueg, imaginer des géné-
talisations, bref baguenauder. Le fond des démonstrations restera
trés simple et si le jargon mathématique non redéfini parait pedant
a certaing, ils pourront vérifier que ce jargon n'intervient gu’en vue:
d’énoncer des généralisations pour faire le pont avec les théories
peut-8tre déjd Studides par le lecteur au cours de sa carridre
universitaire. Pour la commodité du lecteur on a d’ailleurs noté J
(comme jargon) en marge des passages non essentiels.
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Cas du barycentre .

L'existence et lunicité de z; sont bien évidentes. Une
géneéralisation naturelle conduit A associer des masses a
(i=1, .., n} aux points #,,2;, .., 2, de sorie que

>0 e I a=1
=1

On considére alors le barycentre défini par 1’affixe :
n

b ay L

fary
et chacun sait gue Pensemble des bwrycenires ainst obitenu
coincide avec le plus petil convexe contenant les n points z,, 24,
vy Zn . Un pas de phlus dans la géndraiisation consiste 4 envisager,
non plus une famille finie de poinis, mais un ensemble E plug
tiche, un continu par exemple. La théorie de Vintégration par
rapport 4 une mesure permet d'envisager des expressions du type

z, = fg zda(z) (1 bis)

oll a est une mesure de Radon positive telle que g de(z)=1.4A

¢e niveau, E peut ne plus étre un sous-ensemble du plan complexe
mais un sous-ensemble universellement mesurable d'un espace C°
ou R® On démontre encore gue z, appartient au plus petit
convexe fermé contenant tous les points de E et que réciproque-
ment tout point de ce dernier ensemble peut 8tre obtenu comme
un Z, .

1a cinématique avec les cenires de gravité, ou les probabilités
avec les moments, nous ont familiarisés avec des expressions da
¥ type (1 bis) {cf. par exemple [1] W. RUDIN),

Cas du point M

L’existence d’un point M n'est guére difficile a é&tablir
puisque la fonction définie sur  par
z+— % {z =z = {(z)
i=1
est continue : on a méme Vindgalité déduite de I'inégalite triangu-
laire
if(z) — f{i2H « 6 iz ~2')
_IR8 -
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En outre Lim f{z)= + %
jzl - doo

Donc la bome inférieure Inf f(2z} est égale & la borne infé-

e .
vieure ih!zé £(z) pour un R assez grand. Mais comme le disgue
FARE

fermé de centre O et de rayon R est compect, la fonction continue
I atieint son minimum enh av meins un point zy de ce disque ;

Inf f(z}=f
xgc (z} (25}

L unicité du point M exige une analyse un peu plus étoffée.
Appelons K e sous-ensemble non vide des poinis de € oir f
atteint son minitaum, C'est évidemment un scus-ensemble fermé
et borné de €, donc compact. Plus intéresganie st la propriéié de
convexité de K |

Si Z et Z' sont dans K, AZ + {1 —x) 2’ est encore dans K et
ce pour tout A satisfaisant 0« A € 1 {Géométriquement, le seg-
ment joignant Z & Z' appartient tout entier 4 K pour 2 et Z' dans
K). En effet :

IAZ+(1-NZ)= 2 |AZ—2)+ (12 (Z ~2)
=1 )

_ Soit :
IAZ+(1-0)Z) & X £ (Z-zf+ 12y B 12~
i=1 =1

< A fiZ2Y+ (32 H2Z)
€ (A +1-0) f{zg) = 1(%, )
Linégalité stricte ne pouvant aveir lieu, toutes les inégalités

précadentes deviennent des égalités. En particulier, pour tout i
variant entre letn,ona

Az + (12 @ 2] = R(Zz)l + (-2 (E =) (4)
Por suite {(Zr—2,) et {(Z'—x,) sont sur une méme demi-droite,

&'est-G-dire qu'il existe des nombres «,, 8, positifs ou nuls et
o (Zz;) = f(Z ) avee o+, > 0.
Soit ¢
o Z-B % = laP) 7y
- 280 .
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S'il existe un indice i pouriequel o, = fi;, on déduit aussitdt
Z~=Z". On peut alors supposer gue a;%§; pour fout
i= 1,2, .. n, auguel cas fous les poinis z; doivent éire situés sur
1a droite passant par Z et Z' ; on est ramené 4 un probléme recti-
ligne analogue et on pourra supposer Z -z, et Z' — 2, réels. On
note alors que dans ce cas Z —z, et 2 -~z ont méme signe,
e’est-a-dire qull existe des g (¢, = + 1) pour lesquels

{Z2g] = Gi(Z""‘zi) N ¥ e M Ei(zf““zl}
d’on ;

T oefl=z)= T &(Z—z)
=1 =}
Soit :
(Z—Z) (MS‘: e;) = 0

i—=1

. n
Si n est impair, I ¢ est toujours différent de ¢ et par
=%

suite Z= Z' . Par contre, si n est pair, on ne peut rien conclure,
Drailleurs en prenant z, = 0 et 2, = 1, on constate que tous les
points situés entre 0 et 1 réalisent le minimum de |x| + [1—x1. On
peut alors énoncer Pamusant théoréme : Soient 2,,2;....,2, n
points du plan complexe. Supposons que ces poinis ne solent pas
alienés ou que n soit iImpair. Il existe alors un unique point M

d'affixe 2 tel que
" .
i lzge ~ %l = Inf ( 3 iz*“?qi)
LD | €0 11— )

On peut généraliser ce demier cas en supposant que 2,,
2y ..., 2 sont n points d’un espace normé X sur le corps des réels
ou des complexes et en cherchant z,, iel que

% ey 2z = Inf ( T Hz—zi) (2 bis}
i=% rEX =1 .

Bien que des résultais nettement plus généraux soient
accessibles, nous nous contenterons de supposer X préhilbertien,
o’est-d-dire de supposer qu'il existe un produit scalpire <, > sur X
de sorte que pour tout z de X

Izi? = <z,2>
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L'unicité de £y, sous les mémes conditions, suit la méme
démonstration que précédemment grice a la remarque ;

{(8) Mu+yl=IxN+ Iyvd s ef seulement s7il existe des coeffi-
cients u, § positifs ou nuls tels que
{a+8>0) e ax=3y
En effet, & Iégalité (5} est vrale, on doit avoir en élevant au
caryé 1)
Re <x,y> = lkxb Iyl
Dont on déduit, puisgu’en général
Re <xy> < Kxy>i< Iz} ¥y
que  <x.y> = Ixli iyl .
et done facilement fe résultat en étudiant 1a forme
A A2 Iy 4 2% <xv> + Byi? = ixrayi 2 0
(dans le cas ol B est pris sur le corps des réels pour fixer les idées).
L'existence de zy requiert une astuce puisque lz boule unité
de X n’a plus de propriété de compacité, Cependant, soit z un
point n’appartenant pas au sous-espace vectoriel E engendré par les
n points @,, Zi, ., 3p de X. On sait qu’ll existe un point .z,

projection orthogonale de z sur E et tel que pour tout 2 de E on
ait grace au théaréme de Pythagore

br g, B+ 12,20 = I’V
Donc Yinégalité
tzp~2z'B < fz—2'1 pourtout z' de E
Yol en particulier -
b 2,21 = > Tz—az,d

=1 =]

Par suite :
Int { 4 nzu-ziu}'z inf (i’: iz—-zi!!)

rEX izl rER \im1

Comme E est de dimension finie, Vargument de comparité
| réapparait,

{1} *Re” sdgifixot “Partie véelle de'”,
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4 Une autre généralisation consiste & modifier 1a nature de ia
" | somme envisagée. On peut prendre par exemple

B /2
z § B
(L tar)
voire plus généralement foute expression ol 2 est remplacé par un
nombre réel pip> 1)

d,(z}= (E Ez—_-ziﬁp) i

t—4

Restons dans le plan complexe X = C pour simplifier. Le
iscteur constaters gue les démonstrations précédentes restent
valables, mutatis mutandis, et fournissent un point unigue M7,
On utilisera une indgalité dite de Minkowski ;

1 |
(f:l 12.‘.—&3’,{9) "< (% Iz;i") ® 4 (% [z'li") 6y
i=1

= =1

L'égalité ayant lieu si et sculement si az;, = fiz’; pour a 3 {,
g2 0etat+f>0 lorsque p> 1, Pour p= 2 le point M*) esi
Pisobarycentre des n points M, , M, , ... M,.

En faisant tendre p vers I'infini, on montre sans peine que
I'expression d, (z) tend vers

d(z) = . Sup  |z—z,|
=1,

ce gui nous améne au dernier cas.

Cas du point C

Appelons A ensemble constitué par les points z,, 23, ..., Za
&t notons

d{z) = Sup jz—I|
2’CA

11 est bien clair, puisque A est un ensemble bome, que diz}
est un nombre fini pour tout z de C. L'existence d’un point z, el
que

d{e,} = Inf d(z) =8
t=C
peut se démontrer comme pour Pexistence du point M par un
argument de continuité sur un compact. Toutefois, je préfére une
analyse pius percutante qui va fournir simultanément Pexistence et
Punicité de C.
— 797 _
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D’abord, partons d’une remarque de caleul bien facile.
{7) Si z et z' soni deux nombres complexes de module infé-
rieur ou égal @ ¥, on a l'inégalité

< 1

z—z|?

2

t+ z

2

Pour chaque entier n > 1, puisque § est une borne inférieure,
il existe un nombre complexe noté z™) tel que

1

(o) L
d(z )<6+n

Montrons que la suite 3 z'®) { a3 est une suite de Cauchy
de nombres complexes ; c¢'est-d-dire que nous avons I’implication
suivante :

Pour tout ¢ > 0, il existe un entier N et pour tous entiers n,
m, supérieurs ou égaux a N, on a

[z —z0)| < ¢

Raisonnons par 1'absurde en supposant que la suite ne soit
pas de Cauchy. Par suite, il existe un nombre ¢ > 0 et pour toute
valeur entiére de N, on peut trouver deux entiers n et m qui|
dépendent de N (n» N ; m » N), de sorte que [z(®? — z{™| > ¢,
Nous choisirons un N convenable un peu plus tard.

Dés lors, on remarque que pour tout z' (de A) on ala
minoration

|z~ — @~z > e
Dongc, en posant :

8, (@) =Max (22|, | 2™ =2’ )< 5 + I/n + I/m

on minore selon

Mg’ g™yt
§, @) 3, ()

< 1-{4(5_+2)'=)5 am (Z)

—293 —
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b

Par suite, en utilisant (7)
ztn LR z(m )

2
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Ce que 'on majore encore par

: & 1.1 2 ¥ e
‘;(1 wr et E R £(@E+2)

En prenant N assez grand, I’expression du second membra est
strictemnent inférieure & §2, ce qui fournit une conimdiction en
passant & la borme supérieure au premier membre par rapport a z' ;

(2003 4 gt=)
=

La suite zz(“’ e oy ©st done de Cauchy dans C. Elle
converge vers un z, puisque C est un espace complet. On doit
alors avoir

¥

(B g 0m)
—— e

2

< 3

diz ) = lm d{zt%)=§
. M o calfy
Ce qui termine la démonstration de Pexistence. L'unicité est
dvidente carsi z, et ¥', conviennent, la suite alternativement égale
a2, et z', doit étre de Cauchy donc converge.

J &+ s A
Cédons une fois encore a la tentation de généraliser, 11 est

clair que ie méme raisonnement convient pour toot sous-ensemble
borné A et pour un espace normé X qui posséde une propriéié du
type (7) et soit complet. On posera :

d(z)= Sup le—z’f

{z) Sup 2=
{3 bisj

et & = Inf d(z)

22X

La bonne géndralisation de 1a propriété {7) s'appelle uniforme
convexité de X, Elle s'énonce :

(7 bis) H existe une fonction croissanie 5 ; 10, 2} ~ 10, 1} telle
que pour tout eouple (v, 2’} de pointe distincts de X avee 121K 1
et Izl € 1 onait:

u’*“ u & 1—§ {fz—2'f)

Les sspaces prehilbertiens soat uniformément convexes
comme on le constate en utilisant ’égalité du paraBélogramme
(d’ailleuzs caractéristigue de ces espaces) :

fxty?1? 4 ey B = 2{Ixh? + Iy1?)
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C'est bien autour des propriéiés de convexilé gue nous
tournons depuis le début de cet article. Ainsi la propriété (4},
daifleurs mise sous forme plus générale en {B), est cruciale pour ia
démonstration de [Punicité du point M. La propridgié (6} peut
s'énoncer sous forme équivalente

(Gbis) SiTxt<let lyl<1 slors "%i"” 1 implique x = .

Géométriquement, cette propriété signifie que le milieu de
deux points distincts dune boule d'un espace normé X ne peut
dtre sur la sphére frontiére de cette boule. Un espace normé
possédant une telle propriété est dit sirictement convexe,

C'est cefte propridté qu'il faut évogquer pour le cas d'égalité
dans {6) en établissant que, pour p > 1, Pespace 2% est strictement
conwexe. {Rappelons gue 92: est l'espace C" muni de 1a norme
{12, + ...+ B2 PPIPY,

La propriété (7 bis) améliore la proprifété de stricte
convexitd ; par suite, un espace uniformément convexe est stricte-
ment convexe,

Pour des compléments sur de ielles notions et des applica-
tions au caleu} d’extrémas, voir {21, § 3] Dhombres,

II est asserz instructif de spéeialiser plus ou moins les pro-
priétés de l'esprce glométrique euclidien pour effectuer de la
géométrie en dimension infinie comme nous venons de le faire. On
ne saurait toutefois terminer cet exposé sans des remargues de
géométrie du triangle. (Voir [4] 4. Dhombres pour un exemple de
géométrie en dimension infinie).

Ur exemple

Sur l'exemple de trois points My, M, et M, formant un
friangle non dégénéré du plan euclidien, nous allons interpréter
géométriguement les points G, M'?? ot C. Notons z,, 2, et 2, les
affixes de M, , M, ot M,. '

G est le centre de gravité du triangle, point de rencontre des
médianes du friangle.

M) est le point de Fermat. Cest I'unique pomt M, d’affixe z,
réalisant le minimum de gz, |+ -2, | + lg—25 L H n'est pas
difficile 4'établir, lorsque tous les angles du triangle sont aigus, que
le point M'!? se trouve A I'intersection des 3 droites issues de
chague sommet du triangle et ;o;gnant le sommet opposé du
triangle équilatéral construit sur le coté opposé (et extérieur).
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Fig. 1 : Congtruction du point de Fermat

M{*} est Punique point M, d'affixe 2, réslisant le minimum de
VT P b 2. v + B, . 8 esi classique de wérifier qu'il
s'agit du centre de gravité G. On a en effet, pour tout M du plan :

R, 1+ i, B + DM, B2 - 3 MGH? + IGEE B+ 3GR, P 4 0L B

Point C (ou encore M)

C'est le centre du disque de plus petit rayon contenant M, ,
‘M; et M;. On remarque que le diamétre d’un tel disque est au
moing égzl au plus grand cdté du triangle et que la circonférence
d'un tel disque passe par au moins deux des frois points M, , M,
M; . On doit distinguer deux cas :

— 204
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5i le pommet opposé au plus grand coHté est obtus {ou droit),
le cercle dont un diaméire est ce plus grand coié est le cercle
cherché. Le point C est au milieu du plus grand c6té. On note que,
dans le cas d'un angle droit, C est le centre du eercle eirconscrit
{cf, figure 2}

8i le sommet opposé au pius grand cdté est aigy, et done si
tous les angles sont aigus, on constate sans peine gue C est sur la
médiatrice de chague coté, done eaincide avec le centre du cercle
circonscrit.
M?

M

Fig. 2 : Construction de C ; cas ot angie en M, e& obtus

Point de Lemoine
Ce point réalise une sorte de dual du point M{T),
On pose
- —n' - 7
Bapr, @) =10 2 — @y + (120

!

et ’5(3}"_“‘5;,.:2 {x}+532.:3 (5]4533‘;1 {z)

Il existe un point qui minimise Ia somme § . des carrés des
distances sux trois cotds d’'un trigngle. Ce point, dit point de
Lemoine, est & lintersection des trois symédianes. Nous ne
donnerons pas ici de démonstration. Rappelons que la symadiane’
issue d'un sommet d’un triangle est la symétrique de la médiane
par rapport 4 la bizsectrice. Jo ne cédersi pas & iz tentation de
géneraliser la notion de point de Lemoine en diverses directions,

St Ia mode rétro continue de faire des ravages, je promets
d’exposer & titre réeréatif d’autres points remarquables et quelques
relations géométriques.

Japprécierai toutes références hibliographiques sur ces
questions car je n’en posséde aucune.
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Conclusion

Revenons a ia foire et au bonimenteur. Tout dépend de la
notion de répartition choisie.

Colle de isobarvcentre tient simultanément compte de la
répartition en direction et en distance. On peut é{re pidtre tireur et
avoir te miile comme point ceniral !

Celle du point M''? ne tient compte que de la répartition en
distance. Cela fait gagner des points.

Celle du point C me parait celle de mon bonimenteur, car il
utilisa une piéce de cent sous pour s’expliquer,

[1] W. Rudin : Analyse complexe ei réelle {397 p.), Masson, Paris,
19756,

[2} 4. Dhombres : Eléments d’analyse fonctionnelle {354 p.},
ENSTA, Paris, 1973,

[3} 4. Dhombres : Méthodes mathématiques modernes utilisées en
théorie de 'approximation (184 p.}, ENSTA, Paris, 1974.

[4} 4. Dhombres : Propriétés géoméiriques et spproximation des
fonctions (14 p.), [IREM de Nantes, 1975,

(Les volumes [2] et [3) sont eussi disponibles dans la collection
Nantg Iremica & 'TREM de Nantes, Université de Nantes, BP 1044,
44037 Nantes Cedex].
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