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La droite vectorielle des phases
par A, TISSIER et M, ZIRAH

A — Définition des phases ; espace vectoriel des phases
Les phases sont les homomorphismes continus du groupe
{R, +} dans le groupe { &, +).

Précisons cette notion de continuité: [application
« — (Cosw, Sina) est une bijection de #& sur le cercle trigono-
métrique qui permet de définir :

1) la distance de 2 angles : c’est Ia distance de leurs images
respectives sur le cercle trigonemétrique par cette bijection ;

2) la limite d’une suite d'angles : la suite (o ) o de £ 2
pour lmite langleg si et seulement si les suites {Cos a“) et

(Sin a_} ont pour limites respectives Cos § et Sin 8 ;

3) la continuité des fonctiops définies danz R et & valeurs
dans 4 @ [ est continue si ef seulement sl Cos» f el Bine f sont
conbinues,

Meontrons gu'en fait un homomorphisme ¢ de {R, +) dans
{ A, +) est continu 51 Cos » ¢ est continu en §.

En effet ;

1) en raison de la continuité de la fonction : u = /T —u? de
[—1, 1} dans R, et comme Cos {p(0}i=1:

lim,, 1Sin = 1= lim, v/1 = Cos* o ¢ = 0, dont lim, Sincy =0

2} les formules d’addition de Cos.et 8in permettent de montrer la
continuité de Cosco yetde Bin+ ¢ en unvéel x :

liw  Cosoy = Cos{y(x}) limg, (Coso} — Sin(p{x)} tir, (Binog} = Cos(y{x})
limx Sinoy = Cos{y{x}) Iimo (Sinew) + Sinfp(x)) lim° {Cosoy) = Sin{ ) x 3}
Soit ¢ et ¢ denx phases ; on définit ¢ + ¥ par:
VXER (v ¢){x)=y@)+x)
¢ + v est une phase car :
1) ¢ + ¢ est un homomorphisme de (R, +)sur { 4, +)
VxER VyER {(prilxty)=elxty) + ¢ixty)
=p{x) + @(¥I+ G (x)+ d{y) = (et )(x) + {ot¥ Hy)
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2) Cos s {p+P)={Coso¢)(Coso )=~ (Sine y}(Sino ¢), est
une application continue.

Soit ¢ "ensemble des phases. On vérifie aisémont que (¥, +)
est un groupe abélien.

Soit ¢ une phase ¢t A un réel ; on définit Ay par:
YXER {h}x) = p(hxlk
¢ est une phase car :
1) A¢ est un homomorphisme de (R, +) sur { £, +):

¥YXxERY vE ROLIX+TY) = ofAx+Ay) = s(Ax} 4+ p{Ay)
={de{x) + (Ae)(¥).

2) Cose (h¢} est continue en raison de la continuité de:
X+ AxX ebdeCose ¢ .

Muni de ces deux lois, ¢ est un R-espace vectoriel.

B/ — Construction d’une phase non mulle

Dans la suite, "angle nul, Vangle plat et "angle droit positif
sont respectivement notés O, @, 5.

Dans cette étude, on introduira un sous-groupe (K, +}) de
{Q, +), dense dans R, et on mentrera Pexistence d’un homomeor-
phisme T de {K,+) dans { 4, +), non nul. On montrera ensuite
Pexistence d’une phase p dontla restriction a K est f.

1°} Etude d’une suite de A

Pour tout élément o de A , ensemble des solutions dans &
de P'équation 2x = a est une paire {8, + @! . En outre, s a n’est
pas nul, aucun de ces deux angles n'est O ni . 11 en résulte que
{*un de ces angles, ef un seul, 2 son Sinus strictement positif. On
construit aloxs la suite («_}, ¢, ainsi:

by = ar,

(vneN)((2a_,, =a) et {Sina_ > 0)).

Il résulte immédiatement de cette définition gue :

1) [ ¥ =

2} YnEN« 2% =m eb 227y =5

3 vneEN vpeN 2a, =a
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2°) Définitionde K eide f
Soit I 1a partie de A définie par :
I = la€ A| 3IneEN 3keZ ao=kal

Soit n,n’ dans N, et k, k' dans Z tels que : = =
gn gno
8i,par exemple, n < n’, alors k' = k2" 0 et a = 2”"_“crn.,

k = k'
done a, a ;.

Soit K=!x€R|3IneN 2°xcZ}. (K, +) est un sous-
groupe de (Q, +), celui des nombres dyadiques ; ¢’est méme d'ail-
leurs un sous-anneau.

La remarque initiale de ce paragraphe montre que 1"on définit
bien une application f de K dans A en posant :

VkeEZ VYneN f(i)z ka .
2“ n

f est bien un homomorphisme de (K, +) dans { A, +}: soit en
effet deux éléments x et x' de K ; on peut trouver n entier tel
gque 2"x et 2"x’ soient dans Z, soit x = % etx’ = —215;

): (k+k'y =ka +ka_ = E(E) + f(E) =tx) + f(x")
n n ™ 211 211

, (k+k
Hx+x)=¢

om
De plus :
1} 'image de f estT ;{I', +) est donc un sous-groupe de { A, +).
2) Coso f et Sino f sont des applications de K dans R respective-
ment paire et impaire.
3°) Etude du Cos et du Sin des éléments de
a) Cosa,,Sina , lim, (a )
Par définition de la suite (@p)ncn, @ = @

et v ne Ny Sina, > 0. Donc O n’appartient pas i la suite

et vneN Cosa, <1.

Cosa, = —1,Cosa, = Cos§ =0etsinz 2:
Sina, , =28ina_Cosa_.

Comme Sina__, > 0,Sina_> 0:

Yn=2 C-osan>0.
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— — 2 —_ .
Cos o = Cos2a = 2Cos’e , —1 &t comme Cosa_, »0:
N
I+ Cosa
v n€EN Cosarul = _..........‘Tz.._...__...n.

Montrons gue la suite (Cosa_ ) o est croissante :

!{1 +Cost (f —Cos 3 (1 +2 Coser_y

Guniﬂﬁwk—vCosa = “””"““‘—--*"’I}“WCBSQ" = o aﬂ >

* 2 1+ Gostt
afcesty + [ m——

La suite {Cos &} ~p, €st positive, croissante, majorée par 1.
Elle a donc une limite L telle que 0< L <1, obtenue en
résolvant :

Le /254 it 207 —L~1=0

3L+ 1)(L~1}=0 donc L=1. _
fim,, in = Cosa,} = 1 ; comme Sino, = l/l — Cosla, :

lim,(n = Sine )= 0.
On a done : limg (= a )=

b) Signe du Cosinus ef du Sinus des fléments de I

Ona: Cosf{0}=1 et Cos f{%:l— Cosé =0,
Etadions le sighe de Cos f( éﬁ-;) pour 2% appartenant i }O,Jﬁ[.

Nous allons montrer par récurrence la propriéts suivanie
1 s
(vn»?2 Vke& zi}; € 10,3 » Cos (ka,)> 0 et Sin (ka,)> 0).

Cette propriété est vraie pour n = 2.
Supposgns-la vraie pour n .
Roit k telgue Q< k <2":

-%est telque 0 < k'« 2271,

Cos ke, , = Cos Ka, >0
Sin ka_, =8in K'a, > 0

13 i k est pair, k' =
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2} si k est impair : soit k' = k—;J et k' = ki1 .

Ona:0< ¥ <28, < kg 201,
Coske, , = Cos2k” —1x, . =Cosk"a Cosa , +Sin(k"a Sina
si k7= 2™ Cos k"aﬂ = Cosw, =0 Sin k"atn = Sine, = 1.
Par suite, d’aprés Phypothése de récurrence, Cos ke _,, > 0.
Sinka, | = 8in(2k'+1)e = 8in k'a Cosw_,, +Cos K Sine  >a.
On a done démontré
Vxe]0,2[nK Cosfx)>0 et Sini(x)> 0.
Soit maintenant x € }%, 1 n K. Alors :

@)= {1}~ f(x) = {1l —x}avec 1 —x < ]{j, %-[ nkK.
Done Cos (w —#x)} ot Sin{o —fix)} sont. strictement
positifs.
I s'onsuit : ¥ x € }-%», 1 NK Cosf(x)<0 et Sin f(x)> 0.
8i = &€ 11, 2 n K f(x) -~ = f(x — 1} avec
x—1£]0,1{ " K et on est ramené aux cas précédents. Finale.
ment, on a le tableauy ¢

X 0 1/2 1 372 2
f(x) o 3 © —5 0
Cos f(x) 1 + 0 - -1 - ¢ o+ 1
Sin f{x} 0 + 1 + 9 - ~1 - 0

4%} Périodicité de f

Le noyau de 'homomorphisme { de (K, +) dans ( &, +)est
un sous-groupe de {K, +) dont le plus petit élément strictement
positif est 2 ; monirons que C'est 2Z.

Si en effet x est tel que f(x}= 0,6l k= E(%) est la partie
entiere de g?-; alors x=2k+y avec KCZ e 0« y<2;
f(x} = k £{2) + £(y).
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Comme [{2)= Jet £(x)= 8, {{y}= O donc y= 0. Par suite
x € 2Z.

Dlautre pat, ¥ x € 2Z f(x) = ©. Done fioi= 22,
f adonc pour période 2, ainsique Cose fetSine £

Les signes de (Cos « T} (X} et {Sin « T) (%) sont done connus par
périodicité sur tout K. En particulier :

i n esgt pair VEEnatl[n K Sin(f{x) >0
si n est impair Vv x€ In,o+d]n K Bin (f{x))< 0

5°) Monotonie de Coso feurin n+tIIN Kinc T}

Soit x et x' dans [0,1]1 K tels que x < x’ ;alcrsx;x

et
3_;_‘x sont dans |0, I{nKelona:

Cos f(x} — Cos T {x}= — 2 Sin f("';") Sin f("—g'-f-") <0

Cos « T est done strictement décroissante sur [0, 11K .
D’aprés la parité ef Iz périodicité de Coso 1

Coso £ est strictement décroissante (resp. croissanie) sur
K [n,n+l}si n est pair {resp. impair}.

8°) Prolongementde [ d R

On souhaite frouver un prolongement ¢ de f 3 R de telie
sorte gue Cose p £t Sin e ¢ soient continues, el gue ¢ soit un
homomorphisme de (R, +) dans ( A4, +3}.

a} Suites de K convergeant vers le réel x donné

Soit x& R.8ine N, onpose k, (X} = E{Z2"x).

ona:  al ke
+
Kolt) ot Kn(x) F 1 sont des éléments de K qui sont des valeurs

" i
approchées de x 4 277 prés par défaut et par excés.
On a kyi(x} = 2 E{(2"x} = 2 k,(x} et
Kpo1 (X35 2E(2°8) 4+ 1 = 2 &k, {xy+ 1 donc

Rues (), Ko o Ka(®) 41 kpa (6341

211*1 20 an 21\1-1 .
. kg (x} ‘kaf{x)+ 1 )
Les 2 suites ( 3{“ ) . t {—"E;,Lm) En sont adja-

centes et ont x pour limite,
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81 % appartient & K, la premiére #s5t constante 4 partir d’un
certain rang, et cetie constante est x .

b) Conslruction de o

Si xe Z,on pose ¢{x) = {{x}.

Si x<¢ Z, x appartient & un intervalle de la forme Ja, a+ 1]
avec g & &

On supposera par exemple a pair (le raisonnement se
conduisant de la méme maniére si a est impair).
ko(%) ko (x)+ 1
Tgn SX<T

Puisguie Cos o f est décroissante sur {a, at 1] et que Ia suite
(kn (x})
2'" N

YyneN a< sa+l

est  croissante au  sens  large, iz suite

(ko L N
(Co £l )]) . est décroissante au sens large 2t minorée
par-1; elle a donc une limite gue Pon notera v§x}

La suite (Sm ff*%;{z‘—}}) LEx est positive ; ele vérifie :

vaeN  Sin 5wé§4’5}) = Vz - Cog? f{mk-g—ffiz} .

eile a donc pour limite g (x) = /1 — fyf {x). Puisque
al{x) + y2(x} = 1, il existe un et un seu! angle, noté pix), tel que
Cos (¢(x)) = ¥{X}, Sin (¢(x}} = e (x).

kpix)

Par construction : limm(n b f{mz';--—)) = p{x}.

¢) ¢ est un prolongement de f

En effet, si x & K, les suites (Co ftd

n(x}) ot

{S B2 kn {x) ) sont constantes a partir d'un certain rang et leur
limite est cet:t.e constante,
On obfient :
¥ x& K Cosf(x}= Cos¢(x) et Sin f(x)= Sin eix)
donec wix} = f(x).

7°Y 4 est un homomorphisme de (R, + ) dans{ A4, +}
Soit x et y deux réels,

e(x + vy} = lim,, (n m{fk—g;—i’il))
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D'auire part :
ka(x}s 22x < k(%) + ¢ Ka(v) e 2% < Kk (y)+ 1,

donc

kntx) + k(¥ < 2™ (% +yi< Ka(x) + kyl(y)+ 2
done @

kn(x} + kn(}’} = kn{X+y} <l kn(x} + kn{y} + 2,
ear k,(x+y)=8Sup jp€ELip= 2"(x+y}; .
Done :

ke(x) + knly) < ko(x + ¥) S ko{x) + ka(y) + 1.
Or:
Cmf(llg{x);fn(y) Eog rfk"(x})co f; kniy) ,{}c_n_(s_&i)g ( n(&)}

a pour limite
Cos (x) Cos y(y} — 8in v{x) Bin oy} = Cos [p(x) + vy}
‘ + + 4 =1+,
Cos f(%)xmuth%&ﬁﬂ]c £ Oy, —Sin f| E“W{ ,],z,.,.,,km {”)
a pour limite  Cos ¢{x + y).
Comme X, {(x+v)€ [ky(R)+ ko{¥)h ka(x} + ko{v)+ 1} ,

( niHY)”

= Cosg [¢lx) + ¢{y}}]

Ona done ; Cos fe(x) + ¢(¥)} = Cos {glx + ¥)).
On démontre de méme :  Sin {(¢(x) + ¢(¥)) = Sin {p{x + y).
Par conséquent :
VXER VYER o¢lxt+y) = ox)+9(y).
8" Signesde Cos (¢l(x}} et de Bin {pfx})

Boit x un réel de J0, %[.

lim,, [n t— Cos [

5i x, et =x, sont 2 éléments de X vériliant

0<xy <x <: Ky <3 (11 en existe bien), il existe ny, entier tel que

ke () 1
an < Xq < 2 +

¥VFnang, 0<% <

et puisque Coso f déerolt sur [0, %} nEK:

Ky (X))

1> Cos f{x, 3> Cosf on

}) Cosfixa} > 0
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{On en déduit pouyr la limite :

1> Cosf(r,}» Cospir}= Cos fi{x;) >0
Donce Coso{x}€ J0.1[ et comme Sin p(x)= /1 — Cos®pix},
Sin g{x} < 10, 1.

On en déduit que les résultats de 3°) b) sont les mémes pour
¢ que pour . En particulier : Cos » ¢ est strictement décroissante
sur [0,1] et Cose ¢ et Sine ¢ sont respectivement paire et
imnpaire.

9%} ¢ est une phase non nulle

1i reste & montrer la continuité de Coses en 0. Comme Cose ¢
est paire i1 suffit de montrer sa continuité i droite en 0. Celle-ci
résulte du fait que pour tout x de [0,%5[, on a, du fait de la
décroissance de Coso v : 1> Cos (¢(x))> Cosan. Or
fim{n o, )= Q et lim_(n— Cosay}= 1. ¢ est donc une
phase. Elle est pon nulle bieg str car ¢(1) = @ par exemple.

Cette méthode de construction s"apparente a la méthode du
“rgpporteur binaire”. On verra en Annexe II une méthode plus
rapide et un peu moins élémentaire basée sur Pexponentielle
complexe.

C/ — Propriétés des phases non nulles
Dans cette partie, ¢ désigne une phase non nulle quelcongue,

y=Coso g, = Sine y.

1) ¢ o8t surfective
v est continue. L'image de Yinlervaile R par v est donc un

intervalle J inclus dans [— 1, 11

1 Jcarl = y{0)

d# {1 cary(x} = 1 équivaui 4 ¢{x} = Q et p est non nutle,
Soita= InfJ:—1<a<1 ]a,1]<d< (a 1]
Ona:+{(2%) =27y x)—1;donc:vyed 2y —1eJ,
Par suite ; ¥ y &€ Ja, 1] 2¥* — 1 € [a, 1]. Ce n’est possible que

si2a® 1> aetcommea < l,aﬁw%.

Donc 0f et —1=2 0 —~1€d Doned={—1,1]) et ¥

est une surjection de R sur [~ 1, 1].

Soit e & A4 ;: 3xE€R y(x)= Cos . Par suile

LAXIE lo,—al ot p(x) = & ou p(—x) = a. ¢ est done surjective,
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2) y est périodigue

<

Posons ¢ 10} = ¥ (1} = P;éa fw) =¥ |—1} =D,
Vel 2xelP e 2x#0.

Comme D= ¢, P a au moins un elément non nul. On en
déduit que ¢ n'est pas injective.

8i 2D, ~xEDdone DN R # ¢, Soit p=Inf DO R,
Comme ¥ est continue :

- ou bien p € D, alors ¥{p) = ~ 1.

— i bien p% D, alors ¥ € N: ip, p+-{ " P est non vide

el si xncjp,p-i-*{ﬂ])

m_, (o — v (X, )) = v{p) = lim, (0 #— —1}= —1
donc y(p} = — 1 ot p€ D {ce qui prouve gue ’hypothése précé-
dente est fausse). p> 0 d'aprés sa définition et p+ 0 car
r(p) = 1 donep > 0.

On a donc établi Pexistence d’un plus petit réel > O dont
I'image par ¢ est o.

Cherchons ¢ 10, wf =PUD. Soit x€PUD: posons
n= E{%}; alors x=np+y avee n€ & et y€ [0, p[. Comme
{PuU D, +) est un sous-groupe de {R, +) (image réciprogue d'un
sous-groupe de{ A, +}}, et comme x€PU D, pe Pu D, alors
vy EPUD y&D car 0 £ v < p, done v € P.
elp—¥i=w —¢g=w donc p—y& Davec D < p—y < p, donc
p—y=pety = 0. Parsuite Pu DT pZ Mais comme p €PUD,
gt (PUD, +)estun groupe : pZCPU D,

Par suite PU D = pi&.

8i 5:; est un entier pair (resp. impair}, x € P {resp. D).

Done P=2pd
2p est donce la période de ¢ ; p est sa demi-période.
3) Signedey

Soit p la demipériode de ¢ Sur |0, p] ¢ ne prend pour
valeur mi O ni . Donc ¢ ne s'anmie pas sur 10, p{. Comme ¢ est
contisue, elle a un signe constant sur 10, pf.

Appelons positive (resp. négative}! une phase ¥ telle que
Sin{2(x)} > 0 {resp. < 0) pour tout x de 10, p{, ot p est la
demi-période de .
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En parbiculier ¢ {%} =& f{resp. —&} si et seulement st ¢ est

positive (resp. négative). Toute phase est positive, négative ou
nuile.

4} La droite des phases

Montrons qu'il existe au plus une phase positive ayant une
demi-période p donnée,

Soit.en effet, ¢ ot ¢ 2 telles phases et soit V= —¢. X est
une phase. 8i X nr'est pas nulle, elle a une demi-période: q.
Comme X (q) = w, ¢{q) = $(g) + @ ; et comme
Ypl=w—w=9,94< p.
Bonc Bin o{q) > 0 et Sin ¢{g} > 0 ce gqut ceontredit
wl(q) = d(q) + w.
Donc X est nulleat ¢ = ¢ |

Dans B) on a établ {'existence d’une phase positive de demi-
période 1.

Boit ¢ cette phase.

Montronsque VvV ¢ € ® 3 XER ¢ = A yp.

En effet : soit ¢ une phase. Si¢ =0, on prend X = 0. Si ¢
est positive, soit p la demi-période de ¢. Alors p ¢ est une phase
telle que (p ¢ )(x) = O équivaut a ¢ (px) = O, soit a px € 2p Z, soit

4 x € 22, Dautre past, (p ¢) (-é—) = {%} = 6. Don¢ p Y est posi-

tive et de demi-période 1 ;donc py = ¢, ¥ t%gﬁ .
Si ¢ est négative, — ¢ est positive et si p est la demi-période
de ¢ ¢ ¢ = _l,# .

P

§ est donc une droite vectorielle,

ANNEXE N° 1 : Dérivabilité de Coso ¢ st Sinc ¢ o1 ¢ est une

phase

Soit g S posonse® = Coge p + L 8Bine .

¢™* est un homomorphisme de (R, +} dans (U, xJ ot Uestle
groupe des complexes de module 1.

¥ est continue car Reo ¢¥ = Cose getIme ¥ = Sinc o le
sont. .

Boit § (x} = J- w*{u) du pour tout x réel

o
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-
a

ot &*

Piatay - Yo ﬂjx O (il == J-Q @*{xﬁ)ﬂim&*u).‘ G&*(‘i}dti"&*{x) YHas.
x

Fag(a)# 0 snon § = Qetp* = = @,

5i a est tel gque y(a}+0: o¥x) = wi(x+a)— ¢ (x)]

( i
o¥ est dén?able et

(\0*)’(?‘)“?{)[tﬁ*(x+ﬂ)‘*zp*(x}] f—i—{%} i o*{x) .

[} existe ¢ € € tol que (%) = ¢ o*.
On a: [ [ [(¢*)] ={c s,p*} = ¢ % Mais p* “% car ¥ est i

valeurs dans U et :.p*(xj = = g*(~x}. Donc

| ?‘@
(¥} x) =~y = — e p™(x) = — cvF(x).
Done ¢=—¢., Onendéduit:
INER (p*) = P ¥
Parsuite (Cosep) = A 8inscy; (Siney) =xCosoy.

En partienlier X = (Sin = ¥ (0).
Sait w; et v, deux phases non nulles de demi-périodes p, et
Py et telles que (Sin = ¢, (= Ay, Sin e 9 V{0 = Ay

Alors g, = a2, avec laj =~gl.
2

(8Bin » ¢z )2} = (Sin « ¢, Hax}. Donc X4 = a X, &t par suite :

gy o,
Ay P2

On montre ainsi que e produit de la demi-periode de ¢ par ia
valeur absolue de Ia dérivée de Sin » ¢ est indépendant de la phase
non nulle 2@ ¢'est donc une constante mathématique notée 7. ¢
esi la demi-période de ja phase positive rd telle gue
(Sine ) ()= 1,

ANNEXE N° 2 : Définition de % .

. P . z
A toud z de C, associons Ia série de terme général u, = o

i Hig,y ! _
On a: llmm(n i ﬁ?—-}x 0, ce qui prouve gue cetie série
[1]
converge absolument pour tout = .
P g+
Gn definit : e = T s
=n i
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On sait que si les séries (U, ) et {v, ) sont absolument conver-
gentes, il en est de méme de la série (w, } définie par ;

™
wﬂ = f ukvn—k

e
o o e
et L w = T u, % v,
a0 n=0 n={
n z"n

* . = *
Appliguons cecia u_ = oy etay = N

On obtient ¢

a zk z*n—-k 1 n {z + z')"

Wom B oo —— == 3 CRgkgmRe
" kK=o k! (n—k)i n! k=0 n n!

Par suite e’ = e%e®’.

e =1 ;e "= =1 Pone¥e€C & Cs.

z — € est un homomorphisme de (€, +) dans {(Ox, X }.

I
s Al e (2 - Sri
Ona:e = (e"),car I u = ¥ wu_ pourune série convergente
{u )k n=a 0 g
n

— 1
Doncsi xR, ()= = —. ¥Yx&R eX¢U.

eix

%+ ¢* est un homomorphisme de (R, + ) dans (U, X).

ao " =] 1
Silzl<i, 2112l 2 | L hiz] avec k= E e
as=g (0+1} n=xg DE LY

Sijxl< 1, x€R & — 1| < kixl. Done [Re(e'™ ) — 1{< k {xl.

8oit ¢ I'application de R dans #€ telle gue :
¥ x€ R ¢*x) = e'* {voir Annexe I).

Alors ¢ est un homomorphisme de (R, +) dans { A, +) et
Cos o ¢ est continue en 0 ((aar : os e p(x)— 1< k x| pour
[x]. = 1}. ¢ est une phase.

— 691 —



Bulletin de FAPMEP n°301 - Décembre 1975

8i izl s 1, Je® —1 — 2| = §zi® % . — < k' 21  avee
o 1 n g En+2i‘

K= & -
n=i (n+2)‘

En particulier : siix|< 1, x& R : " — 1 —ix| € k'x?.
prx) —oT(0) .
X
Per suite (o*){0) =i et (Bine oY) = 1.
On en déduil que ¢ o5t Ia phase radian.

< k' 1x).
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