
des valeurs de la fonction périodique f, de période b-a, continue 
sur R et telle que sa restriction à [a,bl coïncide avec g? 

Considérons la fonction '" définie sur R telle que: 
x-a

,,(x) = x (b-a)E(--)
b-a 

Cette fonction est périodique, de période b-a, ses points de 
discontinuité sont de la fnrme a + p(b-a) avec p E Z ; il Y en a 
un, a, qui appartient à l'intervalle semi-ouvert [a,bl et l'on a: 
",(a) a; Iim+ '" a; lim- '" b. De plus, sur la,bl on a 

a a  
,,(x) = X ;enfin ,,(R) [a,bJ et glu) = g(b) par hypothèse.  

Le raisonnement fait plus haut permet alors de conclure que 
la fonction f répondant aux conditions imposées peut s'écrire 
sous la forme: 

x ~g[x 

Pourquoi des phases ? 
par Jérome CHASTENET de GER Y 

La notice "angle H a beaucoup occupé la Commission du 
dictionnalre ces temps derniers, et les lecteurs de ce Bulletin ont 
pu voir que J.M. Chevallier s'était lui-même déjà préoccupé de la 
question depuis longtemps. 

Il faut expliquer ici pourquoi nous avons jugé bon, en plus de 
la notice "angle", de faire Une notice "phase", et pourquoi nous 
l'avons faite ainsi. 

Nous avions à prendre en compte les notions que l'on trouve 
dans des expressions telles que: "angles généralisés" ou "mesure 
des angles", et qui visent à donner un sens mathématîque à des 

écritures telles que "l'li radian" (ou même: "deux tours et 

demi"), alors que le groupe (additif) des angles n'est, au mieux, 
qu'un Z - module et que l'on ne peut y multiplier par des 
nombres non entiers (le radian, dans ces conditions, ne doit donc 
pas être considéré comme un angle). 
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On sait [l] [2] [3] que le problème de la "mesure" des angles 
par des nombres rèels se résout en utilisant des homomorphismes 
continus du groupe additif R sur ft , le groupe additif des 
angles ('). Mais sur quelle droite "naturelle" porter "des angles 

généralisés" tels que : ~ 1r radian ? 

J'ai alors remarqué que le groupe additif H des homomor-
phismes de  (R, + ) dans ( ft , + ) pouvait être muni, de façon simple 
et  naturelle,  d'une  structure  d'espace  vectoriel  sur  R  en  posant, 
non seulement, comme <: 'est l'usage: 

V  (f, g) E  H' ,  f + g  [x ,..,. f(x) + g(iel], 

mais encore, ce qui est moins habituel: 

'IfE H,  'IsE R,  s f [x  ,...  f(s  x)]. 

Cette  façon  de  faire  prolonge  d'ailleurs  la structure naturelle 
de  Z ­ module de H, où l'on a notamment: 

'InEZ,  'If EH,  VxER,  n[f(x)] = f(nx)=  [nf) (x) 

(tandis que  s[f(x)] n'est pas défini pour  sE R ­ Z). 

On  voit  alors  que  les  homomorphismes  continus  de  (R, +) 
dans  (ft, +)  formént  un  sous­espace  vectoriel  <1>  de  H,  et  l'on 
démontre  que  la  dimension  de  <1>  est égale à  1.  Cette  démonstra-
tion  est un  peu délicate (on trouvera plus loin celles proposées par 
A.  Tissier  et  M.  Zirah),  mais  d'une  façon  ou  d'une  autre  on  a 
besoin d'un résultat de ce genre [1)  (2) [3] .. 

On peut  alors  considérer  que  le  radian,  le  tour et  les  autres 
"unités d'angles" sont certains éléments non nuls de <1>,  c'est­à­dire 
des bases de  ta droite vectorielle <1>. 

Si  '"  E  <1>  101, les  déterminations  (ou  "mesures")  de 
J'angle­de­couple  "E  _­t  relativement  à  '"  (ou  "avec  '"  comme 
unité") sont les x E  R tels que ",(x)  ". 

Le  plan  euclidien  P,  où l'on a  construit le  groupe  des  angles 
utilisé,  et ta droite <1>  correspondante peuvent être orientés corréla-
tivement  ; alors, si  Il  est l'angle  droit direct,  on aura parexemple : 

(*)  Le problème  de  la "'meSlJ.l"e"  des  vecteurs ilUr une droite lld'un espace vectoriel réel 
E  #  risout  J)ar  tell'  applieat.iolVl  linéaires  de  R  sur  ll. (en  l'oocurNnce.  bomomOl'" 
phismes eontinus de  (R+ +) sur (il. +n c'est­à­dire par des conuavecteurll non.nuu 
dt! E, el plus spéetalemmt de il. Mai. la propriét.é des espaces vectoriels  C (RAE) et 
E  d'être  iou.io\U'8  lsomoyphes  n'a  plus  d'équivalent.  iei:  les  élémœt.a  de  '4!,  qui 
.raient en Quelque  sorte des "comra...anales". ne peuvent pu ~1rt: idenùfMs a~ les 
~,,,,,-t. 
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li rad(;)= tour (!)= [;radJ(l) = [! tour] (1). 

Les éléments de q. sont des fonctions périodiques (') ; ainsi 
le radian est de période 2", le tour de période 1. Aussi faut-il 
prendre garde que si, pour les angles, on a par exemple les 
égalités: 

[5; rad] (1) = rad (5;) = radG)= [i rad] (1), 

on a cependant pour les éléments de q. correspondants : 

l " 5n-tour = -rad '* - rad = 1,25 tour. 
4 2 2 

En effet: 

[1,25 tour] rgl = tour (1) = 0, tandis que: 

[1 ](4' 'l'4 tour 5,1= tourt5)'* O. 

Tout ceci s'imagine peut-être mieux si l'on observe (fig.) que 
les graphes des éléments non nuls de <t> sont des hélices, tracées sur 
le cylindre R X A et dont le pas est égal à la période (ou à 
l'opposé, suivant le sens). R 

--4 "'"~ ~ ... 
~ '"" 

3 
, 

2 

A 
0 

(*) On peut remarquer que la "fréquence" de IjJE q."c'est-A-dire ici VER + telle que: 

\f.ER[l'(x) o .. VxEz] 
donne une norme natwelle SUl' f;fl. 
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Il m'a semblé alors assez naturel de choisir la droite vecto· 
rielle 'P  pour y porter les "angles généralisés". Nous appellerons 
d'ailleurs plutôt (et faute d'un meilleur terme) phases les éléments 
de 'l'. Ceci est assez proche de l'usage courant de ce mot en 
physique, où une expression telle que: tw + <Po (qui dépend de t 
de façon affine,  et ne peut donc désigner un angle mais plutôt un 
élément de <P) est souvent appelée "phase", "'0 étant alors appelé 
"phase à l'origine". 

Pour éviter cependant des confusions possibles avec d'autres 
usages du mot phase  en mécanique et en physique, il faudra bien 
employer pour w· la dénomination "vitesse angulaire" (et non 
"vitesse de phase", qui a un autre sens), et pour <\' l'appellation 
"droite des phases" (et non pas "espace des phases", qui a d'autres 
sens). 

La vitesse angulaire peut d'ailleurs se définir à l'aide de la 
construction mathématique suivante. 

Soit f une fonction de R dans A . On dira que f est déri· 
vable en 1" ER si, étant donné une unité de phase '" E q, - lOi , 
on peut trouver une fonction g de R dans R, dérivable en to et 
telle qu'il existe un voisinage de to où l'on ait quel que soit t: 

fIt) .p(g(t». 

Alors g est définie localement à une constante additive près, 
et g'(\, ) ne dépend pas du choix de g. De plus la phase g'(to ).p ne 
dépend plus que de f et de to , et nous poserons (' ) 

f(to ) g'(to ).p , 

qui appartient à 1> (compte tenu du choix de l'unité de temps. une 
vitesse angulaire sera alors en T- 1 <l'). 

Il en ré.ultera l'égalité : 

f(to + dt) - f(tol f'(ta) (dt) + € (dt), 

oÙ € est une phase qui dépend de f, de to et de dt, et qui tend 
vers 0 quand dt tend vers 0 . 

Exemple:  Si E est un intervalle de R, on a. quel que soit w de ,[>: 

[3 "'0 E ft, V tE E, f(t) w(t)+"'ol <> [V tEE, f'(t) = "'1 

(*) On prendrA garde que cc n't'st pas Papplication notée ici f'(tl ) qui est l'application 
linéairé tangente li f au point 10, mais bien plutôt l'application dt ""+dt f'(1(), si 
l'on identifie avec 1J les espaces vectoriels tangents à ~t{:~ 
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Soit maintenant a E "~ un angle. Si l'on prend une unité de 
phase <P. il est facile de voir que l'ensemble Ix.p; .p(x) = 0' l ,des 
phases de la forme x "OÙ x parcourt l'ensemble des détermina· 
tions de a relativement à 'l'. est indépendant du choix de .p. 

Nous appellerons cet ensemble "classe des phases de l'angle 
a", et nous le noterons 4> a' On a d'ailleurs: 

[.p E 4> 0'1... [.p (1) = a 1, et l'on voit que l'ensemble des 4> 0' forme 
une partition de 4>. L'application .p >-+.p (1) est un homomor-
phisme  continu  de  (4). +)  sur  (.~, +),  qui  permet  notamment 
d'étendre  aux  phases  de  façon  naturelle  les  fonctions  trigonomé-
triques définies sur les angles (. ,. 

D'aucuns pourront préférer choisir  pour  "droite des  phases" 
un  autre ensemble que 4>  , mais avec  une construction évidemment 
équivalente  en  définitive (' • )  : le choix que j'ai présenté ici nous a 
semblé,  tout  compte  fait,  le  plus  simple.  Bien  que  je  me  sois 
efforcé,  dans  cette présentation, de ne faire appel qu'à des notions 
mathématiques  aussi simples  que  possible,  il resterait à voir ce qui 
pourrait  éventuellement  en  passer dans  l'enseignement,  suivant  le 
niveau où  l'on  se  place  (ainsi  on ne  pourrait sans  doute  pas, pour 
un  premier  contact  avec  le  rapporteur  en  degrés,  le  présenter 
comme  une  tranche  du  "rapporteur  hélicoïdal"  que  constitue  la 
phase "degré"). 
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(*)  Si  l'on utilise  en  fait  bien souvent des  phases  ("angles genénilisés")  plutôt que des 
angles,  c'est Qu'il  est  plus  facile  de  calculer,  de  dériver.  d'intégrer,  etc."  dans  un 
espace vectoriel qUi! dans un groupe  tel que A. et {,lue  l'on ne  veut pas choisir une 
"unité d'ang]<1", 

("'*)  Ainsi  on a  proposé que14uc  cbose qui  revient à  Prendre l'ensemble  des cIa.ss.es  des 
couplC$  (x,  ~ ER X  [4J.­ 101  1 suivant  la relation  d'équivalence  définie.  entre 
(x,..p)et(x',.p},par  x.p=x'..p'. 
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