Pourquoi des phases ?

par Jérdme CHASTENET de GERY

La notice “angle” 2 beaucoup occupé la Commission du
dictionnaire ces temps derniers, et les lectours de ce Bulletin ont
pu voir gue 4, M, Chevallier 5'était lui-méme déja préoccupé de la
question depuis longiemps.

[l faut expliquer ici pourquet nous avons jugé bon, en plus de
la nolice “"angle™, de faire une notice “phase™, & pourguoi nous
Vavons faite ainsi.

Nous avions a prendre en compte les nolions gque l'on trouve
dans des expressions telles que : “angles généralisés” ou “mesuse
des angles”, ¢t qui visent a donner un sens mathématique & des
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écritures telles que '~§ radian” (ou meme : “deux tours ei

demi®y, alors que le groupe (additif} des angles n’est, au mieux,
quun Z— module et que l'on ne peut y multiplier par des
nombres non entiers (le radian, dans ces conditions, ne doit donc
pas éire considéré comme un angle),
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On sait [1] £2] [3] que Ie probléme de la “mesure” des angles
par des nombres réels se résout en utilisant des homomorphismes
continus du groupe additif R sur £ , le groupe additif des
angles (+;. Mais sur guelle droite “naturelle™ porter “des angles
généralisés’ tels que : %w radian ?

J'ai alors remarqué gue le groupe additif H des homomor-
phismes de (R, +) dans { A4, + } pouvait étre muni, de Facon simple
et naturelle, d'une structure d’'espace vectoriel sur R en posant,
non seulement, comme ¢'est 'usage :

v(fgre B, I+ g=[x~ i(x) + glx}],
mais encore, ce qui est moine hiabituel :
vieH, vseR, sf=([x— %)

Cette fagon de faire prolonge d'ailleurs la structure naturelle
de Z — module de H, ol 'on 4 notamment :

vneZ VvIEH, vx&R, n[fix)]= finx}= [nf] {x)
{tandis que s[f(x)}] n’est pas défini pour s & R — Z).

On voit alors gue les homomorphistmes continus de (R, +)
dans (%, +) forment un sous-espace vectoriel ® de H, et l'on
démontre que la dimension de @ est égale 4 1. Cette démonstra-
tion est un peu délicate (on trouvera plus loin celles proposées par
A. Tissier et M, Zirah), mais d'une fagon ou dune autre on a
besoin d'un régultat de ce genre [1] (2] [3])."

On peut alors considérer que le radian, Ie tour et les autres
“unités d’angles’ sont certains éiéments non nuls de &, ¢'est-i-dire
des bases de la draite vectorielle .

B ¢€® — (0] , les délerminations (ou “mesures™) de
Iangle-de-couple &« € A relativement & ¢ (ou “‘avec ¢ comme
unité') sont les x € R tels que ¢(x} = a,

Le plan euclidien P, ol l'on a construif le groupe deg angles
utilisé, et ln droite ¢ correspondante peuvent &re orientés cormréla-
tivement ; alors,si § est Vangle droit direct, on aura par exemple :

{*3 fa probiéme de s “mosure’ des vectours sor uoe deolte 4 un esprce vertoriel séel
E r résout par les spplieations iiésires de R sur 8 (m Uocsurrence, bomomor
phizmes continue de (B, “+5 nur €03, P93 cestd-dire par dev eonbravectours non.awls
de £, vt plus spécialement de £, Majs s propriéis des wspaces vectoriels (R %3 et
E 4'8re fosjours inomarphes a'a phs d'équivaleat iod ¢ ey élédmenis de ‘i’ quid
serilend on grelgue sorte des “comita-anglesd”’ . ne peuvent pas atre entifids gvee Jog
aogies de A .
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- pad (T = £ A =k
§ = rad (2)- tour (4) [2 nad} {1y = {4 tour} {13,

‘Les éléments de © sont des fonctions périodigues (+) ; ainsi
le radian est de période 2r, le tour de période 1. Aussi fautil
prendre garde que si, pour les angles, on a par exemple les
égalités : ' )

B ] ( 5??) N
“Zrad| (1) = rad |} = d~=~d]1,
{2 (1) = red |~ = rad (| [2” a)

on a cependant pour les éléments de ¢ cotréspondants :

1 % Br

—tour = —rad ¥ — rad = 1,25 tour.
4 2 2

En effet ;

[1,25 tour] fg) = tour (1} = 0, tandis gue :

1 . i\ N I‘l'\
[4 tour] (5| = tour t&J # 4.
Tout ceci s'imagine peut-treé mieux si’on obhserve (fig.) qgue
tes graphes des éiéments non nuls de © sont des hélices, tracées sur

le cylindre RX A ef dont le pas est égal & la période {ou &
I'opposé, suivant le sens}. ‘R

(*} Ou peut remarquer que la “fréquence” de v D, c'est-g-dire isi PER T telle que :
VaER[@o =0 a2 €2
dobne une Borme naturelle e 9,
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H m’a sembié alors assez naturel de choisir la droite vecto-
rielle & pour y porter les “angles généralisés™. Nous appellerons
d’aitleurs plutdt (et faute d'un meilleur terme) phases les éléments
de ¢, Ceci est assez proche de 'usage courant de ce mot en
physique, ol une expression telle que © tw + w {gui dépend de t
de fagon affine, £t ne peut done désigner un angle mais plutot un
élément de &) est souvent appelée "phase”, ¥, eétant alors appelé
“phase & 'origine’.

Pour éviter cependant des confusions possibles avec d’autres
usages du mol phase en mécanique ef en physigue, il faudra bien
employer pour w. la dénomination *vitesse angulaire” {2t non
“vitesse de phase™, gui a un auire sens), &t pour < 'appellation
“‘droite des phases” {ef non pas “espace des phases”, qui a d"autres
Sens). :

La wvitesse angulaire peut d'ailleurs se définir a Paide de Ia
eonstruetion mathématique suivante,

Beit T une fonction de ¥ dans 4t . On dira que [ est deri-
vable en ty, € B si, 8tant donné une unité de phase p € ¢ — 10! |
on peut {rouver une fonction g de R dans R, dérivable en t, et
telle qu’il existe un voisinage de t, ol on ait quel que soit t:

fit) = w(glth.
Alors g est définie localement a une constante additive pres,

et g (% ) ne dépend pas du choix de g . De plus la phase g'(§ ) v ne
dépend plus que de f et de t, , et nous poserons (+) :

o) = gl )y,
i appartient & ¢ {compte tenu du choix de 'unité de temps, une
vitesse angulaire sera alorsen T~ @ ).
1l en résuliera Végalité :

fity + Gt) ~ f(ky) = £ty ) {dt} + € (dt),

ol ¢ est une phase qui dépend de [, de &, et de dt, et qui tend
vers O gquand dt tend vers 6,

Exempie - 81 E est un infervatle de R, on a, quel que soit w de P
flas A, ¥LEE ()= withhay,] @ [VLEE It} = w]

{*) On prendea garde qué ¢¢ b'ewt pas Papplivation notée b6 P ) qui el I'spplication
linéaire tangonts 2 ¥ au point g, mais bien pluidt Papplicetion de “*dt E'(lg ¥ B
I'on identifie aver ¢ les espaces vectoriels langents & 7% .
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Soit maintenant « € A un angle. Si Pon prend une unité de
phase ¢, il est facile de voir que Pensemble Xy ;wix}= &l , des
phases de la forme x ¢ oU x parcourt Pensemble des détermina-
tions de o relativement & p, est indépendan{ du choix de .

Nous appellerons cel ensemble “classe des phases de Pangle
e’ et nous le noterons ¢ . On a d’ailleurs *

iy € d>a] & I {1} = o, el I'on voil gque Pensemble des : forme
une partition de ¢ . L'application ¢ — ¢ (1} est un homomor-
phisme continug de (&, +) sur (A, +}, qul permel notamment
$’élendre aux phases de facon naturelle les fonctions trigonomé
trigues définies sur les angles (+ 5,

Draucuns pourront préférer choisir pour “droiie des phases”
un autre ensemble que $ | mais avec une construction évidemment
équivalente en définitive ¢+ »» ; le choix que j'ai présenté ici nous a
semblg, tout compte fait, le plus simple. Bien gue je me sois
efforcé, dans cette présentation, de ne faire appel qu’a des notions
mathématiques aussi simples que possible, il resterait a voir ce qui
pourrait éventuellement en passer dans 'enseignement, suivant le
niveau ol ’on se¢ place (ainsi on ne pourrait sans doute pas, pour
un premier contact avec le rapporteur en degrés, le présenter
comme une tranche du “rapporteur hélicoidal’”’ que constitue la
phase “degré”). :
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£*) 8i Par uillise en fait bien souvent des phases {"apgles gandralisés™ ) plutdt gue dey
sagies, ¢ ext gui ext pius facils de calculer, de deéciver, ¢ inifgrer, €to... dans wn
sspace veciloriel gue dans un groupe tel §ue A , 8t due F'on ne veut pas choisir une
Tuniie o angis™,
%%y Ains or & propost uelnue chose qui zevient 4 prendre Vonsemble des classes des
coupier (X, P ER X [&— 0] | sivant in celatlon d*suuivalencn définie. enire
fx, Y et (x‘,gf}, par xg’)ﬂx'hp'.
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