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PERIODICITE

Les phénoménes vibratoires et les
outils mathématiques de leur étude.

Fonctions périodiques
ct fonctions trigonométriques
par F. COLMEZ — IREM de PARIS-SUD

Cet artivle est issu d’un document de travail des groupes de
recherche sur la coordination des enseignements de physique et de
mathématiques (INRDP-IREM). La partic “activités mathéma-
tiques” est reproduite ici, la partie “expeériences physiques™ est
parue dans le Bulletin de 'Union des Physiciens ~. ('est pourquoi
on ne trouvera pas jci Iz mathématlisation des phénomeénes
physigues, mais uniguement une étude du modéle mathématique.
Les lecteurs sont invités a s'informer auprés de leurs collégues
physiciens sur 'aspeet physique de la question.

Les programmes expérimentés par la Commission Minis-
térielle de Rénovation de I'Enseignement deg Sciences Physiques et
Technologiques posent la guestion d'une étude des phénomeénes
vibratoires en Premiére sans le recours aux fonctions trigono-
métriques puisque ces derniéres sont généralement étudiées en
mathematiques assez tard dans ’année scolaire.

¢ R. MOREAU : Propagation dans un miliew & une dimenumn, Bulletin de "U1.D.P,
a® 574 {Mai 1970}, page BHT.
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En n’introduisant pas dés le départ les fonctions trigono-
métrigues il est possihle de tirer de cette contrainte les avantages
suivants ;

Pour la physigue, une meilleure compréhension des
phénoménes qui dans la présentation habituelle sont partiellement
masqués par les propriétés particuliéres des fonetions trigono-
métrigques.,

Pour les mathématiques, tout un champ d'exercices sur les
espaces vectoriels et les homomorphismes Jiés a la géométrie et aux
-changements de variables, &t une présentation fonctionnelle
intrinséque des fonctions trigonométrigues.

| - GENERALITES SUR LA PROPAGATION D'UN SIGNAL,
LES INTERFERENCES ET LES ONDES STATIONNAIRES.

L’étude physique de la propagation d'un signal conduit au
modéle mathématique suivant :

a) La transmission d’un signal dans un milien peut éire gécﬁte
ainsi :

Le mouvement de la source 8§ g¢tant défini par Ja fonction
t —= [{t), le mouvement du poing M situé a la distance d est

défini par ia fonction it +— f{% —yhv est la vitesse de propege-
tion et le retard du point M sur lasource 8  (pour la justifica-
tion expenmmtate de ce modéle of. Particle de MOREAU

b} Bans le cas de a propagation Iz long d’une droite, la réflexion
de I'onde peut se décrire par Putilisation d’une source fictive
placée symétriquement a In scurce réeclle par rapport & extrémité
et dont le mouvement est le méme que celui de Iz source réeile
(t =—f{t}) dans le cas de Pextrémité lbre, opposé a celui-ci
{t = — {{t)) dans le cas de Pextrémilé fixe.

En fait, les phénomeénes physigues sont représentés par un couple
de grandeurs, 'une se réfléchissant de la premiére facon et autre
de la secontle.

En atudiant les caleuls faits classiquement 4 'occasion des infer-
férences et des ondes stafionnaires, on constate gque le but
principal est Ia prévision des franges d'inferférence et des noends,
r'est-a-dire des points dont le mouvement est nul. En aii, comme
on va le monirer plus has, il suffit, pour faire apparaitre des
mouvements nuls, dutiliser des fonctions ayant la propriété :

38, vt fd+O)= i)
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Il — QUELOUES EXERCICES MATHEMATIQUES

Les différents czlculs & faire font intervenir, en méme temps
gu’une fongction t - f{t}, les différentes fonctions £ +—f{t—a),
t rr ~f{t—a), t = fla—t), t = —f{a—t).

il est intéressant d'étudier le passage d'une de ces fonctions i une
autre en utilisant et en comparant entre eux les trois langages
suivants :
— Les changements de variable.
~ {& langage géométrique appliqué aux courbes représentatives
(syméiries, translations}.
— Les compositions de fonctions et les homomorphismes d’espaces
vecioriels de fonctions (point de vue développé ci-aprés).
Notation: je propose de donner des noms aux applications sui-
vanies de R dans R,
¥, t bt t—a (ae R} g1t — —¢t

{initiales de refard et syméirie)
Exercice 1 (révision du programme de 4éme) :
1) Montrerque ¥Ya Vb rer =1, =11

Ya r,»o1r. _ =Id et ILo8TEOr_

50 5= Id
2) L'ensemble 4 de toutes ces fonctions est um groupe pour
Popeération o ; étude des sous-groupes.

Exercice 2

1} On appelle F P'espace vectoriel de foutes les applications de R
dans R. .
Toute application g de R dans R définit une application
de F dans lui-méme par :

F - F
G

f v fog
On pourra dire gue G opére dans ¥ ; en fait c'est une application
finéaire.
2) Pour tout élément de A , l'opérateur correspondani ast un
isomorphisme,
Notations

pa  f+—=for,

g :f—>fos
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3} Que peut-on dire de
Ra N | - f
B 1 {r—sgef 7

Interprétation géométrigue

L4 546 v i}

wel s ™ T a.{e:\*_

4} Etude des opéraieurs correspondant aux éléments de A .
Exercice 3
On note ¥ , 'ensemble des fonctions vérifiant :

ppift=1 (TERY)
1) Clest un espace vectoriel
2) De méme Pensemble 1 des fonctions vérifiant ;

Prie {1 = 8S{NH

est un espace vectoriel, sous-espace du précédent.

R - U
3) Onnote ; 4 = et i= TER*JT

-
TERy, v
¢ et 1 soniils des espaces vectoriels ?

4) Que peut-on dire des restrictions des g,. o, R, et § 3 chacun
des ensemhbles ¥, 3, Foet 3., 7

Exercice 4

Heprendre ce qui précéde en utilisant, ouire les fonciions r, et s, les
fonctinns h,  t — at (8K )

Remarquer en particulier que V'opérateur H, : f r— {o h, définit
des isomorphismes de 3, sur 3, etde o sur Fo
Exercice 5

a} y #tant une application de R dans R et v un élément de R .
on naole ¥ Papplication de BXH dans R définie par :

{t, X) == W it K] = ott — )
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On pose

i E— R et R-— R

t — Wt x) B | s wix)
Montrer les relations !

gE:fxOr—{t'a’f‘} esoh, xgtohvnsar‘_ké

X
L

qui s2 {raduisent par:
& w)y= fx {t+ ‘}:T-— -31 yx(ﬂ} - gt (x+vit—u)}

b) Retrouver cetie situation en partant
soit de 1a donnée pour tout x de R d'une application
fy R — R vérifiant

vE ¥ f, (W)= gy, (0 FRR

soit de la donnée pour tout t de R d’une application g, - B — R
vérifiant
Vi Vi, gtz(u}zg;l(um"(tzmtl))-

Remarque : cet exercice est trés utile en physique pour élabora-
tion du modéele de la propagation d'un signal.
Exercice 6
Onpose Zolf)= po{f)+ p_o(H) (e€R,)
I 4 est un opérateur sur F avant les propriétés suivanies ;
1y Z_, =3,
NY 1 §og =S = pp(Zald)) = S(z 4

paif)=1 = ppdZa () = Xglf)
3) Que peul-on dire des restrictionsde £, 4 I, et ¥, ?
4) Montrer que si €3 ., Z,,, (f)= O;plus généralement
Zall)= Ogia= T/4 mod (T/2)
5) Sionpose g : t—T{i~a} + fit—b)
ona g =p . X (D)

ET Tz
Exercice 7
Eiudier Pensemble U des applications de R dans R dé{inies par
des expressions de la forme -

<] B n
X I alx—al avee £ a;=0, X aa,=90
e

1= 1 =1 =13
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(ol nEN,a; €R et 3 € R},
les n, &; ek % changeant d’une fonction & Pautre.
Y a-i-il unicité de 'expression 7 7Y esi-il un aspace vectoriel 7

La fonction repré-
sentée par le deassin
ci-contre est-elle
élément de U7 ?

1 — UTILISATION DE CERTAINES FONCTIONS PERIO-
DIQUES POUR L'ETUDE DES INTERFERENCES ET DES
ONDES STATIONNAIRES

Le modéle mathématique classique des interférences et des
ondes stationnaires conduit a Pétude des fonctions suivantes ;

T —%‘J-) + f{t——é—’i)m g(t)

b (e~ X0y 4 e i+ X2y = met)

X8

8 {g=+1oue=—1)
X Hf{&u—w;—‘}+ef{t *‘T‘J)“ nf{x)

Habituellement f désigne une fonction trigonométrique ; mais en
fait la seule proprigié qui sexve {au moins au début de 'étude} st
I"appartensnce de i un espace J ¢ pour un réel T non nul donneé
(cf. 11}, Les autres propriétés, en particulier les symeétries, sont
pluist des parasites didactiques, car elles entrainent gue les fonc-
tions m el n oni toutes des courbes représentatives de méme
forme (des sinusoides), e qui ne se produit pas en général. Soit
dlors I un élémentde 3, .

1} D'aprés Vexercice 6, g ost nulle si a—? = T/ mod {T/2).

Dol Pexistence de points immobiles, ceux qui vérifient :

d; —dy = “‘;—I‘ mod (X)) (A = vT : longueur d’onde).

On retzouve les hyperboeles de la cuve 4 ean comme ensembles de
points immobiles.

2) On constate que — £ {t -1-%2-1) peut s'écrire,

h.
; . X~ (%1 + 35}
PR . RN { __.uwm_z_)
ﬂ‘t v Zzl e v
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On peut done se ramener § une expression unigue :
m (t) = f(t—x—:gi) + f[t+5?i-l}

enposant ¥'; = ¢, poure = 1,

¥y =gy +% pour¢ = —1,

D’aprés 'exercice 6 on trouve un point immeobile ¢
&%M 532: mod (T) goit encore

4, + ¢ A X
m Ade X2 4 A £l
X E 5 + 3 moed {2)

Bol les noeuds des ondes stationnaires,

Remarques :

1) Tout noeud est centrs de symétrie des courbes représeniatives
des fonctions n (forme du signal & différents instants).

2) 8i la source a un mouvement ne présentant pas de syméirie, les
différentes eourbes représentatives des fohelions g, m ot n ont
des allures différentes (c’est-i-dire qu’il st’est pas possibie de passer
d'une fonction a Panire par composition avec les fonctions r,, s

ou h,, ou d'une eccurbe 4 une autre par symsétrie, affinité ou
translation} (of. plus bas les figures correspondant a4 un signal
triangulaire non isocéle : Mouvement du point 1 *}.

Par contre si 'on a une fonction I qui vérifie une relation de
symétrie [par exempie: 34, V £ {{(—(i—t, )= —f{t—1,)], les
courhes représentatives des fonctions m et n ont deux & deux la
méme allure {c'est-d-dire qu'il est possible de passer de Pune a
Pautre par affinité et translation) et elles présentent toutes des
symetries. '

* Bans son article, MOREATU décnit 1t digpositif permetiant @' obtenir ves courbis expeé-
rimentalentent.
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MOUVEMENTS DE DIFFERENTS POINTS
{REPARTIS SUR UN QUART DE LONGUEUR 'ONDE)
PENDANT UNE PERIODE.

Les points A, 4, ef K sont imimohiles.

— R \_\n.
e T w
Bouvaminz da poinc B \/./
¥

L
;\M_“W ko

v LY h’§ / kT I:.

“Hemwraber du gofat O

Hopvament. du peisy €

\._ a,.'{."

My et du print
1,:?{ /

Mouvesemt dw peiat T

MouysMaGt o pninr B

rely

h:fk Ly

Mouvemeni i going 1
{analegac su mouvement de la source}

— 666 -



Bulletin de 'APMEP n°301 - Décembre 1975

ALLURE DU SIGNAL, SUR UNE LONGUEUR D'ONDE
A DIFFERENTS INSTANTS, AU COURS D’UNE DEMI-PERIODE
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tv - PROPRIETES CARACTERISTIQUES DES FONCTIONS
TRIGONOMETRIQUES

Dans ce guni précéde, on a wvu qu'en partant d'un signsl
quelconque éément de 3 Vétude des ondes stationnaires corres-
pondantes faisait intervenir des courbes qui n'ont pas foutes la
méme allure, ce gui n'est pas le cas avec les fonctions {rigono-
métriques car on obtient toujours des sinusoides. En fait, cetie
propriété est caractéristique des fonctions trigorométriques. La
démonstration, du moins celle gui suit, n'est pas entiérement
élémentaire car elle fait intervenir des arguments de continuité, de
densité et de dérivabilité des fonctions convexes ; mais on obtient
d'une maniére élémentaire toutes sortes de propriétés et de
farmules qui se trouveront étre, aprés identification, les formules
trigonométriques connues, et ceci sans aucune référence & la
géométrie ; ces exercices peuvent sans doute dire proposés tot dans
I'année & des éléves de Premiére ef servir d'introduction 3 1'étude
des fonctions trigonométrigues.

1) Propriété C

Une fonetion a la propriété C si pour tout réel la somme de
ses transiatées par a et —a lui esi proportionnelle :

[ va€ER 3ke€R VxR f(x—a)+ f(x+a)j= kf(x) |
Notons ¢ 'ensemble des fonctions wérifiant C.

2) Remarques

a} 8i f€ C, h définie par h{x}= aff x + v} est également
élément de € ; en d’autres termes C est stable par tous les opéra-
teurs etudiés en II, a exception des B,, € n’est pas un vecloriel.

b} La phrase ¥ ac R 3k€ R... exhibe, sous une forme un peu

cachée, une application de R dans R ; i sera plus clair et plas
commuode de récrire 1a condition C sous la forme :

Fgig:R— RV x Vy(f(xry)+ I{x—y}=gly) (x}}

Bupposons f non nulle; il existe x, tel que f{x;}# 0;0on a

alors g(y) = 222 +Y}f&:§x" T

f:de plus g esf aussi un élémentde .
Eneffet ¥x, Vy, V2 ona
f(x+y+2}) + f(x—y—2z} = gly+z} f(x}
fix+y—z} + f(x~y+z} = gly—z} {(x}

. 668 -
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En additionnant et en regroupant on obtient
(f{x+y+z) + flxty—2)} + (R{x—y+2) + {(e~y—2}}= gy +2) + gly—2}) I(z)
gz} fix+y} + gle} fix—y) = Ggly+z) + gly—z) I{x)
glzy g(¥) f(x) = {gly+2a) + gly—z) {{x)
En choisissant x = X, on peut simplifier par . f(x, ) ; on obtient

vy Vz glytz)+gly—z)=glz)gy)

¢} Soit f& € ; sl existe un intervalle [x.~a, X.+a] sur lequel f
s’annitde alors T est nulle.

En effel il existe k tel que

Vv x f{x—a)+ f(x+a) = ki(x)
30it XE[Xo Xe+8a] ; X —AE[Ko—a, %o ] ;dOnc {(X) = O ot fix—a) = 0 ;
B en résulle gue f(x+a)=0 ; or x+as[%o.t+a, xo+24], donc f
sannule sur [X.,Xo+ 2a] et de méme sur [X.~2a, x,44] {démons-
tration analogue).
Par récurrence, f s’annule sur {x, — 2” a, x.+ 27 a],donc sur R,
d} Les constunies non nulles soni des éiéments de © sans zéro.
¢) Les fonctions affines sont des éléments de Cayant un zéro.

f} Si Hua} =90, £ € Cet £ %6, le point {(x,0) est centre de
symetrie de la courbe représeniative de f.

En effet . ¥x f(xo+h) + f{x.~h) = kf{x.) = 0, soit
f(xc+h} = — f{x.~h).

En particulier, si £f{0 )= 0, f est impaire.

3} Théoréme
Les seules fonctions vérifiant C, continues et ayant au moins

deux zéros sont les fonctions trigonomeétriques de la forme
X l--*-—‘—*a:sin {8 x4 7).

Ce qui suit est une démonstration progressive de ce thégréme.

4) Toute fonction de C ayant au moins deux zéros est périadique
Ceci résulie de la remarque f) ! soit x; et x, deux zéros
de f.

Les deux poinis {x;, 0) et (X;, €} du plan euclidien sont des
centres de symétrie de la courbe représentative de f en axes
orthonormés, Or, si une figure du plan admet deux centres de
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§ymétrie distincts 0, et 8;, elle en admet une infinite {3 savoir les
points de Ia graduation engendrée par 0, 0.} De plus elle est
invariante par la transtation r de vecteur 2 8, 0, (et par toutes les
transiations du groupe Zr ).

5} Toute fonetion de C non nulle continue ayant au moins dowx
" zéros admet une plus petite période positive T,

En effet, si le groupe des périodes n’était pas discret,
I'ensemble des zéros de la fonction serajt partout dense dans R et,
comme fa fonction est continue, elle serait identiquement nulle,

Les zéros de la fonction forment done une graduation de R
de pas T/Z et entre deux zéros consécutifs la fonction garde un
signe constant.

6} Compte tenu de Ja remarque a), nous nous raménerons a la
recherche d’une fonction avant les propriéités suivantes :
1 est péricdique de plus petite période positive T
f(0) = Oet f est impaire ; {{(T/21= 0
Hx)> 0six €19, T/2f

Nous allons démontrer une série de petites propriééés
facilement. interprétées st on traduit f par sin, g par 2cos et T par
2n. T

a) g{q—} =0

. T
En effel f{x + ;}—} + f{x —%: y= g{%). fx)

. T . T T, T
Si x= 7 on ohtient f(z) + £{0) = 8(‘24') f(ﬂ‘;{)

or h=r0=0 e« Hheo

b) ¥ x f(%—-!— x) = f(%-— X} | La courbe représentative

admet les droites x= ,—} + k %comme axes de symetrie {kEZ) ; en

effet : g (gw} = { et { est impaire.

c) | g0}= % et g est paire | On pouvait voir ceci

également grice 4 la .remgaxque b).
A Yy ey -—m fy+ g

i)
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En effet, avee x = I on obbient { T+ y) + f f-r--—-'y) = g{y ¥
et (2 + )= f(_%f } g £ &

&} Vx Vy gx + y)+ gix —y}= gly) gl{x) [Cest la

‘remarque b)  g(x) > 0 & xsﬁ]—z,q—[

f) g2x) =g {x}— 2 formules de duplication (on
£2x) = g(x) f(x) fait x =y}

£) 2 (x}+ 12 (:H- g): £ ({-) relation de Pythogore

En sffot : f(x) = ﬁiﬁgﬁ‘l glx —~-:f~) ot & (x) = 2+ (%)
doi £ {x} =-f~2-f%5} [2 - g(zx——)} ﬁiﬂﬁ 12— g(%x)]

et fl(x+T;4;;fi§m[2+g(2x}].

Remarque : BECKER (IREM de Bordeaux)m’a signalé qu’il est
également possible d’étudier directement la fonction h = ¥ qui,
d’aprés la remarque b), vérifie la relation fonctionnelle

|vx vy hix+y)+ hix—y} = Zh(x) h(y) |

h(9 =1 et h est une fonction paire (si h # ) ; si on cherche de
plus une fonciion coniinue, il ¥ a deux cas 4 envisager ;

— h ne s’annule pas ;alows b est de la forme x+— chax

— h s'annule ;alors b est de la forme x— cossx

Ty I existe une fonchion #f wne seule vérifiant €, continue,
s'annulant pour € et T/2 el prenant la valeur a pour T/4,¢"est la
fonetion x+— 4 sin ZKTK

Les formules de duplication permettent de caleuler de proche en

h — | g f
proche g(4 2“) & o

formules d’addition permettent de caleuler f[a:f) et de g(uc"}\i

pour toutes les valeurs de « de Ja forme 7a {peZ, nEN).

(nEN), puis plus généralement les

Soit D Pensemble de ces nombres diadiques. D ¢st dense dans K.
il v a maintenant deux maniéres de poursuivre
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a) 8i on connait les fonctions trigonomeétriques et leurs pro-
priétés, on constate que { coincide avee la fonction
X b a.sin g—%,%iur U'ensemble ). Comme D est dense dans R et
que les deux fonctions sont continues, il ¥ a coincidence sur R
tout entier.

YxER fixj=a sin"g%?"

b} Omn peut également montrer directement ’existence et Punicité
de la fonction { en remarquant gue les formules d’addition nous
ont permis de construire une application f' de D dans R et que
cette application est uniformément continue ; comme D est dense
dans R, f se prolonge d’une maniére unique en une application
uniformément continue de R dans R, c'est Uapplication f
cherchée.

On peut également démontrer, toujours sans utiliser les
fanctions irigonoméirigues, que f est dérivable. En efiet, la

propriété C implique que  estconvexe sur ]0,%{ el par suite

dérivable sauf an plus sur un ensemble de mesure nulle, ce qui est
beaucoup plus qu'il n'en faut ; pour continuer, il suffit de savoir
que [ est dérivable en un point.

8) f est dérivable
Soit x, un point de 10, T/4[ ot [ est dérivable ; posons

b= f{x,)
. h B b, . h
Ona f(x. + 3 + 2) + f(2 X Ej m p(¥o +-§) f(-z-}
Soit encore f(xs + h}— f(Xa) = g(xo-i-él} f(zﬁ) N
1653
Coue foathy—f(%e) h 2 1
{r b= ifi_;l’la h "”hh_lﬁ) g(Xat+ 2) .,Il 9
2
h
i en résulte que lim Ezla-g?— ( (Xs} ¥ O puitisque X,€ O—'I—“}
o qu no ﬁ g{xo) #lXe p gqu = } a4[{
2
Remargue: on vient de montrer gue lim %E}- existe ; c’est ce
h =0

gu’on admet pour la fonetion sin en Premiére ; ia Tin de Ja démons-
tration est celle qu’on fait en Premiére.
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On obtient f'(x) = kf{x —+-~'-£) {k une ecnstarite}
It en vésulte que f est indéfiniment dérivahle ; en particulier :
F'(x) = kf'(x + % = K*F(x + %} = — k?f(x)
d’ol I'équation différentietle :
"+ k=0
C'est cette équation différentielle, s fréquente en physique, qui

fait toute Dimporiance, finalement, des fonctions {trigono-
métriques.
9) Conrclusion

Une présentaiion des fonctions irigonométriques, en
Premiére, pourzait se faire en s'inspirant de ce qui précéde.
La recherche de fonctions vérifiant € peut étre motivée par les
exercices proposes plus haut et les expériences de physigue.
Une fois les formules d’addition trouvées, on peut s’en servir pour
constater la coincidence de certaines valeurs prises par la fonction
cherchée avec des valeurs tirées des fables lrigonoméiriques el
admettre alors Pexistence et Puniciteé,
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