Dans dix ans, la théorie des catégories
remplacera-t-clle celle des ensembles?
par Jacqueline FOURASTIE

Cela devient courant de donner uhe réponse positive & la
question qué pose ce titre. L'objet de cet article est 4 la fois de
donner une initiation trés rapide i la théorie des catégoriez (1, et
surtout d’attirer I'attention sur les avaniages et surtout sur les
dangers de cetle nouvelle modemisation des mathématigues. II
fant que nous sachions oli nous alions. '

Je commence par situer ma position, L’enseignement que j'ai
recu {je suis licencide de 1958, agrégée de 1963) se situail entre
Tanciens et le moderne, Je suis chargée d'un cours de Mathéma-
tigues appliquées i ’économie, au Conservatoire National des Arts
et Métiers ; les exigences de mes éléves, adultes et praticiens, mt’ont
amenée a rester dans cette frange entre I’ancien et le modeme que
begucoup ’entre vous rvenieraient ... mais j'espére prendre, au
profit de mes éléves, ve qu’il ¥ a de formation logigue de base
indispensable et de généralisation dans les mathématiques
modernes, et ce qu'il y a de plus directement guantifiable, et donc
appligué, dans fes mathématiques traditionnelles.

1. Imitiation rapide 3 la théorie des catégories

Un profe .ur de Paris VI ny'a “jousd le tour™ trés fructueux
de me demander une critique de cette théorie comme seconde
thése d’Elat, les fameuses “propositions données par 'Université™.

1} Pour une initdation plus compléte, voir le Livre récemment paru {dont Maurice L1 »
parké dans e Bullelin 293, page 390) de P. Hilton, Le Lengape des cofégories,
CETHC, 1573
81 vous voulcz afler phw loin, peul-dire méme plus “lisile™ : Jalfurd er Poliou,
introduction gux calgories el gox problémes universeis, Edfscience, 1971, Pius
ditficiley 3 Hee ; Mae Lane et Rivkotf, Alpdbre, 2 vol, Geuthier-¥illars ! o Ehresman,
en particulier : Cotfgories et Structures, Dunod, Parle, 1948,
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Je résiste & l'envie de vous faire une présentation élégante, du
point de vue mathématigue, 4 partic de Pexemple qui est 3
Porigine de toute la théorie (puisqu'il est placé en liminaire du
premier article sur les catégories (1)}, Cet exposé serait inutilement
difficile car § fait appel au “dual” et au “bidusl” dont nous
n’avons pas besoin ici. Je me contenteral de quelques définitions ef
de guelgues exemiples.

1. Deéfinition des catégorics

A tout couple (A,B) d'objets de U, on peut faire corres
pondre un ensemble Hom (A,B) dont les éléments sont les
morphismes ou fléches de source A et de but B, Une catégorie est
définie par :

— les abjets A .

— pour tout couple (A,B) d'objets de AL, un snsemble
Hom {AB) qui est donc Vensemble des transformations (ou
“morphismes”) de A en B. 8i deux couples {4 B}, (A'B) sont
distincts, Homq, (A,B) est disjoint de Homq; {A',B'}

— potur tout triplet (A,B,C) &’obiets de AL, une application
de }ensemnble produit Hom {A,B) X Hom {B,C) dans Pensemble

Hom (A, donne :
avec a ¢ Hom {A,B)

B .
/ \(‘ g € Hom {B,C)
A »C Y ¢ Hom (A,C)
Beoa
1} faus gu’il v ait associativité {¢’est un axiome).
~ pour tout objet A de U, il existe un &lément neutre e,
appartenant a Hom (A, A) tel que
g, ca=a pout toute fléche & de but A
foe, =§ pour toute fiéche § de source A
11 est facile de démontrer que cet élément neutre est unigue.
Voici quelques exemples ;

— le plus classigue est la cotégorie des ensembies, Les objets
sont les ensembles. Pour deux ensembles E of F, ensemble
Bom {£,¥) est Vensemble des applications de E dans F. Bi'ona

E-% F F L.g

{1} General Thaory of Noturcl Eauivelences (auiremsnt dit “Théorie ghnéraie des

Equivelences naturclies”, ““American Society Transaclions™, 1345, vol. 56.
P 321-38 43 par Mac Lane ¢t Eilenberg, qul sont ey “inventeurs' de iz théorts ... 2t
gui, #n 1945, sn avaient déld ve bien des applicatons,
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on peut composer a et §. L'identité ¢, est Papplication identique
de A dans lui-mémme.

Cette ‘“‘catégorie de tous les ensembles™ a fait naitre bien des
espoirs. Nous connaissons le probléme insoluble de “Pensemble de
tous ies ensembles™ gui ne peut éire un ensemble puisqu’il devrait
se comprendre lui-miéme, On peut parler de ia catégorie de tous tes
ensembles. Ouf ! a-t-on dit ... jusqu’au moment o0 on a va que le
probléme se reposait au niveau de “la catégorie de toutes les caté-
gories”,

-~ autre exemple, les groupes. Lag objels zont les groupes,
Hom (A,B) est 'ensemble des homomorphismes (13 du groupe A
dans le groupe B.

— les annecux aussi sont des catégories, avec les mémes
définitions,

- on & beaucoup généralisé : les especes lopologiques soni
des catégories : les objets soni les espaces topologiques : et les
morphismes toutes les transformations continues, On a été jusqu’a
dire guune Economie est une catégorie dont les obijets sont les
producteurs et les consommateurs, et les morphismes les

échanges !

2. Qui'est-ce qu'urn foncteur ?

Ne croyez pas gu’on s’arréte en si bon chemin. La notion de
catégorie est trés riche et peut nous mener irés Ioin. On pare de
foncteurs, 1l y a des foneteurs covariants et des foncteurs contra-
variants., La définition de Jaffard et Poitou me semble la plus
claire ;

“Un foncteur (covariant) est aux catégories ce qu'une fonction est
aux ensembles”. En gros, un foncteur d'une catégorie®l. dans une
catégorie 8 comporte les données suivantes :

— pour tout objet A de . on donne un objet de & noté
F{Aj,

— pour toute fléche A ~ B, o, delL on donne une fléche de
& notée F{a}.

{1} Ui homomorphisme #st une Gansformation f telle que pour tout ec‘mpla (X%}
d'éiements den groupe G+ Hx,y) =100 « Ky )
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On suppose que la fléche Fia} a pour source F{A) et pour but
F(B)
A _..__._g..............g dans L

F(A) ———F(B) dans @

F(a)
Des axiomes sont nécessaires ;
Fle,) = ep a) VAel

Flasf) = Fila) * F(§} quel que soil le couple {u,v} de fléches
composables de W,

Le foncteur est contravariant sl inverse le sens des fléches (3
F(B) correspond F(A)).

Le foncteur comprend donc une fonction opérant sur les
objets, et une autre opérant sur fes morphismes, Nous sommes
bien dans la logique des catégories.

Un evempie intéressant est le foncteur ensembie des parties.
Dans la catégorie des ensembles, un foncteur peut avoir pour fone-
tion objet 'ensemble des parties d'un ensemble E . 4 (o) ef pour
fonction-morphisme, la fonction

r -2, q
qui applique & chague spus-ensemble X de F son image o (X) dans
G, Sia est Videntité, chaque & (X) est égal & X,
8i fog estdéfinie, alors a (fo g) = aff) o alg)

c'est-d-dire que "image par £ de l'image par g d’'un sous-ensemble
X est son image par fo g

Je vous £pargne une autre nofion essentielle, celle que
Mac Lane et Eilenberg avaient appelée “transformations natu.
relles”, mais que les savanis qui les ont suivis ont préféré nommer
de facon infiniment plus ... & la portée de tous : ““les morphismes
de foncieurs” !

Résumonsnous ! Lo théorie des catégories apporte une
grande richesse 3 Ia théorie des ensembles, puisqu’elle permet de
ioindre aux “objels” (nous disions “8léments’y des transforma-
tions. Il v a ld une généralisation dont 'intérét est évident. Je vais
cssayer de vous dire ce que j'en pense de bon et de moins bon,
dussé-je essuyer vos “foudres” (du moins celles de ceux d’entre
vous qui ont étudié cette théorie et réfléchi aux conséquences que
pourrait avoir son introduction & un niveau élémentaire).
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. Avantages de ka théorie des catégories

Quel est son intérdt essentiel 7 Clest une théorie interne 3
"aigébre, qui apporte dans cette science un degré de générglisation
importani, analogue & celui qu’a pu apporier la théorie des
ensembles, ou celle des groupes.

L’exemple de ia théorie des groupes peut permetire de
comprendre 4 quoi correspond cetie généralisation. Quand on
découvre gue deux ensembles aussi divers que celui des nombres
antiers et celui des rotations planes sont des groupes, on se trouve
avoir du méme coup établi un grand nombre de démonsirations
pour l'un cemme pour 'auire de ces deux ensembles: nos
démonstrations deviennent plus éléganies, et nous faisons une
grande économie d'énergie. Les catégories semblent un effort
rousst dans ce sens ; c’est diailleurs le but que s’assignaient les
“inventeurs” ;

“Bn un sens mathématique, nolre théorie foumit des
concepis genéraux applicables a toutes les branches des mathéma-
tiques abstraites, et contribue ainsi 4 la tendance courante qui
cherche 3 traiter de fagon uniforme des disciplines mathématiques
différentes. En particulier, elle fournit des occasions de comparer
les constructions et les isomorphismes qui interviennent dans les
différentes branches des mathématiques ; de cette fagon, elle peut
4 Poccasion suggérer par analogie de nouveaux résuliats™ (1),

Nul doute gue ce programme ne soit rempl. On trouve des
applications variées ; un exemple intéressant et récent est Particle
de M. Liévine sur les programmes linéaires ¢z ; mais il y en a des
multitudes d’autres ; vous en trouverez des quantités, ne sevait-ce
que dans les “manuels” que j’ai ¢itds au début.

Pourtant la théorie des catégories semble déja s'8tre heurtée &
certaines impasses © il ¥ avait un espoir positif dans la tentative de
Mac Lane et Eilenberg & propos de Pensemble de i{ous les
ensembieas ; nous venons de voir que cela n’a fait que repousser un
peu plus loin le probléme.

De méme, Eilenberg et Mac Lane espéraient parvenir & une
théorie reposant essentiellement sur les “morphismes”, e a la
limite, pouvant se passer des “objets”. J'avoue me réjouir de ce
que, 4 ma conbaissance, ils n’aient pas été suivis, car ce serait un
progres vers une plus grande abstraction ... ce dontf je me permets
de croire gue ce n’est pas un progres en soi,

1) Mac Lunt ¢ Eileriberg, op. eit. p. 236.
{Z; Builetin de matheématigues deanamiques, % B, avril 1972,
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Wi Critiques

de ne résiste pas — pour vous meitre en garde — & vous citer
um texte de M. Maurice Allais: “Une théorie, logiquement
inconsistante et contredite par les faits, n'oifre généralement, sur
le plan scientifique tout au moins, qu'un danger limité, ou son
insuffisance peut étre rapidement décelée. Mais ce n’est pas le cas
de certaines théories mathématiques dont la compréhension de la
partie purement logique exige de tels efforts que trop souvent le
lectenr eépuisé n'a plus la force suffisante pour exercer son esprit
critigue au niveau des hypothéses comme i celui des résultats, et
réaliser gque du peini de vue de P’analyse des fails ces théories ne
reposent gue sur du sable’ (3). Je crains que vous el moi nous
trouvions dans la position de ce lecteur épuisé ... mais il ¥ a une
chose certaine, il v a suffisamment de gens sérieux — épuisés ou
non — gui se sont penchés sur la théorie des catégories pour qu'on
putsse affirmer gu’elle ne repose pas que sur du cable !

Les critiques que je me permeis de faire sont de plusieurs
ordres :

La question du langage

H est vrai que le langage ensembliste a l'air de rentrer assez
bien dans la {8te e les esprits des enfants méme jeunes. Il est veai
également que toute technique doit avoir son langage propre et
toute science aussi ; mais je crains fort gue la particularisation de
langage ne finisse par faire de nous des spécialistes incapables de
communiquer entre eux,

A ve propos, laissez-moi vous raconter une anecdote, vécue.
Quand le professeur dont j'ai parié plus haut m'a donné le sujet de
seconde thése que vous connaisses, il a poussé la bonté jusqu’a
ajouier a ce sujet — outre des commentaires persomnnels fort
intéressants, et dont je m'inspire ici — une page photocopide ¢’un
dictionnaire de mathématiques en langue allemande. J’ai honte de
le dire : jignore tout de cette langue ! Qu’a cels ne tienne : j'ai
apporté la page en question & une collégue {économiste ... mais,
croyez bien, pas ignare en mathématigues ! ) qui connait trés bien
I'allemand. Comme elle est pleine de zéle, elle a passé beaucoup de
temps sur ce papier, pour étre ensuite obligée de me le rendre en
me disant qu'il ¥ avait 13 une suite de mots qu'elle arnivait a

{15 M, Allgis “L'conomiqgue #0 fant que Science™ Rewvne d'Economic Politigne, 1968,
16,

.
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comprendre & peu prés individuellement, mais gu’elle n’arrivait &
donner de sens 4 auvcune phrase ... Je vous Teral méme 'aveu que
- ig rédaection d une seconde thése se faisant, selon 1a tradition, en
30 jours — je n’ai pas trouvé de traducteur en temps utite.

Je me spis vite expliqué la chose, en lisant dans P. Hilion
“nous établissons alors, par la méthode de approximation
simpliciale, que ce groupe fondamenial combinatoire est iso-
morphe au groupe fondamental du polyédre soustendant le
complexe simplicial” (p. 86). Ce sont bien des mots de résonnance
francaise, mais leur assemblage pe constifue pas une phrase
compréhensible “au commun des mortels”. Dites-moi : combien
d’heures de travail faut-il pour &tre apte A comprendre celte
phrase 7 C'ast 4 décourager les profanes ! (jsjoute gu’il s’agit
d’un élément de programme proposé pour Penscignement du
second degré ! ).

L'axiome d'associalivité

M. Ville (1) affirme que “la nature g horreur de lassocic
tuité”. Or vous avez vu que ¢'est un axiome des catégories qu'il y
a associativité. Examinons ce que cela veutl dire ; pour qu'il v aié
composition de deux morphismes, il faut que le bui du premier
soit la source du second. Il v a pour le moment des enfanis qui
jouent au ballon sous mes fenétres, Paxiome d'associativiié est mis
en défaut chaque fois que "enfant-but n’atirape pas le ballon,
donc ne peut étre la source, c’est-i-dire celul qui lance !
Cherchons d’autres exemples. Avezvous remarqué gue [a sous-
traction n’est pas associative, la division non plus ? On s'en tire
aver des sommes et des produits slgébriques, mais dés I'arithmé.
tique élémentaire, nous voici “coincéds”. L’opération “‘complé-
mentaire” dans les ensembles n'est pas non plus associative. Et
méme quand parfois Passociativité est possible, je pense par
exemple au produit de deux mairices, encore faut-il que le but de
la premiére soit Ia source de la seconde, autrement dit, pour le
moins que la premigre matrice aii sutani de colonnes que la

{1) A psopoes du guamiiteiif, vous mppelee-vous ks préface “du’ Gouyon de Mathéma-
tigues Spécinfer gui me hante depus .., I955H i je Fai Iue, e o petiie histoire du
nsand mathématicien de I'an 2000 qui & hegsin, pour seg savanies recherches, de
f3dx . D s'adeesse 4 Ia b &lectronique du eoin ... isquelle est st engorgée gque
o'est seulernent an bout €'un an aw’elle sort ie résvltat (gui 4'aiklenrs ne paut Que in
mettre &1 panne) @ 09988 ., Durant ee lups de temmps, notme wavant, fe Vadel, 8’ oot
suleldé. Nous w'en sommes pas i, maiy o dois dire gue fe n’obierve pas, depuis
12 ans qur Penseigne dans le supérieur, gue e niveau mathémaiique de mes Sldvey e
golt &levé, biem au eoniralre ! U v & 1 un probléme que it machines Electronisgues
de poche ne satiizont pas & résoudse ¢
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seconde a de ligres (et encore, j& ne m’attache pas a fa signification
de ces matrices ! ). I} est fréquent que le produit de deux mor-
phismes

P E i ﬁ
soit ahsurde,
Pour que le produit de trois morphismes le soit,
a f ¥ = p {r étant le morphisme absurde}
il suffit que
« B = »
ou
g v =

Croyez-mot, c’est fréquent! (8i vous ne me croyez pas,
cherchez vous-méme des exemples | ).

ine mathématique des catégories, qui suppose ’associativite,
peut-elle 8tre adéquate au réel qui, en général, exclut ?

Ma eonciugion est plutdt un point d’interrogation, adressé a
eeux de mes colldpues qui ont pu ou pourronit trouver le temps
d'approfondir de fels sujets. Je souhaite qu’ils me disent ee qu’ils
auront pensé.

Pour moi, Iz théore des eatégories appariient & un courant
qui tend 4 tirer les mathématigues du ¢5té de Pabstraction, en se
confinant dans une attitude strictement logique. L’intérét est qu'a
ia limite, on pourra peut-étre faire une importante économie de
pensée et de misonnement: le savoir mathématique tiendrm
peut-&ire dans peu de temps sous un irés petit volume de démaons-
frations trés générales s'appliguant 4 une multitude de cas parti-
culiers, et ceci est un avantage certain,

Cependant, je me demande si les spiences appliguées pourront
bénéficier de ce progres : ce qu'on gagne en abstraction, on le perd
en contact avec le réel. Il existe un aspect de ia réalité, plns ortenté
vers le quantitatif ¢1; gui devraif intéresser les utilisateurs comme
les jeunes étudiants ¢t éléves et dont de telles théories tisquent de
séparer encore “‘la mathématique”. On risque d’avoir d'un cbté
une science mathématique rationnelle, réduite a un petit voluine

{1} M. Vi, prolesseur § Parit V] et membre de mon jury de thize, m’e tpit Vhoansus
de 5'intéremer — outye aux guestions sur les cetégories — & ma premiére thise | Ewg|
sur fr meswre des guanlilés dconomdeurs (Moutom, 1974), Il & spporté, en
particulier, des remerquss pesslonnanies 4 mron chapitee wur lx-vombee, Je clie icf co
qu'il 4 bien vouh: me dipe ot qul we irouve & 13 page 108 do 32 théwe,
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do concepis et de théorémes de haute shstraction, et d'un autre
cdté des mathématiques concrétes trés différenciées (topologie,
géométrie, mathématiques appliguées & la biologie, & la psycho-
logie, a 'economie, 4 la macrophysique, 2 la microphysique, &
Fastronomie, & Ia chimie ...}. Ces deux aspects ont-ils des points
COmmUns ?

Je pose la question autrement : nous autres, mathématiciens,
quii enseignons A des praticiens, devrons-nious un jour faire schisme
avec les mathématicient “purs” qui ne slintéressent qu’a la
mathématique et pas & ses applications 7 Pour le moment, j'ai
Vimpression, dans mon ens¢ignement comme dans ma recherche,
d’étre inconfortablement installée entre les deux chaises de “la
mathématique pure” que j'ai apprise et que j’estime, et de “la
mathématique appliquée” dont mes éléves et les chercheurs
sdconomistes gue je fréquente ont besoin,



