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HISTOIRE  ET  LEGENDE  

Histoire de la découverte 
des  logarithmes 
par Gilbert ARSAC, J.R.E.M. de Lyon. 

1.  Dans  notre  enseignement,  et  dans  les  mathématiques  en 
général,  la fonction logarithme apparaît sous deux formes: 

­­ le  logarithme décimal,  que  l'on  trouve  dans  les  "tables de 
logarithmes",  est  un  outil  pratique  utilisé  pour  le  calcul  numé­
rique; 

- le logarithme népérien, introduit en classe de terminale, 
est plutôt un outil théorique. . 

La même différence se retrouve dans les méthodes d'intro­
duction de ces deux logarithmes: alors que le logarithme népérien 
s'introduit par des procédés théoriques, soit comme primitive de la 
fonction x ~ comme fonction inverse de la fonctionil', soit 

exponentielle, le logarithme décimai peut être introduit de 
manière  élémentaire,  sinon  ­rigoureuse,  en  comparant  la  progres-
sion géométrique de raison 10 avec la suite des nombres naturels, 
c'est·à-dire avec la progression arithmétique de raison l, et cette 
méthode débouche naturellement et rapidement sur le calcul 
effectif d'une table de logarithmes. 

Ecrivons en effet ces deux progressions parallèlement: 

1 10 10' ....... .... 10" ..... ...... 10m 10m10' 
o 1 2 3 m n ...... . m+n ...... 

La formule lOm." 10m X 10· montre que ces deux suites 
de nombres possèdent la propriété suivante, appelée dans la suite 
de cet article propriété P, et vérifiée plus généralement lorsqu'on 
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écrit en parallèle une progression géométrique et une progression 
arithmétique quelconques: 

kn1 k k',...... ..... .. 

o h 2b....... nb...... .  

P : Le produit de deux nombres de la première suite figure 
dans cette suite et a pour associé, dan. la deuxième suite, la 
somme des associés des deux nombres de départ. 
(Dans  cet  énoncé)  "l'associé"  d'un  nombre  de  la  première  suite 
désigne le nombre de la deuxième suite écrit en-dessous: l'associé 
de Ion est nI. 

Par conséquent, si l'on appelle logarithme d'un nomhre de la 
première  suite  son  associé  dans  )a  deuxième,  c'est­à­dire  si  l'on 
pose log Ion n, on voit que l'on a :  
log IOn X 10ro = loglOn• m = n+m = log 10" + log 10"'; cette  
égalité est l'amorce de la formule générale log xy = log x + log y.  

Ainsi, nous pouvons considérer le tableau de nombres que 
nous avons écrit comme une première table de logarithmes. Cette 
première table est rudimentaire car, d'une part les valeurs données 
à la variable (1;10;100) sont trop éloignées les unes des autres, et 
d'autre part les valeurs prises par la fonction (l,.. n) sont évi-
dentes,  autrement  dit  cette  "table"  peut  être  avantageusement 
remplacée par la simple formule:  log 10n = n. 

Pour améliorer le  résultat, il faut pouvoir donner il la variable 
des  valeurs  plus  rapprochées.  On  y  parvient,  dans  une  première 
étape,  en  insérant, entre deux nomhres consécutifs de la première 
progression,  leur  moyenne  géométrique,  et,  entre  deux  nombres 
consécutifs  de  la  deuxième,  leur  moyenne  arithmétique.  On 
obtient ainsi deux suites: 

1  v'IO  10  101 
.•. lom+l .... 

o  1/2  1  2  m+1 

Ces  deux  suites,  qui  sont  simplement  la  progression gOO"ié-
trique  de  raison  v'IO et la  progression  arithmétique  de raison "2', 
possèdent  encore  la  propriété  P,  ce qui  exprime  que  la  règle 
10m 

+ n  = lom  X 10'  est  encore  valable  si  ID et  n  sont  rem· 
placés  par des nomhres de  la  forme  P/2 où  p  est natureL Si nous 
définissons encore le  logarithme d'un nombre de la première suite 
comme  étant  son  associé  dans  la  deuxième,  la  formule 
log xy = log x +  log y  est  toujours vérifiée grâce à  la propriété P 
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et nous avons donc obtenu une deuxième table de logarithmes plus 
précise que la première. 

En itèrant ce procédé, on obtient évidemment des tables de 
logarithmes de plus en plus précises; les valeurs prises par la 
variable, c'est-à-dire les nombres de la première suite, sont de plus 
en plus rapprochées et autorisent le calcul par interpolation du 
logarithme des nombres ne figurant pas dans la première suite. 
Par exemple, à l'étape suivante, on obtient les suites: 

1 \/TIi VTIi (~rro)J 10....  
1 1 3  o 4 2 4' 1 ... 

d'où log ~rro ~ ~ et log VTIi = ~ . 

Prenons pour valeurs approchées: 
~ '0 1,78 et VTIi '" 3,16 ; ainsi on a: 

log 1,78 '" 0,25 et log 3,16'" 0,5 

On en déduit par interpolation une valeur approchée de log 2 : 

log 2 '" 0,25 + 3~i~ =~:~~ X (2 -1,78)  

C'est-à-dire: log 2 '" 0,29  

(la valeur approchée à 110 près est en réalité 0,30). 

2. C'est par cette méthode que le mathématicien anglais 
BRIGGS put calculer sa table de logarithmes décimaux à 15 déci-
males  publiée en 1624 : il avait répété plus de cinquante fois  l'opé-
ration  précédente,  c'est­à­dire  que  la  première de ses  deux  suites 
était la  progression géométrique de raison 10 !Il 54  • 

Les outils mathématiques nécessaires au travail de BRIGGS, à 
vra i  d ire  essentiellement  des  techniques  de  calcul,  étaient 
disponibles  à  la  fin  du  XVlème  siècle .. La  propriété  P  avait  été 
signalée  par  CHUQUET  en  1484  puis,  indépendamment,  par 
STIFEL en 1544  ; ce dernier  l'avait même étendue aux exposants 
fractionnaires  et  aux exposants  négatifs.  Il  ne faut pas croire qu'il 
s'agissait  d'une  remarque  banale:  la  simplicitè de  la  formule  qui 
l'exprime actuellement  (lom> n = lom  X 10') tient  li. l'emploi de 
la  notation  exponentielle  10',  et  de  la  notation  Iittèrale  qui 
désigne  par  m  et  n  des nombres  quelconques; ces deux  inven-
tions sont postérieures à la  découverte de  la  propriété P.  On peut 
même  noter,  pour  la  petite  histoire,  que le signe = est,  lui  aussi, 
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postérieur (il date de 1557). Au lieu d'écrire la progression géomé­
trique de raison 2 (à propos de laquelle ils énoncent la propriété Pl 
sous la  forme: 

1,2,22  •  2 3  ,  ...  2° , ... , 
CHUQUET et STIFEL écrivent: 

1,2,4,8,16,32, 
ce qui rend plus difficile la découverte de propriétés générales, On 
voit par là l'importance d'une notation bien choisie. 

Si les outils mathématiques étalent disponibles, l'état de la 
science à la fin de XVlème siècle était également propice à la 
découverte d'un instrument de calcul commode: le développe­
ment du commerce et de la banque était la source de nombreux 
problèmes de calcul numérique, auxquels les mathématiciens en 
renom  consacraient  une  bonne  partie  de  leurs  efforts;  dans  ce 
domaine.  on  trouve)  bien  entendu,  les  noms  de  mathématicîens 
italiens comme PACIOLI et TARTAGLIA; d'autre part, le 
développement de l'astronomie avait des motivations relevant à la 
fois de la science pure et des applications; il s'agissait par exemple 
d'améliorer la précision et la sécurité de la navigation; dans ce 
dernier domaine, on trouve évidemment des Anglais; et BRIGGS 
lui~même, titulaire  d'une  chaire  d'astronomie.  était un  spécialiste 
d'astronomie nautique, 

La résolution de problèmes tels que la détermination d'une 
longitude en 'mer, celle de la route la plus courte d'un point à un 
autre, aussi bien que celle des problèmes d'astronomie théorique, 
impliquaient d'importants calculs, particulièrement de trigono­
métrie sphérique. La difficulté de ces "calculs astronomiques" est 
restée légendaire, et on ne surprendrait guère nos élèves du XXème 
siècle en leur apprenant que les plus redoutés étaient les calculs 
trigonométriques et les extractions de racines carrées. 

Ainsi, tout permet de pronostiquer, à postériori il est vrai, 
l'apparition des premières tables de logarithmes décimaux à la fin 
du XYlème siècle, Si la première table connue était celle de 
BRIGGS, notre récit s'arrêterai! ici, le seul problème étant de 
comprendre comment BR1GGS a pu arriver d'emblée à une telle 
précision alorn que l'on aurait pu s'attendre à voir précéder sa table 
à 15 décimales par des ancêtres plus primitifs, 

Notre pronostic est d'ailleurs confirmé par le fait qu'un 
Suisse, BURGI, horloger et mathématicien, avait, indépendam­
ment de BRIGGS, publié une table de logarithmes en 1620, dont 
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le principe de calcul semble bien avoir été celui que nous avons 
exposé, 

L'invention des logarithmes, sous leur aspect outil de calcul, 
était bien üdans l'air" à cette époque. 

3, Or, tout l'intérêt de l'histoire réside dans le fait que la pre-
mière  table  de  logarithmes,  due  à  l'Ecossais  NEPER  et  parue  à 
Edimbourg en  1614,  est  non  pas  Une  table  de  logarithmes  déci-
maux  mais,  bel et bien,  une  table  de  logarithmes  népériens  à sept 
décimales.  Pourtant, à  cette époque,  la  notion  de  fonction n'était 
pas  encore  clairement  dégagée  (il  ne  s'agit  pas  ici  de  la  nption 
contemporaine de  fonction  mais  de  la notion "classique" de  fonc-
tion  numérique  telle  qu'elle s'e.st  précisée  peu  à  peu  à la  suite  de 
DESCARTES (1»),  A  fortiori,  la  notion  de  fonction  dérivée  était-
·eUe  inexistante  puisqu~on ne  savait  même  pas définir  la notion de 
dérivée  en  un  point.  Or ces deux notions de fonction et de dérivée 
nous  semblent  actuellement  indispensables  à  la  définition  de  la 
fonction  logarithme  népérien,  La  question  à  laquelle nous allons 
répondre  maintenant est  donc  celle­ci:  comment NEPER a­t­il pu 
parvenir à la notion de logarithme qui porte son nom? Ensuite, 
nous  examinerons  le  procédé  de  calcul  effectif  de  sa  table  de 
logarithmes. 

4. Aspect théorique du travail de NEPER: la résolution d'une 
équation fonctionnelle au XVIème siècle, 

L'idée  de départ  de  NEPER  est  bien  toujours  de  mettre en 
parallèle  une  progression  géométrique et une  progression arithmé-
tique,  et d'utiliser la propriété P  ; mais, afin de mettre en évidence 
la  correspondance  entre  les  deux  progressions,  NEPER  imagine  la 
représentation géométrique suivante: 

a  b, b,  b w 

A B,  B,  B,  B  wB" 
1  1 1   1 

Sur un  seg'l"mt [aw]  de  longueur  unité,  il marque  les  points 
b , , b, .... ,  bu.  tels  que  b , w k  aw  k,  b, w ~ k  b, w k' , 

... ,  bo  w k  bO"l W  = kn 
,  •••etc ... ,  où  k  est  un  nombre  fixé 

vérifiant  0 < k < 1.  ' 

(1)  Le  "Discours de  la  méthode"  esl  de  1637.  La notation  f(x)  a  été  introduite  par 
Euler en  1734.  On  peut  considerEr  (tue  la notioh de fonction s'est élaborée p:endant 
la centaine d'années qui sépare <'.cs  deux dates. 
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Sur une demi-droite AW, il marque les points B, , ... , Bn , ... 
tels que AB, ~, AB, = AB, +  ~ =  2~, AB. nQ, ...etc ... , où 
~ est une longueur fixée. La progression génmétrique de raison k 
est ainsi matérialisée par la suite des segments faw], lb, w], ... , 
[b. w], et la progression arithmétique de raison Q par la suite des 
segments IAB,], [AB,], "', [AB.], ... 

Enfin NEPER définit son logaritbme par la relation 
log b. w  = AB., c'est-à-dire log k" =  ne. Jusque là, rien de très 
original si ce fi 'est que~ pour une raison que l'on verra plus loîn, 
NEPER se limite au calcul des logarithmes des nombres compris 
entre 0 et l, c'est-à-dire qu'il choisit une progression géométrique 
de raison inférieure à 1: Par ailleurs, à ce stade, le logarithme de 
NEPER n'est pas entièrement défini: il manque les valeurs de k 
et de Q, ainsi que la définition des logaritbmes des nombres qui ne 
sont pas de la forme k". Afin de pallier ce dernier inconvénient, 
afin en somme de pouvoir faire varier continûment la variable, 
:-<EPER ajoute une représentation cinématique: il  imagine que 
deux points mobiles, B et b, décrivent respectivement AW ettaw] 
suivant les règles suivantes: 

-. le point B a un mouvement uniforme: s'il part de A à 
l'instant to et passe en BI ,  B:z , "', Bn' ... aux instants t J , t 2 ••.. ,  tn , 
"', on a donc: t l  ­ to :=:: t:t - t, =  ...  =  tn  t n ­ l  ­

- le point b se trouve en b. à l'instant tn . 
à l'instant to , les points B et b ont la même vitesse. 

La définition du logarithme devient alors : 
log bw = AB (1) 

La relation fondamentale log xy = log x + log y est démon­
trée quand x et y sont de la forme k· et km : elle résulte alors 
immédiatement pour NEPER de la propriété P. Elle est admise 
implicitement pour x et y quelconques: il y a là un raisonne­
ment "par continuité" qui ne pouvait être clairement exprimé à 
l'époque; dans le même ordre d'idées, on peut remarquer que le 
mouvement de b en dehors des instants t. n'est pas précisé. 
Nous verrons dans la suite que NEPER suppose implicitement que 
ce mouvelllent est suffisamment régulier: par exemple, b ne 
revient pas en arrîère ! 

5. Essayons maintenant de poser et de résoudre en termes 
modernes le problème étudié par NEPER. Choisissons pour cela, 
pour origine des temps, l'instant où B part de A, et désignons par 
v la vitesse de B ; ainsi AB = vt oû t désigne le temps. 
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Posons d'autre part bw= fit) et désignons provisoirement par g 
la fonction logarithme cherchée par NEPER, définie par la relation 
(1) qui s'écrit, avec ces notations: 

g l  f (t) J = vt (2) 

Notons d'autre part que la condition initiale (même vitesse à 
t =  ta) s'écrit: 

r (0)  ­ v  (3) 

Pour aller plus loin, il nous faut malheureusement interpréter 
la pensée de NEPER en termes modernes sans être sûr de la jus-
tesse  de  notre  interprétation.  Le  problème  est  le  suivant:  il  est 
difficile  de  savoir  si  NEPER  considère  que  les  données  de  son 
problème déterminent la  fonction  g  (première  hypothèse) ou s'il 
considère  que Ces  données  déterminent  f,  d'où  l'on peut déd\lire 
ensuite  g  (deuxième hypothèse). 

Dans  la  première  hypothèse,  on  admet  avec  NEPER  que  la 
fonction  g  vérifie  g (xy)  g (x) + g (y).  Nous  savons  mainte-
nant (2)  qu'il  en  résulte  l'existence  d'une  constante  c  telle  que 
g(x) =  c ln(x)  (où  ln  désigne,  suivant  la  notation  normalisée,  le 
logarithme népérien) avec  c'" 0,  car  g = 0  n'est évidemment pas 
solution du problème de NEPER.  !  t 
Ainsi,  (2)  s'écrit  c ln [fit)]  vt, d'où  f(t)  = é  et  f(O) = ~ ,par 

conséquent  l'égalité  (3)  impose  la  valeur  c =  1.  donc 
g(x) = ­ln x.  La  fonction  g  cherchée  par  NEPER  est  l'opposé 
du  logarithme népérien  actuel,  restreint de plus à  ]0,1]  ; ces deux 
faits  ne  doivent  pas  nous  surprendre:  ils  évitaient  l'introduction 
des  nombres  négatifs,  peu  prisés  à  l'époque.  Le calcul  précédent 
montre  en  outre  que  les  conditions  imposées  par  NEPER  déter· 
minent  g  sans ambiguïté. Les constantes k  et  ~ ne peuvent donc 
pas  être choisies  toutes deux arbitrairement; elles doivent vérifier 
Q =  ln k. 

La  deuxième  hypothèse  est  plus  hardie,  mais  un  texte  de 
NEPER,  publié  à  titre  posthume en  1619,  nous  permet de  l'envi-
sager  :  dans ce  texte, NEPER énonce la proposition suivante:  "La 
vitesse du point  b  est proportionnelle à  la distance  bw". 

(2)  Supposons  en  eHet  Qu'une  fonction  g  vèrifie  I;(xy)= g(x)  ...  t(y)  et  qu'elle  soit 
dérivable  (on  Petit  montrer,  en  (ait.  que  touti!'  fonction  continue­ vérifiant  cette 
équation  est  dérivable).  En  dérivant  pat  rapport  li  y,on,obtient  x  g'(XY);­ g'(y), 

,  ,  ,,1  It  (1)  1  t
d'ou.  en  faill.iint  y  = 1:  x  g  (x)=  g  (l).  Amsi,  g  (x)!'!:­ et.  comme  (1:(  )  ès 

x 
nécessairement  nul  (on  le  voit en taisant  x =  ­y  ==  1  dam l'équation qui définit  g). 
on en déduit  g(x):::  gl(1) ln Ixl. 
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Bien que la notion de vitesse instantanée n'existât pas à l'époque, 
l'usage qu'en fait NEPER correspond à la définition approximative 
suivante: la vitesse de b à l'instant t  est le nombre Vit) par 
lequel il  faut multiplier un petit intervalle de temps lit pour 
obtenir le déplacement de b entre les instants t et t+ lit. 

Ceci revient à l'usage que l'on fait en physique de manière fruc· 
tueuse des infinimenta petits. NEPER établit sa proposition par le 
raisonnement suivant (traduit en langage moderne1 ; on a : 

f(tn J ~ k f (tn. 1 J, d'où f(ln.') - f (tn) ~ (l-k) f (tn., J 
et, de même, à l'instant tn', f (tn '.,1 f(tn,1 (l--kl f  (tn '.• 1. 

f(tn.,l-f(tnl f(tn·,l
Ainsi: 

f  (tn'.Il - f  (tn  ') 

~ 

f(lo'.Il 

D'après la définition de NEPER, si l'on suppose tn - tn.' 
petit, on a f  (tn.• ) f  (tn  )  = bn.• bn =  V (lo., ) (tn - t n.,) et, de 
même, f(tn'.d-f(tn,) V (tn'_,)(tn'-tn'.d, d'où, comme 
tu -trt~l ~ tn' to l • 1 ; 

V(tn·, ) V(tn , .• ) 
ouV(tn ._. ) f(tn  ,•• ) 

a d'd" V(tn_Iln en e Ult, en fIxant tn ,-, , que fli­') est constant et NEPER 
Vit) n-l 

admet qu'il en est de même de f (t) . 

Il  ne nous est pas difficile maintenant d'en déduire f. En 
effet, la définition de f  implique que VIt) = f(t), ce que nous 
avons déjà utilisé en écrivant (3) ; ainsi f vérifie l'équation diffé· 
rentielle fit) =  Ct fIt) où c< est une constante. 

On en déduit que fIt) =  Ke"'. Comme f(O) = aw 1, on a K =  1 
et, de f' (0) Ka =  a, on déduit, grâce à (3), que a =  ­ v, 
donc que fIt) =  e'v' . Ainsi Il  est définie par g (e'v ') =  vt où 
tE [0, +  ~[ ;  en posant x e'v' on retrouve que g(x) =  ln x 

avec xE JO,lJ. 

Naturellement, la première hypothèse faite sur la démarche 
de la pensée de NEPER est la plus probable vu l'état de la science 
mathématique à l'époque j  cependant, il est vraisemblable que la 
traduction en terrnt>.s modernes de cette démarche la déforme iné· 
vitablement et que NEPER a eu une perception plus globale de son 
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problème: il  a certainement pressenti intuitivement le fait 
essentiel que ses donnée;; déterminaient de façon unique les 
fonctions g et f dont il  a par ailleurs reconnu les propriétés. 
L'usage qu'il en fait ensuite montre en tout cas qu'il était parfaite­
ment conscient de la possibilité de choisir k arbitrairement dans 
)0,1) et d'cn déduire ensuite la valeur de ~ . 

6. Ayant ainsi fixé, avec toute la clarté possible à son époque, le 
cadre théorique, NEPER va s'attaquer maintenant au calcul pra­
tique des valeurs de sa fonction g, que nous noterons désormais 
Log: ce calcul va d'ailleurs être l'occasion pour lUI de tirer encore 
de ses réflexions sur le mouvement de b et de B des consé­
quences aussi remarquables théoriquement que pratiquement. Le 
principe du calcul est simple: on choisit k, on calcule Log k =  Q 
d'où Log kn  n Q, et on en déduit par interpolation les autres 
valeurs de Log x. C'est dans le détail que NEPER va montrer une 
extraordinaire ingéniosité. 

knPour que les valeurs de soient suffisamment rapprochées 
pour justifier le calcul par interpolation, nous avons déjà remarqué 
que k devait être choisi voisin de 1: NEPER choisit 
k ~ 0,9999999 c'est-à-dire k ~ 1 10-7 

, Pour calculer Log k, il 
utilise sa définition de la vitesse: puisque les points b et B ont 
la même vitesse v à Pinstant tu, ils parcourent, pendant rinter­
valle de temps t, - to, supposé très petit, la même distance 
Viti - to). Ainsi AB, =  ab, ,c'est-à-dire Log b, Vol  = 1 - k ou 

Log k =  1 - k, autrement dit, on a 
Log (0,999 999 9) =  0,0000001 ou Log (1-10-7 ) 10-7 • 

Sous cette dernière forme, l'approximation de NEPER est 
facile à interpréter: elle consiste à remplacer ln x par x - 1 
quand x est voisin de 1 (ici x 1 -10- 7 )  :  l'égalité approchée 
ln x '" x-l s'écrit en effet, dans les notations de NEPER, 
Log x'" l--x donc Log (l-x) '" x quand x est voisin de O. 

Cette approximation consiste à rèmplac"r la courbe y  = ln x 
par sa tangente au point d'abscisse l, c'est-à·dire à approcher la 
fonction ln au moyen de son application linéaire tangente au 
point d'abscisse 1, et la théorie nous apprend que l'on obtient ainsi 
la meilleure approximation possible par une fonction affine. 
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Il serait facHe de majorer l'erreur ainsi commise par NEPER, 
mais nous ne nous y attarderons pas car, par une analyse plus fine, 
il va obtenir une approximation bien meilleure. Il est évidemment 
bien conscient du caractère approché de la valeur de Log k qu'il a 
calculée et, s'il lui est impossible de majorer l'erreur, il lui est facHe 
d'en connaître le sens; l'égalitè ABI ab, est obtenue en suppo· 
sant que la vitesse de. h est constante dans l'intervalle t l  to 
alors qu'en réalité elle décroît lorsque b se rapproche de w; on a 
donc en fait l'inégalité ah l  < AB I ,  c'est·à·dire Log k > l­k. 

Pour obtenir un encadrement de Log k, NEPER a l'idée 
d'utiliser le mème raisonnement, avant l'instant t•. Il suppose 
donc que le mouvement a commencé avant cet instant et considère 
l'instant t., tel que t. - L, =  t, - t. ; les positions correspon· 
dantes de b et B sont b., et RI et l'on a B., A =  A B, et 
R, A < b., a puisque la vitesse de b en b., sera, cette fois·ci, 

supérieure à celle de B en R,. On en déduit AB, < h., a c'est· 
à·dire Log k <:  b., a; il  suffit de calculer b., a pour obtenir 
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1 1  kl'encadrement cherché; or b_ 1  a ~ b_ 1  W  ­ aw ~ k­­ l 
k

d'où: 

1-k
l-k< Logk< -k-' (4) 

a  bi. w 
­­­­<f­­­­­­4­­­­I­­­.­­...­­­­­ ­­­­­+ 

A 

NEPER prend alors pour valeur approchée de son logarithme 
la moyenne arithmétique des homes de l'encadrement: 

Logk"" lz(l-k + 1­ k)c'est.à.dire Logk '" lè'-kl
k  Z k 

Pratiquement, lk ~ ~ 1, 000000100000010000 OOL.;
1-10.7 

NEPER choisit de s'arrêter à 18 décimales; 

Log 0,999 999 9 =  0,000000 100 000 005 000 

Il  nous reste à étudier l'approximation ainsi obtenue. La 
double inégalité (4) s'obtient de la manière suivante: on remarque 
tout d'abord, comme NEPER, que l'égalité approchée 
ln x '" x _. 1  peut se remplacer par l'inégalité ln x .;; x-l, 

valable pour tout x > O. Cette inégalité, qui exprime que la 
courbe  y  ln  x  est  "en­dessous H de  sa  tangente  au  point  d'abs­

cisse 1, se démontre très facilement (il suffit de dresser le tableau 
des variations de la fonction x ... x ­1 ­ ln x). 

L'­ t  1  d"  1  l-u l  '  .'  l'  ­ ,­ .01 posan X = - OU x- =  __M ~ a meme lnega 100 s ecrit­j 

l-u 
u  u 

-ln u';;­ d'où finalement la double inégalité:
u 

x-l.;; ln x';; x -1 (4') 
x 

Cette inégalité est un .. inégalité stricte lorsque x est diffé­
rent de 1, et redonne donc (4) quand on l'écrit dans les notations 
de NEPER. Ce dernier en a fait un usage intensif pour le calcul par 
interpolation; au lieu d'utiliser l'interpolation linéaire, autrement 
dit la "règle de trois", il fait le raisonnement suivant que nous 
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écrivons directement dans la notation actuelle: soit à calculer 
ln (a+ h J, connaissant ln a avec h voisin de O. Posons a + h x 

d'où x - 1 =  ~; l'inégalité (4') s'écrit: a 
a 

h  ",l!a+h ,;; ln (a + hl-ln (a)  ~ a 

1  h  h
De là, NEPER déduit: In(a+h)-lna"""2(a+h +,,) 

h  1  1
d'où: ln (a+h) "" ln a + -(~.+ ­­)

2 a a + h 

C'est la formule d'interpolation qu'il va employer. Elle géné. 
ralise le calcul de Log k (qui correspond au Cas particulier al, 
h  k  ­ 1). 

Pour majorer l'erreur commise quand on emploie cette for­

mule approchée, il suffit de remarquer que ! et a ~ h sont les 

valeurs prises par la dérivée de la fonction logarithme népérien aux 
points a et a + h, et de savoir que l'un des exercices "classiques" 
sur le théorème de Rolle consiste à démontrer, sous des hypo­
thèses que nous laissons au lecteur le soin de préciser, que, étant 
donné une fonction F et deux nombres réels a et h,.iI existe un 
nombre réel e vérifiant 0 < e < 1 et tel que (3) : 

F'la\+F'(a+h)]
F  (a+ h)  ­ F (a) + h "---I.!!.L-2 = r~ F'" (a + eh).[ 

En appliquant cette -formule à la fonction logarithme 
népérîen on obtient: 

ln (a+h) [In a + !!.(!.+ __ I_I]
2 a a+h' 

(3) Supposons h -d:;;O, On definit une fonction G par: 
, FI(a)+ F'(a+t) t 3 

G(t) = F (a+-t)·- F (a) .... t~--2 ... _~ - K 12 ou K e$t dHerminé pal" la co)nditiol\ 

G (h) =O. Comme G(O) =  0, on peut appliquer 1~ théorème de Rolle il G sur [O,h] 
($1. h>O) ou s.ur (-h.O} (si h<O); il  exisle Cl tel qu~ G'(cl) 0; comme 
G'(O) :::::0, une nouvelle application du thêoréme de Rolle sur [u,cd Ou s.ur [CI,O] 
montre qu'il exil.le c2 tel que G" (c2) = O. Cette condition s'êcrlt K =­ F'jI (a+cZ) 

et la dêmonstration permet d'afÏi:n:ner Que c2 es~ de la forme 0 h. En rémplat;ant, 
dans l'égalite G(h) =0, la constante K par sa valeur Fm (a+ eh), on obtient la 
formule eherchée. Si h 0, le resultat est évident. 
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Cette formule donne la valeur de l'erreur commise en emplo-
h

yant l'approximation de NEPER. Cette erreur est majorée par 6 ' , 
a' 

si  h  est  positif,  par 6  (~~~ )'  si  h  est  négatif;  pratiquement,  il 

61hlsuffit  de  retenir  que  l'incertitude  est  de  l'ordre  de  :  .  Pur 
a' 

exemple~ lorsque  a  1  et  ihl  =  10.7  ,  l'incertitude  est,  de l'ordre 
de  10.21  /6  et  Pon  peut  donc  écrire~ avec  20  décimales 
exactes (4)  ; 

Log (0,999 999 9)  =  0,000000100000005000000 

En  gardant  les  18  premières  décimales,  NEPER  avait  choisi 
d'instinct une  bonne marge  de  sécurité. Gtte valeur approchée de 
Log k  est aussi  celle  que  l'on obtient en gardant les deux premiers 
termes  du  développement  en  série  entière  de  ln (l+x) : 

ln(l+x) '"  x ­2x'  . Dans  ce cas particulier, cette remarque fournit 

un  autre  moyen  de  calcul  de  l'incertitude.  Le  calcul  d'erreur 
montre  d'autre  part  que  l'approximation  de  NEPER  est  bonne 
tant que  a  n'est  pas  trop voisin  de 0,  Nous  verrons plus loin que 

NEPER  n'a  eu  à  appliquer  sa  formule  que  pour  a E It, 11  ; 
l'incertitude était donc  au  maximum de  ~ ;hl', ce  qui lui  laissait, 

vu  les valeurs de  h  choisies, une marge de sécurit.é suffIsante. 

7,  Il  nous  reste  à  exposer  maintenant  le  calcul  effectif  des 
valeurs  de  Log x  par NEPER.  Cependant,  avant de  passer à cette 
dernière  partie,  il  est  hon  de  rénéchir  brièvement  sur  le  travail 
théorique  de  NEPER et plus particulièrement sur le  rôle qu 'y joue 
la cinématique. 

Le  rôle  des  deux  mobiles  h  et  B  ne  se  réduit  pas  à  une 
représentation  concrète  de  la  notion  de  fonction  (la  fonction 
logarithme assure  le  passage de  h  à  B) permettant d'éviter en fait 
l'introduction  d ..  cette  notion.  Le  système  de  logarithmes  choisi 
par  NEPER  est fixé  par une condition  différt'ntielle  :  l'égalité des 

(4)  Rappelons Que  ceci signifie que l'eneuf est inférieure ou égale  à  5  X 1 {)~Zl. 
Par  exemple,  dire  qu<,  1T=:1,1416 avec  4  dédmales  exaCLes,  c'est  dire  que  l'On a: 
11T­­3,141fi  i,ç;;O,00005.  ,  ,  ­n' 
I!  ne  faut  p .. "  confondre  cette  notion  avee  ct'lle  de  vuleur  appn)('hee  "  t ()  près: 
dan,.  le  cas  d""  li,  la  valeur approchec  .il  0,0001  prt's  e_~t 3.141!'}  :  çe  qui  sjgliifie  que 
l'on a  3,1415  ~1T<:tI416 ou  {I ;(rr­ 3.141â <0,0001. Cette  valeur  approchee 
s'obUent  en gurdant  It's  ­1  premiefS  ('hHfre" du dcvdopp<'"m<,"ol déçmlal de  1f qui est: 
3,141592.  alors 'lut', pour obtenir la 4e dccim..le exacte. on corrige f!.veotuellement 
ceUe 4e décimale en (onction de la  !'Je 
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vitesses de b et B à l'instant t. Cette condition menait évidem­
ment au logarithme népérien, le plus facile à caractériser par les 
propriétés de sa dérivée; elle ne pouvait pas déboucher sUr le 
logarithme décimal. Mais le plus remarquable est sans doute la 
formule d'interpolation que noUs venons d'étudier. Cette formule 
suppose en fait, pour sa détermination, la notion de dérivée; pour 
l'établir, NEPER procède en somme à une estimation de la "vitesse 
de variation" de la fonction Log grâce à la comparaison des 
vitesses de ses deux mobiles_ Tout son génie consiste à tirer de 
réflexîons sur  les  vitesses~ qui  ne pouvaient être  que qualitatives à 
son époque, des conséquences quantitatives précises. 

Il peut être intéressant de noter que cette première approche 
des notions de fonction et de dérivée par l'intermédiaire de la 
cinématique n'est pas particulière à NEPER. A partir dE' Galilée, 
contemporain de NEPER, l'étude du mouvement d'un mobile va 
devenir  un  problème  central  en  mathématiques; une courbe sera 
considérée  comme  la  trajectoire  d'un  point  mobile,  c'est·à~dire 

comme définie par une représentation paramétrique et, de toutes 
ces conSidérations, se dégageront peu à peu les notions d" 
fonction, de dérivée et d'intégrale. 

8. Aspect pratique du travail de NEPER: le calcul numérique 
de la table. 

Le programme de NEPER l'amenait théoriquement à calculer 

knles  valeurs  de  jusqu'au voisinage  de  0  (en  fait,  jusqu'au  voisi­

nage de ~1 comme nous le verrons plus loin) ; ce programme est 

knpratiquement impossible à réaliser puisque n'est voisin de ~ 

que lorsque n est voisin de 7 000000 ! Aussi NEPER introduit 
une étape intermédiaire et un raffinement dans son calcul: il va 
utiliser la valeur de Log k uniquement pour calculer, suivant le 
prinCIpe prévu, les valeurs de Log 0,99 et de Log 0,9995. 

Ensuite, il calculera les autres logarithmes à partir de ceux-ci. 
En pratique, il change donc la valeur de k et choisit la nouvelle 
valeur B 0,99; cette nouvelle valeur convient, car 
B" 9 = 0,5048. 11 introduit d'autre part le raffinement suivant; 

comme les valeurs de BU sont, cette fois-cl, un peu trop espacées 

pour le calcul par interpolation, il  pose A 0,9995 et subdivise 
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chacun des intervalles [Bn , Bn• 1 1 par les nombres: Bn , BnA, 
Bn  A20 

, Bn +'  . Comme N l ~ 0,9900373 est très voisin de B, 
chacun des intervalles (Bn , Bn+

1 J se trouve subdivis& en 21 inter· 
valles de longueur suffisamment petite; quant à la valeur de 
Log Bn AP, ene est égale à n Log B + P Log A, donc connue. La 
disposition pratique des calculs, dont l'essentiel consiste à calculer 
1449 valeurs de Bn  AP, est la suivante (on a posé" =  Log A et 
Il = Log B) : 

i  1 32 70 

LogNb  Nb  Log LogNb  Nb  Log 

69 {3B'"1 0 B  Il 
A  AB  a+/l" 
A'  2a A'B  2a+1l 

, 
, 

i 
i 

1A2I~iA2IB 21a+Jl I  jA"B"  :21<>+6$1 
1  ..  • 

On retrouve. jusque dans les détails technIques de ce calcul, la 
marque de l'ingéniosité de NEPER: le calcul du tableau peut se 
faire par lignes (progressions géométriques de raison B) ou par 
colonnes (progressions géométriques de raison A), ce qui permet 
un contrôle de l'exactitude des résultats, Quant aux raisons A et B 
de  ces  progressions,  elles n'ont pas été choisies au hasard:  en  ~ffet. 

B ~ 0,99 = 1-1~O,de sorte que x B =  x -l~O; ainsi, la multi· 
pl ïcatîon  par  B  se  ramène  à  une  soustraction.  De  mèmt:" 

A = 1 - 2010 et la multiplication par A se ramène à une division 

par  2 et une soustraction. 

A partir de ces résultats, NEPER auraIt pu calculer les loga. 

nthmes des nombres de ~ à 1. En fait, pensant aux applications de 

ses logarithmes, il va présent!'r son oeuvre sous forme d'une table 
des logarithmes des SInus des angles de 0° à 90° : comme les tables 
de valeurs des lignes trigonométriques éta;,'nt connues à l'époque 
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avec u ne grande précision, ceci ne soulève pas de difficulté théo· 
rique et apporte une simplification pratique qui explique pourquoi 

on a seulement b"soin des logarithmes des nombres de 1 à t. En 

effet, NEPER calcule d'abord les logarithmes des sinus des angles 
variant de mînute en minute de 30° à 90° afïn que le  sinus varie de 

~ à l, et, pour les angles de 0 à 30°, il utilise la formule: 

xsin x= 2 sin~ cos· ~ 2 sin ~ sin ~-~)
2 2 2 2 2 

d'où: Log sin ~ Log sin x Log 2 - Log sin (f ,- tl. 
En faisant varier x de 30° à 60° cette formule permet dé 

calculer les logarithmes des. sinus de 15° à 30° t  puis on rpcom~ 
men('e, Comme NEPER a fait figurer dans sa table les valeurs d"s 
sinus, elle pouvait servir à la fois de tablE' trigonométrique, de table 
de logarithmes des sinus. ou de table des logarithmes des nombres. 

9. Il  nous reste â estimer la prècision effective des calculs, de 
NEPER. Ceci nous est facile car, ainsi que nous venons de le voir, 
son procédé de calcull~amf.ne â déterminer avec précision la valeur 
de Log 0,9995. NEPER trouve que: 

Log 0,9995 =  0,000 500 12 

Or, le calcul d'erreur que nous avons fait plus haut montre 
qu'il est possible de calculer ce logarithme, grâce à la formule 

approchée ln (a+h) '" ln a + 2"-C!·+_1I-h") oÙ l'on choisit a = 1,
a  a· 

h = - 5 X 10' 4 
, avec une incertitude majorée par 2 X 10" '. 

On obtipnt ainsi. avec 9 chiffl'<'s exacts: 

ln 0,9995 =  ­ 0,000500125 

ou, en se limitant à 8 chiffres, comme NEPER: 

ln 0,9995 =  ­­ 0,000 500 13 

Ainsi, la 8e décimale de l'un des logarithmes fondamentaux 
de NEPER est entachée d'une légère erreur; cette erreur se réper· 
cutant tout au long du calcul, il n'est pas étonnant de constater 
que NEPER, qui a été amené â calculer Log 10, trouve: 

Log 10 - 2,302 584 2 alors que (tables modernes) 
ln 10 2,302 585 

Quant à l'origine de ces erreurs, on peut faire a priori une 
première hypothèse en remarquant que le travail de NEPER repose 
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entièrement sur le calcul de Log k ; autrement dit, à partir du 
moment où il  fixe la valeur de Log k.  il se place en fait dans un 
système de logarithmes qui n'est plus Je logarithme népèrien mais 

. 1 . . 1 1 1 d ln xqUl Ul est proportlonne ; a va eur u rapport -L-·-~-- est constante t 

. . . ln k  . .  og x . 
donc égale en partIcuher a Log k'.  En uhhsant le developpement 

en série 
x' x 4 

ln (1  x); ­ x 
2 4 

pour" =  10.7 
• on trouve: 

_In k  =  (1  + 1.10.14 + .L 1O·.1 +  )
Log k 3 12 .... 

Il y a donc dans les résultats de NEPER une erreUr systéma­
tique dont la  valeur est connue; par exemple~ 0n  doit trouver 
que: 

ln 0,9995 =  Log 0,9995 (1 + ~ 10.14 + ... ). 

Mais on voit ainsi que, dans ce caSt la correction à apporter 
joue sur la l8e décimale, elle n'a donc aucun rôle dans la diffé· 
rence des résultats obtenus, Finalement. il nous faut donc conclure 
que l'erreur provient du calcul lui~même ; il faudrait examiner le 
détail de ce calcul pour déterminer s'i! s'agit d'une erreur de calcul 
proprement dite ou de l'incertitude apportée par l'accumulation 
inévitable des approximations faites à chaque étape. D'après 
Charles NAUX (cf.  la fin de cet article). cet examen a,;tè fait par 
BIOT qui a décelé une erreur de calcul; il en résulte qut' le dernier 
chiffre des logarithmes de la table de NEPER est plus ou moins 
exact. 

10. On peut conclure de plusieurs manIeres cette réflexion sur 
l'oeuvre de NEPER et l'invention des logarithmes en généraL 
Certains seront frappés par la simultanéitè des découvert!'s de 
NEPER et de BURGI qui montre une fois de plus que, quand une 
découverte est "dans Paîr", elle est souvent effectuée indépendam w 

ment par plusieurs mathématiciens: la même situation se produira 
avE'C  la  découverte du calcul infinitésimal par NEWTON et 
LEIBNIZ. D'autres seront frappés par l'incidence des besoins non 
proprement mathématiques (calculs astronomiques ou bancaires, 
développement du commerce maritime) sur les thèmes de travail 
des mathématiciens, c'est~à-dire par l'insertion sociale des mathé­
maticiens. D'autres seront surtout frappés par la personnalitè et 
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l'oeuvre de NEPER et par le mélange d'intuition et de rigueur qui 
lui a permis d'aboutir à une grande efficacité. D'autres enfin en 
tireront autre chose, ou plusieurs de ces remarques à la fois. Je 
laisserai donc à chaque lecteur le soin de formuler sa conclusion 
personnelle. 

Il était temps sans doute de rédiger à l'intention des membres 
de l'A.P.M. cet article: si la fonction logarithme népérien a 
encore, pour des raisons évidentes, un bel avenir devant elle, 
l'usage des tables de logarithmes semble menacé à très court terme 
par la diffusion des moyens de calcul modernes, y compris au 
niveau de l'école (personne ne s'en plaint...). Or, c'est par l'inter-
médiaire  de  ces  tables  que  le  mot de logarithme est connu  large-
ment,  et  le  mode  de  calcul  de ces  tables  intrigue  à  juste titre  les 
utilisateurs.  Il  était  donc  temps  d'en  parler,  avant que  le  progrès 
technique  (et les  lois  de la nature)  restreignent par  trop le  public 
intéressé. 

Les  lecteurs  mis  en  appétit  par  ce  qui  précède  pourront se 
reporter  avec  fruit  à  l'ouvrage qui  a  été  la source  principaleœ ce 
travail:  ils  y  trouveront des  détails  supplémentaires sur les calculs 
de  NEPER  et des renseignements sur le reste de son oeuVre mathé-
matique  et SUr  sa  vie.  Il  s'agit  de  1'''Histoire  des  logarithmes  de 
NEPER  à  EULER,  tome 1  :  La  découverte  des  logarithmes et le 
calcul  des  premières  tables"  par Charles NAUX  (A_  Blanchard, 
1966). 

ERRATA 

Bulletin  298,  commentaire  psychologique  de  J.  
MAZURE annexé au travail de M.  BLANC, page 228.  

Ligne 4 du bas :  
au lieu de "(réciprocité  par  inversion  et  réciprocité  par  

réciprocité)'t, 
lire "(réversibilité  par inversion et réversibilité par 

réciprocité)". 
Note (4) : 
au  lieu de "ces deux formes de réciprocité H

, 

lire "ces deux formes de réversibilité". 
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