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1
HISTOIRE ET LEGENDE

Histoire de 1a découverte
des logarithmes
par Gitbert ARSAC, I R.EM. de Lyon.

Dans notre enscignement, et dans les mathématiques en
général, la fonction logarithme apparait sous deux formes :

-~ le logarithme décimal, que 'on frouve dans les “tahles de
logarithmes™, est un outil pratique utilisé pour l¢ caicul nume-

+

— le logarithme népérien, introduit en classe de terminale,
est plutdt un outil théorigue.

La méme différence se retrouve dans les méthodes d’intro-
duction de ces deux logarithmes : alors que e logarithme népérien
g’introduit par des procédés théoriques, soit comme primitive de la

E S g soit comme fonction inverse de la fonction

exponentielle, le logarithme décimal peut étre introduit de
maniére élémentaire, sinon rigoureuse, en comparant la progres
ston géométrigue de raison 10 avec la suite des nombres naturels,
¢’est-d-dire avec la-progression arithmélique de raison 1, et cetie
méthode débouche natureilement et rapidement sur le caleul
effectif d'une table de logarithmes.

Ecrivons en effet ces deux progressions parallélement ;
10 10° 10%..... 10™.. 10°.. 1om-=

2 3 m 3 B min ...

La formule 10%'" = 10™ X 10™ montre que ces deux suites

de nombres possédent la propriété suivants, appelée dans la suite
de cet article propriété P, et vérifiée plus généralement lorsqu’on
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&crit en paralléle une progression géométrique et une progression
arithmétique quelcongues @

1 k Ko K.

P: Le produit de deux nombres de lg premiére suite figure
dans cetle suile el a pour assocté, dans lo deuxieme suite, o
somrae des ossociés des deux nombres de départ.

(Dans cet énoneé, ‘I’associé” d’un nombre de la premiére suite
désigne le nombre de Ja deuxidme suife éerit en-dessous : *associé
de 10" est n).

Par conséquent, si 'on appelle logarithme d'un nombre de la
premiére suite son associé dans la deuxiéme, c¢'est-d-dire si l'on
pose log 10" = n, on voit que Yon a :
log 10" X 10™ = log 10™ ™ = n+m = log 10™ + log 10™: cette
égatité est V'amorce de la formule générale log xy = logx + log v,

Ainsi, hous pouvons considérer le tableau de nombres que
nous avans écrit comme une premiére table de loparithmes, Cette
premiére table est radimentaire cat, d'uae part les valeurs données
& Ia variable {(1;10;100) sont trop éioignées les unes des autres, et
d'autre part les valeurs prises par a fenction (1,.. n) sont évi-
dersies, autrement dit cette “table’ peut éire avaniageusement
remplacée par la simple formule : log 10" = n.

Pour améliorer le résultat, il faut pouvoir donner i la variable
des valeurs plus rapprochées. On y parvient, dans une premiére
étape, en insérant, entre deux nombres conséeutifs de ja premiére
progression, leur moyenne géoinétrique, et, entre deux nombres
consécutifs de la deuxiéme, leur moyenne arithmétique. On
obtient ainsi deux suites -

1 V1T 16 VI 100, 10™ JiopEmel 1™l

0 12 1 32 2 m m+-%* m+1

Ces deux suites, qui sont simplement ia progression géomé-
trique de raison +/10 et la progression arithmétique de raison 3,
possédent encore la propriété P, ce qui exprime que la reégie
10m* " = 10™ X 10" est encore valable si m et n sond rem-
placés par des nombres de la forme P/2 ol p est naturel. Si nous
définissons encore le logarithme d’un nombre de la premiére suite
comme étant son associé dans le deuxidme, la formule
log xy = logx + log ¥ est toujours vérifiée grice & la propriété ¢
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et nous avons donc obtenu une deuxidme table de logarithmes plus
précise gue la premiére.

En itérant ce procédé, on obtient évidemment des tables de
logarithmes de plus en plus precises ; les valeurs prises par la
variable, c’est-a-dire les nombres de la premiére suite, sont de plug
en plas rapprochées et autorisent le calcul par interpolation du
logarithme des nombres ne figurant pas dans la premiére suite,

Par exemple, a 'étape suivante, on obtient les suites ©

1 It VI8 ( Y10y 10..
1 1 3

0 I 3 ry 1..

d'ot  log /10 a% et log/ 10 = —% .
Prenons pour valeurs approchées :
VTG = 1718 et /10~ 3,16 ;ainsiona;
log 1,718 ~ 0,25 et log 3,16 =~ 0.5
On en déduit par interpolation une valeur approchée de log 2 :

log 2~ 0,25 + H X (2 —1,78)

Clest-d-dire : log 2= (1,29
{la valeur approchée a Tla prés est en réalité G,30),

2. Cest par cette méthode gue le mathématicien anglais
BRIGGS put caleuler sa table de logarithmes décimaux & 15 déci-
males publiée en 1624 : il avaif vépété plus de cinquante fois opé-
rafion précédente, ¢’est-d-dire que la premiére de ses deux suiles
était la progression géométrique de raison 1042 >,

Les outils mathématiques nécessaires au travail de BRIGGS, a
viai dire essentiellement des technigues de caleul, étaient
disponibles 4 la fin du XViéme siécle..La propriété P avait été
signalée par CHUQUET en 1484 puis, indépendamment, par
STIFEL en 1544 ; ce dernier Pavait méme #endue aux exposants
fractionnaires et aux exposants négatifs, I} ne faut pas croire qu'il
s'agissait d’une remarque banale : la simplicité de la formule gumi
Pexprime actuellement (10™7% = 18™ ¥ 107) tient a 'emploi de
la notation exponentielle 10™, et de la notation littérale qui
dégigne par m et n des nombres quelcongues ; ces denx inven-
tions sont postérieures a la découverte de la propriété P, On pent
méme noier, pour la petite histoire, que le signe = eést, i aussi,
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postérieur (il date de 1557). Au lieu d’&crire la progression géomé-
trique de raison 2 {a propos de laquelle ils énoncent 1a propriété P}
sous la forme

1,2,2¢,2%, .2, ..,
CHUQUET ¢t STIFEL écrivent :
1,2,4,8,18,32,
ce qui rend plus difficile la découverte de propriétés générales, On
voit par 1a I'importance d’une notation bien choisie.

Si les outils mathématiques 2taient digponibles, i'état de la
science a Ia fin de XViéme siécie était également propice a Ia
découverte d’un instrument de caleul commode : le développe-
ment du commerce et de la bangue 8tait 12 source de nombreux
problémes de calcul numérique, auxquels les mathématiciens en
repom consacraient une bonne partie de leurs efforts ; dans ce
domaine, on trouve, bien entendu, les noms de mathematiciens
tfaliens comme PACIOIL et TARTAGLIA ; d’autre parf, le
développement de V'astronomie avait des motivations relevant & la
fois de la science pure et des applications ; il s’agissail par exemple
d'améliorer ia préeision et la séeurité de Iz navigation ;| dans ce
dernier domaine, on trouve évidemment des Anglais ; et BRIGGRE
lui-méme, titulaire dwne chaire d’astronomie, étatt un spécialiste
d’astronemie nautigue.

La résolution de problémes tels gue la détermination d'une
longitude en ‘mer, celle de la route la plus courte d’un point 4 un
autre, aussi bien que celle des problémes d’astronomie théorigue,
impliquaient d’importants calculs, particulierement de trigono-
métrie sphérigque. La difficulté de ces “caleuls astronomigues” est
reside 1égendaire, eb on ne surprendrait guere nos eléves du XXéme
sidcle en leur apprenant que les plus redouiés étaient les calouls
trigonométriques et les extractions de racines carrées.

Aingi, tout permet de pronostiquer, 4 postériori il est wrai,
I"apparition des premiéres tables de logarithmes décimaux a la fin
du Xviéme sjécle. 8i la premiére table connue était celle de
BRIGGS, notre récit garéifrait ici, le seul probléme étant de
comprendre comment BRIGGS a2 pu arriver d’embilée & une telle
précision alors que I'on aurait pu s’attendre 3 voir précéder sa table
4 15 décimales par des anicétres plus primitifs.

Notre pronostic est d'ailleurs confirmé par Ie fait gu'un

Suisse, BURGI, horloger et mathématicien, avait, indépendam-
ment. de BRIGGS, publié une table de logarithmes en 1620, dont
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le principe de ealcul semble bien avoir été celui gue nous avons
exXpose,

L'invention des logarithmes, sous leur aspect outil de caleul,
était bien “‘dans "air’” 4 cette dpocue.

3. Or, tout V'intérét de Vhistoire réside dans le fait gue la pre-
miére table de logazithmes, due a2 VEcossais NEPER et parue &
Edimbourg en 1814, est non pas une table de logarithmes déci-
maux mais, bel et bien, une table de logarithmes népériens 4 sept,
décimales, Pourtant, & cette époque, la notion de fonction n’était
pas encore clairement dégagée (i1 ne s’agit pas ici de la notion
contemporaine de fonciion mais de la notion “classique™ de fone-
tion numérigue telle gu’elle $’est précisée peu 4 peu & la suite de
DESCARTES (15). A fortiorl, la notion de fonction dérivée étaii-
elle inexistante puisqu’on ne savait méme pas définir la notion de
dérivée en un point. Or ces deux notions de fonction et de dérivée
nous semblent actuellement indispensables 3 la définition de la
fonction logarithme népérien. La question 4 laguelle nous allons
répondre maintenant est donc celle-ci : comment NEPER a-t-il pu
parvenir d Ia notion de logerithme qui porte son nom ? Ensuite,
rnous examinerons le proeédé de caleul effectif de sz table de
logarithumes.

4,  Aspect théorigue du trovadl de NEPER : In résolution d'une
éguation fonctionnelle au X Viéme siécle.

Lidée de départ de NEPER est bien toujours de metire en
parailéle une progression géométrigue et une progression arithme-
tigue, el d'atiliser la propriété P ; mais, afin de metire en évidence
la correspondance entre les deux progressions, NEPER imagine ia
représeniation géométrigue siivante :

a b, by by b b, W

3 I i

Py N i
3 * —r

A B, B, B, B B, W

Sur un segment [aw] de longueur unite, il margue les points

By, bze e, by, tels que biw=kaw=k, byw= kb w= k?,

v bywe=kb,;w=Kk" ..ete., odt k est un nombre fixé
vérifiant 0 < k< 1, -

i) Le “Discours de ia méthode™ aest de 1637, La notation f{x] a éié introduife pax
Euler ¢1 1734, On pout conslddrer gue la notion de foaclion £'45t dlaburiés pendant
la centalne A’anndey qui sSpare ey deux dates,
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Sur une demi-droite AW, i} marque les peints B, ..., B,,...
fels que AB, = ¢ AB; = AB, +2€=2%, AB, = nf, ..etc..., ot
¢ est une lonpgueur fizde. La progression géométrigue de raison k
est ainsi matérialisée par la suite des segments {aw], [B, w}, ...,
{b,w], et la progression arithmétique de raison £ par ls suite des
segments [ AB, } [AB; ], ... [ABy |,... .

Enfin NEPER deéfinit son logarithme par la relation
log b, w = AB,, c’est-a«dire log k" = nk. Jusque i3, rien de trés
original si ¢& n'est gue, pour une raison gue 'on verra phas loin,
NEPER se litnite au calcu]l des logarithmes des nombres compris
entre { et 1, c'est-d-dire qui’il choisit une progression géométrigque
de raison inférieure a 1. Par ailleurs, 4 ce stade, le logarithme de
NEPER n’est pas enlierement défini : il mangque les valenrs de k
et de ¥, ainsi que ia definition des logarithmes des nombres gui ne
sont pas de la forme k", Afin de pallier ¢e¢ dernier inconvenient,
afin en somme de pouvoir faire varier continliment la variable,
NEPER ajoute une représentation cinématigue : il Imagine gue
deux points mobiles, B et b, décrivent respectivement AW et {aw]
suivant les régles suivantes :

— le point B a un mouvement uniforme : s’ part de A &
Pinstant t, et passeen B, , B, ..., B,, ... aux instants £, %+, ..., t,,
wwonadonet b, —to=t, —t = .. =8, — 4.

~ le point b se trouve en b, & l'ingtant t, .

— A linstant i, , les poinis Bet b ont la méme vitesse.

La définition du logarithme devient alors :
logbw = AB (1)

Lz relation fondamentale log xv = logx + logy est démon-
trée quand x et y sont de la forme k™ et k™ : elle résuite alors
immédiatement pour NEPER de la propriété P. Elle est admise
impticitement pour x et ¥ quelconques: il ¥ a ld un raisonne-
ment ‘par continuité’’ gui ne pouvait &re clairement exprimé i
I'époque ; dans le méme ordre d’idées, on peul remarquer gue le
mouvement de b en dehors des instanis &, n'est pas précisé,
Nous verrons dans la suite gque NEPER suppose implicitement que
ce mouvement est suffisamment régulier : par exempie, b ne
revient pas en armrifre !

5. Essayons maintenant de poser el de résoudre en termes
modernes le probléme &tudié par NEPER, Choisissons pour cela,
pour crigine des temps, Vinstant oi B part de A, et désignons par
v lavitesse de B ; ainsi AB = vt oll t désigne ie temps.
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Posons d’autre part bw = {(t) &f désignons provisoirement par g
la fonction logarithme cherchiée par NEPER, définie par la relation
(1) qui §’8crit, avec ves notations :

gli{y] = vt (2)
Notons d’autre part que lz condition initiale (méme vitesse i
b= i) s"éerit: .

£{0) = —v (3)

Pour aller plus loin, il nous faut malheureusement interpréter
la pensée de NEPER en termes modernes sans étre stir de la jus-
tesse de notre interprétation. Le probléme est le suivant : il est
difficile de savoir si NEPER considére que les données de son
prokléme déterminent iz fonetion g (premisre hypothése) ou s'il
considére gue ces données déterminent f, d’olt "on peut déduire
ensuite g {deuxiéme hypothese}.

Dans la premiére hypothése, on admet avec NEPER que la
fonction g vérifie g(xy)= g(x)+ g(y). Nous savons mainte-
nant {23 qu’il en rasuite Pexistence d'une conslante c ielle gue
g{x} = cin(x) {0t In désigne, suivant la notation normalisée, Ie
logarithme népérien) avec ¢ % 0, car g = 0 n'est évidemment pas

solution du problame de NEPER. ¥
Ainsi, (2) s'éerit ¢ In[f(t)] = vt, d’olt f(t) = e* et £(0) =7, par
conséquent {’égalité (3} impose la valeur c=—1, donc

g{x} = —In x. La fonction g cherchée par NEFER est |'opposé
du logarithme népérien actuel, restreint de plus 2 10,1] ; ces deux
faits ne doivent pas nous surprendre : is évitaient Vintroduction
des nombres négatifs, peu prisés & époque, Le calcul précédent
montre en cutre que les conditions imposées par NEPER déter.
minent g sans ambiguité. Les constantes k et ¥ ne peuveni donce
pas étre choeisies toutes deux arbitrairement ; elles doivent vérifier
¢ =lInk.

La deuxieme hypothése est phus hardie, mais un texte de
NEPER, publié a titre posthume en 1815, nous permet de Penvi-
sager : dans ce texte, NEPER énonce la proposition suivante : ““La
vitesse du point b est proportionnelle a la distance bw™'.

2 Supdosons en effel gu'one fonetlon £ vérifiz gxy)sm E(x) + #(¥) € qu'elle soit
dorivable (on peut montrer, sp fall, Gue toute lanction esontinue véritiant cetie
équation st deérivable). En dézivant par tapport & ¥, on obfient x £'{x¥) = € (¥}

ot em Faisent ¥ = L x )= w01 Ains, SE(X}ET et, camme g{I) est

nécessalrement puwl {on o voit en fuisant x = v = 1 daks Féguation qui definit g,
on en géduit gix)= g1y iIn x].
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Bien que la notion de vitesse instantanée n’existit pas & P'époque,
Pusage qu'en fzit NEPER correspond a la définition approximative
suivante ; la vitesse de b a3 'instant t est le nombre V(t} par
leque! i faut multiplier un petit intervalle de temps At pour
obtenir le déplacement de b entre les instants t et t+ AL

Cect revient a P'usage que 'on fait en physigue de maniére fruc-
tueuse des infiniments petits, NEPER établit sa proposition par le
raisonnemeny, suivant {(tradait en langage moderne) ;ona:

fta) = k(i ), d’ol (i, ) —Et,) = (1K) F (8.}
et, de méme, a Uinstant ¢, £t )= {t, ) = (1K} £ {ty.1 ).

Ttny) —Fta}  f{ta.)
Flnad=Cta) € (tney)

IY’aprés la definition de NEPER, si Pon suppose tg ~ ta.y
petit, ona T{i, 3 }~{(fh) = by.y by = V{t;. )i, — by et de
méme, f{t, ) —T{L}=V({Hy.s) (tnr— o), d'0li, comme
b by = 4y by

Vitny) _ Stag) 0 Vibg) | Vite)
Vitao) f{tnss} f(tn-1} (i 0y )
C . Vty.g} .
On en déduit, en fixant t,..,, gue “{;&a ; est constant et NEPER
Vit !
admet gu'tl en est de méme de f':"f% .

Il ne nous esi pas difficite msintenant d’en déduire f, En
effet, la définition de f implique gque V(t) = - (£}, ve que nous
avons déja utilisé en écrivant (3) ; ainsi f wérifie Péquation diffé-
rentialle £'{1) = & f{{} o0 & est une constanie,

On en déduit que f(t) = Ko™, Comme f(0) = aw= lL,onaK =1
et, de f{0)=Ka=a on déduit, grice a (3), que a = —v,
done gue f(1)=e"". Ainsi ¢ est définie par gf{e™') = vt oi
t& [0, + oo} ; en posant x = &”' on retrouve que gix)=Inx
avee X € J0,1}.

Ainsi :

Naturellement, {a premiere hypothése faite sur la démarche
de la pensée de NEPER est la plus probabie vu l'état de la science
mathématique & ’époque ; cependant, i} est vraisemblable que la
iraduction en termes modernes de cette démarche la déforme iné-
vitablement et que NEPER a eu une perception plus globale de son
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probiéme ! il a certainement pressenti intuitivement le fait
essentiel que ses données déterminaient de fagon unique les
fonctions g et f dont 8 @& par ailleurs reconnu les proprietes.
L'usage qu'il en fait ensuite montre en tout cas qu’il était parfaite-
ment conscient de la possibilité de choisir k srbitrairement dans
10,11 et d’en déduire ensuite la valeur de &

8. Ayant ainsi fixé, avec toute la clarté possible i son époque, le
cadre ihécrique, NEPER va s'attaquer maintenant au caleul pra-
tique des valeurs de sa fonction g, que nous noterons désormais
Log : ce caicul va d"ailleurs étre 'accasion pour iui de tirer encore
de ses réflexions sur l¢ mouvement de b et de B des consé.
guences aussi remarguables théoriguement que pratiguement. Le
principe du ealeul est simpie © on choisit &, on calcule Logk = ¢
d'olr Logk™ = n¥, e on en déduit par interpolation les autres
valeurs de Log x. C'est dans le détail gue NEPER va montrer une
extraordinaire ingéniosité,

Pour que les valeurs de k® soient suffisamment rapprochées
pour justifier le caleul par interpolation, nous avons déja remargué
- gque Kk devait étre choisi voisin de 1: NEPER choisit
k= 0,899 9999 c'est-a-dire k = 1~ 107", Pour calculer Log k, il
utilise sa définition de la vilesse : puisque les points b et B ont
la méme vitesse v a "instant t,, ils parcourent, pendant I'inter-
valle de temps t, —1,, supposé trés petit, la méme distance

Vit, —t,). Ainsi AB, = ab, , c’est-a-dire Loghb;, w=1—k ou
Log k = 1 —k, autrement dit, on a
Log (0,999 999 9) = D,00006001 ou Log({i—107") = 1077,

Sous cette derniere forme, 'approximation de NEPER est
facile & interpréter : elle consiste i remplacer Inx par x—1
quand x est voisin de 1 {iei x = 1 — 1677} : I'égalité approchée
Inx~x—1 g'éorit en effet, dang les notations de NEPER,
Logx ~ 1—x done Log{(1-x}= x quand x estvoisin de 0.

Cette approximation consiste i rémplacer lacourbe ¥ = Inx
par sa tangente au poinit d’abscisse 1, C’est-a-dire & approcher la
fonction In au moyen de son application Hnéaire tangente au
point d’abscisse 1, et la théorie nous apprend que ’on obtient ainsi
la meilleure approximation possible par une fonction affine,
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4

H serait facile de majorer 'erreur ainsi commise par NEPER,
mais nous ne nous ¥ attarderons pas car, par une analyse plus fine,
il va obienir une approximation bien meilleure. Il est évidemmment
bien conscient du caractére approcheé de la valeur de Log k qu'ila
calculée et, 5’1 lui est impossible de majorer Perreur, il ui est facile
d'en connaitre le sens ; I’égalité AB, = ab, est obtenue en suppo-
sant gue la viiesse de b est constante dans Vintervalle t, — ig
slors gw’en réalité elle décroit lomsgue b se rapproche de w;ona
donc en fait Vinégalité ab, < AB,, ¢’esi-i~dire Log k > Ik,

Pour obtenir un encadrement de Logk, NEPER a I'idée
d’utiliser le méme raisonnement, avant instant t,. 1 suppose
done que le mouvement a commencé avant cet instant et considére
Pinstant 1., tel gue 1, —t; = £ — i, ; les positions correspon-
dantes de¢ b et B sont b, e B; et l'ona B, A= AB, «
B.; A< b, a puisque lg vitesse de b en b_; sera, cette Iois-ci,
stpérieure a velle de B en B.;. Onendéduit AB, < b.¢ a o est-
a-dire Loghk < b,y a: il suffit de calculer b, a pour obienir
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Vencadrement chorché: or b, a= b, w—aw= }f{h— | 1k

N k
d’on :

1— k< Logh< 1 ”k"k. (4)
bﬂi & b’_
‘ A .
B, 8,

NEPER prend alors pour valeur approchée de son logarithme
ia moyenne arithmétique des bomes de U'encadrement :
i~k
k

Logk = l2*{3’. —k+ } c’est-a-dire Logk = %{%w k)

__._L‘_; = 1, 000 600 100 000 610 000 001...;

Pratiquement, "% =

NEPER choisit de s’arréter 4 18 décimales :
Log 0,988 998 9 = 0, 900 D0G 160 D00 805 060

I nous reste & étudier 'approximation ainsi obtenue. La
double inégalité {4) s’obtient de la maniére suivante ; on remargque
tout d’abord, comme NEPER, que ['égalité approchée
Inx =~ x—1 peul se remplacer par 'inggalité Inx<x—1,
valable pour tout x> 0. Cette inegalité, qui exprime gue la
courbe ¥ = In x est “en-dessous’ de sa tangente au point d'abs-
cisse 1, se démontre tres facilement (il suffit de dresser le tableau
des variations de la fonction xv x—1 — In x).

Fn posant x Z%l*, don x1= %y“, la méme inégaliié s'écrit

—has l_uu d’oi finalemend la double inégalité @

%—;—léinxéx—l {4’

Cette inégalité est une inégalité stricte lorsgue x est diffé-
rent de 1, et redonne donc {4} guand on I’écrit dans les notations
de NEFPER. Ce dernior en a fait un usage intensif pour le caleul par
interpolation ; au lieu d’utiliser Pinterpolation linéaire, autrement
dit ia “régle de trois”, il fait le raisonnement suivant gue nous
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éctivons directement dans la notation actuelle @ soit & calculer

In {a+h}, connaissant Ina avec h voisin de 0. Posons 2 ta X

a

dott x— 1 = 2-; Pinégalité (4') s'éerit |

L <@+ b~ Infa) “:'i':'

at+h
De 13, NEPER déduit :  In {a+h) = Ina = — (-2 + 3
S ’ " T 2%+h " a

b . hol, 1 .
d'ou: Inf{ath)~Ina+ 5 (0 T
C’est la formule d'interpolation qu’il va employer. Elle géné.
ralise le calcul de Logk (gui correspond au cas particulier a = 1,
h= k=1),

Pour majorer erreur commise quand on emploie cette for-

ai ; sent jes
valeurs prises par la dérivée de la fonction logarithme tiépérien aux
points a et a + h, et de saveir que I'un des exercices “‘classiques™
stir le théoréme de Rolle consiste & démeontrer, sous des hypo-
theéses que nous laissons au lecteur le soin de préciser, que, étant
donné une fonction F ot deux nombres réels a of h il existe un
nombre réel 0 vérifiant 0 <0 < 1 et tel que (4, :

muie approchée, il suffit de remarguer gue i— €

F (a) + F (a + h)]_ R
2 T TR

¥ (ath) “[F{a)+h F' (a+ 9 h)

En appliguant cette ‘fermule 4 la fonction legarithme
népérien on obtient :

Rl 1 1w g
In (at+h}— [1“ atgit a+h}] ® T8 {atah)

{3} Suppogoens h 0. On 4fnil une fopetion G pur :

Fliap+ Friast) e
Gits=Fiat)~Fla)-—{—— — KT‘; ou K eyt déterminé par la condition

G (h) = ¢. Comme G{0) = &, o peat appliques le héoréme de Rolle & G sur [0,h]
{1 b0 ou sur ~h0] i h-<{0): il existe oy tel que G (e1) =0 ;: comme
G037 = 0, yne poavelle application du théoréme de Rolle sur [O.0y | ou sur [ey,9]
montre qu't existe £p tad Que G (ep) = Q. Catie condition s'éerit K = — F* {neg)
et la démonstration permet d’affivmer que eg esi de la forme # b En eTpiscant,
dans 1'égalité ik) =4, ln constande ¥ par se valeur — B7F {3*9 hy, on oljiient is
formule eherchée 8i b = 0, e rasullal est évident,
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Cetie formule donne ia valeur de erreur commise en empl}a-

yant Uapproximation de NEPER. Ceite erreur es{ majorée par é‘:‘i
3

st b est positif, par "1_;3 si h est négatif ; pratiquement, il

6 (a—h} )
suffit de relemir gue Dincertitinde est de ordre de é“;‘:{ . Par
exemple, lorsque a= 1 et ih| = 107, lincertitude est de 'ordre
de 102%2'/6 et P"on peut donc ecrire, avec 20 décimales
exaries (4 .

Log (0,999 999 9) = $,000 0G0 100 000 605 §00 000

En gardant les 18 premieres décimales, NEPER avait choisi
d'instinet une bonne marge de sécurité, (bite valeur approchée de
Log k est aussi celle que 'on obtient en gardant les dewx premiers

termes du développement en série entiere de  In{1+x):
3

Infl+xy= x --Mx*é . Dans ce caz particulier, eetie remarque fournit

un autre moyen de caleul de Pincertitude. Le ealeul d'erreur
montre d’autre part que 'approximation de NEPER est bonne
tant que a n’est pas trop voisin de (). Nous verrons plus 1oin gque

NEFPER n’a eu a appliquer sa formule que pour a€ 1%, 1|:
I'ineertitude éiait dorc au maximum de g—‘;hﬁ , ce qui lui laissait,
vu les valeurs de h choisies, une marge de séeurité suffisanie.

7. N nous reste & exposer maintenant ie caleul effecti{ des
valeurs de Log x par NEPER. Cependant, avant de passer i cetie
derniére pariie, il est bon de réfléchir briévementi sur le iravail
théorigue de NEPER et plus particuliérement sur le role qu’y jous
la cinématique.

Le rdle des deux mobiles b et B ne se réduit pas & une
représentation concréte de la notion de fonction {la fonction
logarithme assure le passage de b a4 B} permettant d’éviter en {ait
Pintraduction de cette notion. Le sysiéme de logarithmes chaoisi
par NEPER est fixé par une condition différentielle 1 'égalité des

(4} Rappelons que cecl signifie que I'evreur o5t inférivure ou égaie 3 § X !li“al,

Par exemple, dire gue T=3.1416 aver 4 dérirnales exacies, ¢'est dire que I'on a *
| 7— 8.1414 | 0,000 06, .

{i ne [aut pas conlondre cetie polion avee celle de valeur approchée & " Pres
dapss e cas de i la valeuy anzsmchécf{. GAHMI T pres et 1415 ¢ ce gui sigkilic due
Yona 315 RUHIAIE ou 0 S~ 31915 CHN001. Cetie valgur approchee
gobtient en aardant ies 3 premiers chilfres du développement décamal de I gui esi -
3141582 . alowm que, pour ohtenir 1 4e dicimsle exacie, on corrige dveniucijement
ceile 4 décimale ¢n fonction de iz e,
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vitesses de b et B a instant t. Cetle condition menait évidem-
ment au logarithme népérien, le plus faclle & caractériser par les
propriétés de sa dérivée ; elle ne pouvait pas déboucher sur le
logarithme décimal. Mais le plus remarguable est sans doute la
formule d'interpolation que nous venons d’étudier. Cette formule
suppose en fait, pour sa détermination, la notion de dérivée ; pour
'dtablir, NEPER procéde en somme 3 une estimation de la “vitesse
de variation” de la fonction Log grace 4 la comparaison des
vitesses de ses deux mobiles. Tout son génie consiste a tirer de
réflexions sur les vitesses, gui ne pouvaient étre gue qualitetives 4
son épogue, des conséguences quantitatives précises.

Il peut &re intéressant de noter gue ceite premiére approche
des notions de foncition et de dérivée par Vintermédiaire de iz
cinématigue n'est pas particuliere a NEPER. A partir de Galilée,
contemporain de NEPER, 'étude du mouvement d’un mobile va
devenir un probléme central en mathématigues ; une courbe sera
considérée comme la trajectoire d’'un poimt mobile, ¢’est-a-dire
comme définie par une représeniation paramétrique et, de toutes
ces considérations, se dépageront peu a peu les notions de
fonction, de dérivee et d'intégrale.

8.  Aspect pratigue du travail de NEPER : le calcul numérique
de la table.

Le programme de NEPER Pamenait théoriquement a calculer
les valeurs de k" jusqu'au voisinage de G {en fait, jusgu'au voisi-
nage de %, comme nous le verrons plus loin} ; ce programme est
pratiquement impossible 4 régliser puisque k" n’est voisin de é—

gque lorsque n est voisin de 7000 000 ! Aussi NEPER introduit
une élape infermédiaire et un raffinement dans son caleud & il va
uitliser la valeur de Log k unigquement pour calculer, suivant le
prineipe prévu, les valeurs de Log 0,99 o de Log 0,9995.

Ensuite, il calculera Jes autres logarithmes 4 partir de ceux.ct.
En pratigue, il change donc la valeur de k et choisit la nouvelle
valeur B = 0,899 : cetie nouvelle valeuy convient, car
BYY - 0,5048. |l introduit d’autre part le raffinement suivant .
comme les valeurs de B® sont, cetie fois-ci, un peu trop espacées
pour e caleul par interpolation, il pose A = 00,9995 et subdivige
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chacun des intervailes [B®, B"™'] par les nombres: B*, B"A,
B® A%% . B™!  Comme &' — 0,990 037 3 est trds voisin de B,
chacun des intervalles [B", B™' ] se trouve subdivisé en 21 inter
valles de longueur suffisamment petite ; guant & la valeur de
Log B AF, elle est égale & n Log B + p Log A, donc connue. La
disposition pratique des catculs, dont Pessentiel consiste 3 caleuler
1449 valeurs de B" A?, est la suivanie (on a posé a = Log A et
F= LogB):

' 1 2 3 70
Nb| Log {Nb| Log |Nb| Log Nb | Log
1 0 B i B® 620
A o AB| o8

Al 24 (A'B{ 2018

AY | 21« | AVB| 21atg | & B 210690

L

Cin retrouve, jusque dans les détails technigues de ce galeul, la
marque de Uingéniosité de NEPER : e caleul du tableau peut se
faire par lignes (progressions géométrigues de raison B) ou par
colonnes (progressions géomeétriques de raison A), ce qui permet
un contrdle de 'exactitude des resultats. Quant aux raisons A et B
de ces progressions, elles n'ont pas été choisies au hasurd : en effet,

1 . .
BE=099=1— 150" de sorte que x B = x 1{}0 ; ainsi, ia mixim-
plication par B se raméng a une soustraction. De méme
A=1m~ 9000 et la multiplication par A se ramene a une division
par 2 et une soustraction.

A partir de ces résullats, NEPER aurait pu ealeuler les loga-
rithmes des nombres de 1-:1 1. En fail, pensant sux applications de

2
ses logarithmes, il va présenter son ceuvre sous forme d'une table

des logarithmes des sinus des angles de 8° d 90° : comme les tables
de valeurs des lignes trigonomeétriques étajent connues a 'époque
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avec une grande précision, cecl ne souléve pas de difficuité theo-
rigue et apporte une simplilication pratique qui expligue pourquoi

on a seulement besoin des logarithmes des nombres de 1 a - En

effet, NEPER calcule d’abord les jogarithmes des sinus des angles
variant de minute en minute de 30° a4 90° afin que le sinus varie de

%—i 1, et, pour les angles de 0 & 307, il utiise la formule :

; PRI S TN SNE .
st x - Zsmzcmz 2 sin sm{-—§ 2}

2
X -

d’oty - Log sin 5 = Log sin x — Log 2 — Log sin (72’ —

.
2
En faisant varier x de 30° a 60° cette formule permet de
calculer leg logarithmes des sinug de 15° 4 30°, puig on recom-
mence. Comme NEPER a fait figurer dans sa table les valeurs des
sinus, elle pouvait servir 4 la fois de table trigonométrique, de table
de logarithmes des sinus, ou de table des logarithmes des nombres.

9, I nous reste 4 estimer Iz précisien effective des caleuls, de
NEPER. Cec] nous est facile car, ainsi gue nous venons de le voir,
son procédé de caleul Paméne a déterminer avec précision la valeur
de Log 0,9995. NEPER {rouve gque :

Log 6,8995 = 0,006 500 §2

Or, le calcul d'erreur gue nous avons fajt plus haut montre
qu'il est possible de calculer ce ioparithme, grice a la formule

. . h 1 1 . R _
approchée Inf{a+h})}=Ina +2 (a + a-i-h’ ou l'on choisit a= 1,

h=-—5x 10", avec une incertitude majorée par 2 X 1071,
On obtient ainsi, avec 9 chiffres exacts ¢
In ,9995 = —{,008500125

o], en se limitant a 8 chiffres, comme NEPER :
In{3,0985 = — 000050013

Aingi, Iz Be décimale de 1"un des logarithmes fondamentalix
de NEPER est entachée d'une légére erreur ; cetie erreur se réper-
cutant fout au long du caledd, il n'est pas étonnant de constater
gue NEPER, gui a i€ amené A ealculer Log 10, trouve ¢

Log 18 = — 2,302 584 2 alors que {tables modernes)
In 10 = 2,302 585

Quant 4 Vorigine de ces erreurs, on peut faire a priori une
premiére hypothése en remarguant que le travail de NEPER repose
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entierement sur le caleul de Log k ; autremeni dit, 4 partir du
moment o i fixe la valeur de Log k. il se place en [ait dans un
sysiéme de logarithmes gui n'est plus le logarithme népéries mais
qui hui est proportiennel ; la valeur du rapport Elsﬂgl; est constante,
donc égale en particulier i fgé%{—. En utilisant le developpement
&n série ,
X X
In{l —xj=—x 5 3 4
pour x = 1007 on trouve :
Ink 1d 21
+ = + + ..
Tog &~ {1 3 Ly 12 1 ).
I y a donc dans les résultats de NEPER une erreur systema-
tigue dont la valeur est connue ; par exemple, on doit trouver
que :

In 06,9995 = - Log 0,995 (1 + 510 LY

3

Mais on voit ainsi que, dans ce cas, la correction & apporter
joue sur la 18e décimale, elle n'a done aucun role dans la diffé-
rence des résultats obtenus. Finalement, il nous faut done conchure
gue 'erreur provient du calcul lui-méme ¢ il fatdrait examiner le
détail de ce calcul pour déterminer §7i] g’agit d'une erreur de caleul
proprement dite ou de Pincertitude apportée par 'accumulation
inévitable des approximations faites 4 chague étape. D'aprés
Charles NAUX (ef. la fin de cet article), cet examen a été fait par
BIOT qgui a décelé une erreur de caleu! ; i en résulte que le dernier
chiffre des logarithmes de la table de NEPER est ptus ou moins
exact,

1G. On peut conclure de plusieuss mani€res cetie réflexion sur
Poeuvre de NEPER et Pinvention des logarithmes en général,
Certains seront frappés par la simultanéité des découvertes de
NEPER et de BURGY gui montre une {ois de plus que, quand une
découverte est “dans Pair'", elle est souvent effectuée indépendam-
ment par plusieurs mathématiciens : Ia méme situation se produira
avec la découverte du calewl infinitésimal par NEWTON et
LEIBNIZ. Pautres seront frappés par Vincidence des besoins non
proprement rathématiques (ealeuls astronomiques ou bancaires,
développement du commerce maritime) sur les thémes de travail
des mathématiciens, ¢'est-a-dire par Uinsertion sociale des mathé-
maticiens. D'autres seront suriout frappés par lz personnalité et
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Fosuvre de NEPER et par le mélange d'intuition et de rigueur qui
Iui 4 permis d’aboutir 2 une grande efficacitd, D'autres enfin en
tireront aufre chose, ou plusieurs de ces remarques 3 la fois. Je
laisserai done a chague lecteur le soin de formuler sa conclusion
personnelle,

11 &tait temps sans doute de rédiger 4 Pintention des membres
de 'APM. cet article: si la fonction logarithme népérien a
encore, pour des raisons évidentes, un bel avenir devant elle,
Yusage des tables de logarithmes semble menacé a trés court terme
par a diffusion des moyens de calcul modernes, y compris an
niveau de ’école (personne ne s’en plaint...). Or, c’est par Pinter-
mediaire de ces tables que le mot de logarithme est connu large-
ment, et le mode de calcul de ces tables intrigue 4 juste titre les
utilisateurs, Il etait donc temps d’en parler, avant que le progrés
technique (et les lois de la nafure) restreignent par trop le public
intéressé.

Les lecteurs mis en appétit par ce qui préeéde pourront se
reporter avec fruit & Pouvrage qui a été la source principakde ce
travail : ils v trouveront des détails supplémentaires sur les caleuls
de NEPER et des renseignements sur le reste de son ceuvre matheé-
matique et sur sa vie. Il s'agit de 1*“Histoire des logarithmes de
NEPER a EULER, tome 1: La découverte des logarithmes et le
caicul des premieéres tables™ par Charles NAUX (A. Blanchard,
19661
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