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3
ETUDES

Une présentation des nombres récels
par Pierre SAMUEL, Université Paris-Sud, 51405 ORSAY

Les programmes en vigueur dans le Premier Cycle Unjversi-
taire et dans les Classes Préparatoires, et surtout les habitudes
prises, font que P’on consacre besucoup de temps et d’énergie d'1a
construction de R et a la démonstration de ses propriétés élémen-
taires. Ce gui suit est 'esquisse d'un mode de présentation écono-
‘migue, qui vise § obtenir rapidement une propriété forte
{Uexistence de bornes supérieures} et dont les retombées immé-
diates sont nombreuses (unicité de R, multiplication, exponen-
tielle et logarithme, mesure des grandeurs, exposé facile de la
iopologie de B, ...}

§ 1. Nations sur les groupes ordonnés,

On appelie groupe ordonné un groupe G {non nécessairement

commutiatif, ici noté multiplicativement) muni d’une relation
d'ordre x < v tellegue:
1y xvz2&G et x€y = x2€y2 et zx <oy,
On en déduit aussitot que ordre est invariant par translations (2
droite et a gauche) et qu'il est renversé par passage 2 Vinverse, Les
formules (1) montrent gque la manipwlation des inégalités obéit aux
régles usuelles, comple tenu de 1'ordre des facteurs.

Un groupe ordonné G est dit archimédien si, guels que soient
les éléments ab plus grands gue e {(e: éléement neutye) de G, il
existe un entier n > 0 tel que b < a®.
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On dit qu’un ensemble ordonné G esi dense si, entre deux
eléments quelcongues de G, on peut en insérer un troisiéme (en
sabir formalisé : 3,be€ G et a<b= {3 ¢Ma < c < b}). Ainsi @ est
dense, mais Z ne Pest pas.

Nous porterons particuliérement notre attention sur les
groupes fofulement ordonnés G jouissant des deux propriétés
sutivandes :

a} G est dense.

b} Toute partie non vide majorée A de G admet une borne
supérieure (C'est-d-dire un plus petit majorant} (notation : sup{A)}.
Pour ailéger, un tel groupe sera dit perfeil dans ce qui suit, mais on
pourra oublier ce mot ensuite. Le passage a inverse montre gue
toute partie non vide minorée de G admet une borne inférieure.

Théoréme 1. Tout groupe parfait G est grehimédien.

Donnonsnous abe G tels que ab> e {éiément neutre}. 81
atteun a® {n € N} ne dépasse b, 'ensembie P des a" esi majoré
par b. Posons alors 5 = sup{P}. Ona 3™! <s pourtoui n, danc
8" < sa' ; desorte que sa’! est un majorant de P. Mais sa'l < s
et 3 n'est pa.s le plus petit majorant de P. Contradiction.

& 2. Comstruction d’un groupe parfait.
Partons du groupe additif Q des nombres rationnels. Celui des

nombres dec;maux (les 1—03 avec p & Z, n € N} ou des nombres

dvadiques (les 2,.,) peut jouer ioi le méme role gque Q. Cest un
groupe totalement ordonné dense et archimédien qui n’est pas
parfait . 'ensemble des nombres rationnels r tels que r* <5
n’admet pas de borne supérieure dans Q.

Nous appellerons section de Q {ou '‘section commendanie
cuverte” pour alourdir) toute partic 8 de Q qui jouit des
propriétés suivantes :

a} § estdistincte de ¢ et de @ tout entier ;

bl x&8 et ySx=3y&h;

¢} 8 n’a pas de plus grand élément.

Pour r€Q, Vensemble 5, des nombres ralionnels x tels que
x < r est une section (la propriéié c) est vraie car Q est dense).
Nous noterons B 'ensembie des sections de Q.
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Nous munissons R -

— d’une relation d’ordre qui est tout simplement, I'inciusion ;

— de la lof de composition -+ ol $48° esi 'ensemble deés sommes
s+s’ o0l s pareourt 8 et ¢ parcourt 5'. Fn effet $+8' est
bien une section :

a) Si a(resp. a') majore § {resp.8'), ata’ majore 5+8',
d'otl ata' & §5+8'.

by Siyssts 38.5€8 ), 0na
y = {(s(s+s—¥}+s ol s—{sts—y)ss efdonc

s—{5+5—y)E 8§,

£) Si S+8 a un plus grand élément, il s’éerit
5o t5, (3, €8 ,5, € 5’} el on voit que s, est le plus grand
élément de 5 ; contradiclion ¢1).

Théoréme 2. Muni de cette structure, B est un groupe tolalement
ordenne commuttatif parfait, Lapplivation v~ 8, est un Somor
phisme strictement croigsant de @ sur un sous-groupe dense de R .

Liassociativité (S+H{E'+8") = (§4+85"314+8"), la commuiativité
(§+8 = 8'+8) et la traduction de (1) {voir § 1}
(SC 8 =8+ TC & + T)sont dvidentes. Comme @ est dense, on
4 Sp. = 8, 4 8, (r.t € Q). Entre deux sections 8.8 telles que
Sg §', on peut insérer une seetion 8, (prendre re 8,

rg 81 Une famille majorée (Salec; de sections 3 une borne
supérieure, gui st tout simplement leur réunion &c) B -

La densité de @ montre gue la section 5, (formée des
rationnels plus petits que 0) est éément neuire de R . Reste a
mantrer que toute section 8 admet une section “opposée™, Orla
vOic ¢

§ = 3er1x+S% S,g

On vérifie en effet gue § est bien une section : 8 =% ¢ car 8
admet un majorant a et on prend x= —{g+l); 8§+ Q ecar
n’imporie guel —s,sE 5, majore strictement ' b) est évi-
dente ; pour tout éiément x, de 8, x, + 8 est une section strie-
tement majorée par un rationnel plus petit gque 0, de sorte que

g m~g~+ 5 e S.. ot que x, n'est pas le plus grand élément de
§'. Enfin on a bien §+8 = S;. En effet 5+8 C 8, est clair.

{1} Erésormais les vérifications ayemt oet ordre de diftjicolté seront tairsdes ao lecteur.
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Inversement, pour tout mtioninel a plus grand que G, il y a un

plus grand entier n € & tel que nmgné S ;alors (n+1)§2~majore 5,

—(n+1) 5+ 8C 8, —(nte)F+ 8 g By, —(nte)gE S s do
g = 1 g-+ (—(n+e)%) € 8+8' . C.QF.D.

On identifie @ 3 Son image par rw S, , de sorte gue @ est
regardé comme un sous-groupe de R,
1.5 éléments de R s’appellent les nombres rdels.

§ 3. Un théoréme fondamental et ses premidres conséquences,

Bien gue le théoréme suivant ne soit pas énoncé dans le
langage des mathématiciens de Pantiquité, il est juste de I"attribuer
au mathématicien grec Eudoxe de Unide (4éme siécle av. J.C.}, car
sa “'théorie des grandeurs™ est justement fondée sur les manipula-
tions d'inégalitéz gui nous conduiront i za démonstration (voir la
Note Historique de Bourbaki, Topologie Générale, chap. 1V).

Théoréme 3 (Eudoxe). Scignt G et G' deux groupes totalement
ordonnés, e et e leurs éléments neufres, a>e ef a' >e' des
éléments donnés de G et G On suppose G erchimédien et G’
parfait. Il existe alors un umique homomorphisme strictement
croissant ¢ ; G - G’ tel que o(a) = a',

Afin de se donner du courage pour aborder la démonstration
assez longue du théoréme d'Eudoxe (voir § 6), on va d'abord en
déduire un bon nombre de conséquences faciles ef importantes.

Corallaire 1. Tout groupe toialement ordonné archimédien G est
isomorphe ¢ un sous-groupe (additif} de B ef est commutalif.

Prendre G’ = R dans le th. 3 ; noter que ¢ est injective (car
strictement croissante) et definit un isomorphisme de G sur @{G).
Corollaire 2. Deux grouper tolelement ordonnés parfaits quel-
conques G,G' sont isomorphes (et donc isomorphes ¢ R).

Fixons a> e et a' > e’ dans G et G'. Comme G est archi-
médien {th. 1} on a un homomorphisme strictement croissant
v G- G tel que g(a)= a'. Inversant les rbles, on obtient
¥ G ~G tel que ¥(a')=a. L'assertion d’unicité du th, 3
monire que ¢+ ¥ et ¥ oy sont les applications identiques de G’
et de G. C'est "“fonctoriel”, comme on dit parfois.
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On peut done dire que R est ““le seul” groupe totalement
ordonné parfait. Ainsi, lomgu’on veus definit R par un autre
procédé que celui du § Z (par exemple suites de Cauchy,
filtres de Cauchy, ...} ou gu'on vous le caractérise axioma-
tiquement, vous pourrez Stre slirs que cet ‘“‘autre R est
isumorphe a celui d’ici dés que vous vous serez assuré gue
c’est un groupe totaiement ordonné parfait. Cela fait, “mes”
nombres réels sont “les mémes” que -ceux de tous mes
cotlégues,

& 4. Multiplication dans R, exponentielle, logaxithme,
Comme il est habituel, on noters + la loi de composition de
R et < sa relation d’ordre. Comme & la fin du 8§ 2, on convient
que QC R.Pour acR,a>0, onnote I, l'unigue endomor-
phisme (homomorphisme de R dans R} strictement croissant de
R qui améne I en a {f.{1}= a) {th. 3). Pour a < §, on pose
f. = —f.. (P’endomorphisme —f est défini par
{—f(x} = ~f(x}}. On pose enfin f, = 0 (endomorphisme “nul”
amenant tout le monde en 0}). On définit une muitxp!icutzon dans
R au moyen de la formule :

(2 = fyib).
Théoréme 4. Cette multip!ication prolonge celle de @ .

Pour n& N, n>0, Papplication xmx+x+ ..+ %
(n fois} est un endomorphisme strictement croissant de R qui
améne 1 en n; donc £,(x) - nx, formule encore valable pour
tout n€ Z, Pour r= p/q=Q (p.q e &, g > D), on voit de méme-
que gl £,. Donc, pour r et ' €Q,ona qi(ry= L,(r)y= pr

d'od £(r) = EE—= v . C.QED.

Théoréme 5. Pour lo multiplication et la relation d'ordre <,
Pensemble BY des nombres réels > 0 est un groupe totalement
ordonné parfait, done commutatif.

En effet, a,b> 0 implique ab~= f,(b)> ¢ en veriu de la
stricte croissance de f, . L agsociativité égquivaut & la formule
{y © fy = Fap {failes le caleul ! ), qui résuite de ce que £, o fy, est
un endomorphisme croissant qui améne 1 en
f.{f, (1)} = f,(b) = ab. Comme ['application identique de R n'est
autre gque f;, 1 est élément neutre & gauche, et sussi a droite en
vertu de a, 1=f£{(1}=a. Pour trouver Vinverse de a,
considérons Pendomorphisme strictement croissant g de R tel

- 245 -



Bulletin de TAPMEP n°299- Juin 1975

que g(@ay=1 (th.3) ef posens a =g{l); alors g=1,,,
f,, e =1, aa=1. Ainsi RB? est bien un groupe pour la
multiplication.

Assurons-nous gue c’est un groupe ordenné pour £ (relation
(1) du § 1}. La croissance de f, (a>> 0) montre que b< b’
implique ab < ab’. D’auire part, pour 0 < axa',f, + f,,.., est
un endomorphisme de R, est croissant {comme somme de deux
applications croissantes} et améne 1 en z—{a'-a}=a ; ¢'est
done {,. ; ainsi, pour touth > @, ona

a'b = £,.(0) = (b} + f,._.(b) > (b} = ab,

Enfin les propriéiés de densité et d’existence de bornes supé-
rieures se transmetternt de R a4 RY {§ 1), qui est done parfait et par
conséquent commutatif {cor. 1 du th. 3).

Corollaire 1. Pour tout nombre réel a> 1, it existe un unigue
isomorphisme croissant exp, de R sur R] tef que exp,(1) = a.

C'est un cas particulier du théoréme 3. On a
exp,(X+¥) = exp,(x}exp, (¥) pour tous x,y € R . On éerit souvent
exp, (X} = a* . L’isomorphisme R’ -~ R récirpoque de exp, se
note log, ; on alog, (xv) = log, {x) + log,(¥).

Corotlaire 2. Muni de Peddition et de lo multipfication ab = {,(b),
R est un corps commutatif.

Les formules a{—b} = —ab, (—a}h = —ab (résuite de la défi-
nition de f_,) et {—a}{~b) = ab , jointes au th. 5, monirent la
commutativité de la multiplication dans R tout entier, Pour
a< 0, on constate que —{—a) ' est inverse de a. Reste &
vérifier une distributivité, la plus facile, a(b+b’) = ab+ab’ ; or elie
résulte de ce que f, est un endomorphisme.

De plus R est un corps ordonné, ce qui signifie gue la multi-
plication est “compatible” avec la relation d'ordre, aa sens
suivant :

{3 x4 x ,y>0 = x¢y<xy.

§ 5. Apergu sur la mesure des grandeurs.,

Pour fixer les idées, occupons-nous des masses, Etant donnés
deux objeis matériels A,B, la relation “A et B metient en équilibre
les plateaux d'une {ou de toute) balance esi une relation d’égui-
valence (vérification expérimentale) ; notation A ~ B. La classe
d'équivalence de A sappelle la masze de A, Soit M Pensembile des
rmasses,
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Notons AT B la juxtaposition de deux ohjets distincts (et
dissociables ; sinon on remplace I'un d’eux par un objet “tout
pareil””). On constate expérimentalement qua, si A ~ A', alors
AT B~ AT B. Ainsi T ““passe au quotient™ et définit une ol de
composition sur 4 . Associativité et commutativité sont évidentes,
La vérification (expénmentale) de ATB~A'TR = A~A'
monire que la propriété de simplification est vraie dans K . Le
théoréme de syméirisalion permet alors de plopger M. dans un
groupe G,

IF¥autre part la relation entre objets matériels A B : “chargée
de A sur un platean et de B sur auire, une {ou toute) balance
penche du c6ié de A”, — définit une relation d’ordre total sur M.
Elle est compatible avec la loi de composition (vérification expéri-
mentale), On la prolonge d G de la méme fagon qu’on prolonge & 2
Pordre de N . Ainsi G est un groupe ordonné. _

&i 'on met suffisamment de grains de sable sur un plateau
d'une balance, on parvient a gquilibrer un 2léphant placé sur
'autre. Des constatations (moins douteuses et plus élaborées ! ) de
ce genré aménent § admetire que M (et done G) est archimédien.
On choisit alors un objet matériel bien déterminé A (“étalon de
masse”’} ot on note o sa elasse d’équivalence dans K., D’aprés le
théoréme d’REudoxe (th. 3), # y a un unique homomorphisme
croigsant m ; G~ R tel gue mia) = 1 . Pour toute masse p & A,
miu) ast la mesure de la masse u-. Mais on dit souvent que le
nombre y (classe de B) est la masse de Pobjet B, identifiant ainsi
# 4sonimage m{f)dansR .

& 6. Demonstration du théoréme d’Eudoxe.
Réénongons ce théorémie :

Théoréme 3 {Eudoxe}, Snit G et G’ deux groupes totalement or.
donnés, ¢ el ¢ leurs éléments neytres, a > e et a’ > e des éléments
donnes de G et G'. On suppose G archimédien et G' parfoit. il
existe alors un unigue homomorphisme striclement crofssant
v G+ G tel que gla) =3,

D'abord guelques lemmes :

Lemme 1. 8i x et v sont deux éléments d'un groupe dense H tels
que X < yv(resp. vyl pour tout v > e, glorsx <y,

Sinon v<x etoninsere z:y <2< x Alog v=ylz>e
contredit Mhypothése x < yv car yv= 2.
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Lemme 2. Pour tout éiément u> e d’un groupe dense H et tou!
entier q > @, il existe v >> e dens H tel que v* < u.

Pour q= 2, on insére w entre e et U (e< w< a),etidors
v, = inf{w,w? u} sat.lsfmt d vi<u (8i u<w wlu<w,
(wluy = wiow u-( wwlu=u). Par récurrence, on aobtient

vy > e tel que (vn) < w. On choisit n iel que 2° > q.

Lemme 3. Soit x,z des éléments d'un groupe ordonné tels gue
¥z < 2% ;qiors, pourtoutnzz 1 ona:

{3} XPr < {x2) £ (zx)® < 2" a

On procéde par récurrence sur n . De {3) on déduit
x™1z™ = xx%2fz & x{zx )"z = %2X2X...2XZ = {2}, L'inégalité
(xz! < {zx)™* découle aussitdt de xz « zx. L'inégalité
{zx)™*" £ 2™ x™! ge démontre comme la premisére.

NB. Dans un groupe tolalement ordonne, on a donc ou bien (3},
ou bien Panalogue 2°%® « (2%)* < {x2)" € x®z°.

Lemme 4. Soit a,x v des dléments d’un groupe archimédien H tels
gue x < v et a>e [l existe alors des entiers p et q, q> O, tels
que :

{5) x* <a® <yt < alt!,

Soit z = infiyx'! x"'y);on a z> e. Comme H est archimé-
dien, on peut choisir ¢ > 0 te!l que a< z3. Notons p+1 le plus
petit des entiers 5 tels que y*® €a®; alos a® < ¥ < a™!,
Comme xz ef zx sont <w, oh a x%z9 <¥" . ou 29x* g y?
(lemme 3} ; d'ott x%a = v* « a™ ! ou ax? € y° < a**%, et en tous
cas X% = a¥,

Démonstration d’unicité de ¢ . Pour b & G, nous noterons B'(b)
{ou B’} Fensemble des ¥’ € G tels gue Pon ait X' < a'™ pour tous
les couples d'entiers pq (q> ) vérifiant b9 <a®. On =
o(b) € B'(b) car b® < a” implique ¢(b?) < ¢(a®) {croissance de
¢}, ¢'est-a-dire p(b)}* = a'®.

Dautre part aucun élément ¥ > o(b) de G’ n'est dans B'(b).
En effei, comme G’ est archimédien (th. 1), il existe des entiers
p.q (g > 0) tels que ¢{b)® <a'® < y'* (lemme 4) ; en particuliex
pib?) = o{a®), d'oll b* < a? car ¢ est strictement croissanie.
Comme v'¢ < a'® n'est pas vraie, on en déduit v’ € B'(b}.

On en conclut que ¢{b) est le plus grand élément de B'(b),
d’ou son unicité car B'{b) est défini indépendamment de ¢ .
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Démanstration d'existence de ¢. Ce qui précé;de amene, pour tout
h & G, a considérer encore 'ensemble B'(b) C G' et a poser :

*} p(b) = sup(B'(b)). .
C'est justifié car B'{b} est non vide et majoré (si 1 esi un entier
iel que b < a’, a’”" majore B'(b)).

On a bien p(a) = a', et méme :
(6) e{a”)=a" pourtout ne &.

En effet x' € B'(a™) veut dire que a9 < aP implique x'9 < a7,
Mals 2" « 3 équivaut &8 ng « p{a> e). Or
“ngs p=x9<a™” impligue x9 £ a™" (prendre p = ng) et
donc x < &% ; inversernent, si X' <3® e si ng<p, on a
% € a™% €a'”? Done X' € B(a®) équivaut 4 x' < &', Ainsi a'™®
est le plus grand élément de B'{a" }, et donc sa borne supérieure.

1l sera utile de savoir gue w{b) € B'{b}. Soit en effet p,q
(g > 0) deux entiers tels gue b¥ < . Donnons-nous u' > ¢’ dans
G ; il existe v'>e tol que vy (lemme 2). Comme
(b} = sup{B'(b)), il existe x" & B'(b) tel gue

sup{e(bv ! v ipib)) < x'.

Par définition de B'(b) on & x'9 < &'", d'oil, par exemple,
2{by® v £ a'® {lemme 3}. Ainsi ¢{b)® < a’Pv'? £ 2'Pu’. Comme
ceci a lieu pour tout u’ > &, on en deduit p(b)* € a'? (lemme 1}
Donc b < 3® = (b)Y < 2'® et. w(b)ye B'(b}.

Pour b€ c dans G, on voit aisément que B'(b) C B'(cl,
d’ou la cromsance de ¢ .

vVérifions maintenant que ¢ est un homomorphisme de
groupes, c¢’est-a-dire que w{he) = pible(c) pour tous he£ G,
Soit p et q> 0 des entiers tels que {bc)® < aP. Considérons les
entiers r et s tels que &7 <H¥ LA et v <c¥ K" Ona
alors :

a™*? < inf(b%c?,c%b%) < (be)? {lemme 3) < &P,

d’oi r+s—2<p et ris<ptl. Comme {b}€ B(b) et
ple) € B'le), on a o(b)® < a’", p(¢) « 2%, d'oli, encore d'aprés le
lemme 3, (¢{blplchH¥ < a™ < a?* Posons ¢{blfc)=d
Comme on paut remplacer le couple (p,q) par {np,ng} (n > 03, on
en déduit d°9 < a'"! pour tout n > 0. Pour tout v’ > &, on
choisit un n tel gue v" > a’, doit d™9 < (@'?V)" (lemme 3).
On en déduit d9<a'Pv pour tout v'> ¢, dod &' < a'®?
(lemme 1). Cela veut dire que p(b)g{c) = d' est élément de B'(bc).
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D'oir déja linégalité
{7} p(b)e(c) < ¢lbc).

Pour démontrer I’inégalité opposée, considérons det éléments
X' > ¢(b) et ¥ > glc) Comme x' ¢ B'(b) et ¥y & B'(c), il existe
deux couples dentiers (p,4), (p'.0°) (a.a > 0) tels que b < a®,
X% > a'P % L aP et ¥y > a2’ En utilisant le lemme 3 comme
ci-dessus, on en déduit {(bho)¥9' g PP’ g
{7y P 2 g PR - aingi X'V E Biibe), dolt X'y > pfbe). Soit
alors @ > ¢ dans G, arbitraire ; prenons v > e’ telque v € u
(lemme 2} et x' = v'g(h), ¥ = olc'. L'inégalité x'y’ > o(be)
s'écrit alors ¢(bc) < viglblp(c)v'. Or, suivant que v'g(b)eic) est
& ou 2 A gble(clW. Vgble(c)y est < a p(blle)v? oua
vig{bie(c). Donc  oibe) < sup(u'¢{ble(che(bla{ci'). Comme
ceci a lisu pour tout u' » ¢, on en déduit que gibe) < p{ble(c}.

Keste a montrer la crolssance stricte de ¢, c'est-d-dire, comme
¢ est un homomorphisme, gue e < b implique ¢ < ¢(b}. En tous
cas & < p(b). Or, comme G est archimédien, il existe un entier n
tel que a< b®. Alors a' = ¢{a} € ¢(b}®, ce gui exclut w{b)=¢&
car ¢ < a'. C.Q.F.D. Ouf?

Appendice — La déduction des propriétés topologiques de R .

On a rapidement obtenu une proprieté forte de R, ’existence
des bornes supérieures, 1l est facile den deduire les propriétés
topologigues fondamentiales de R. Par exemple :

1y Compacité. Pour montrer gue, de tout recouvrement
ouvert {Ugy) d’un intervaile fermé [a,b}, on peut exiraire un
recouvrement {ini, on considére Pensembie E des % € [a,b] tels
que {a,x] soit recouvrable par un nombre fini d'ensembles U, ;sa
borne supérieure ¢ est égale 3 b car, sinon, un Uy qui contient
¢ permettrait de le dépasger. Par dualité on en déduit gue, de
toute famille (F,) de fermés de I d’intersection vide, on peut
extraire une sous-famille finie d'intersection vide ; cela donne
aussitdt le principe des intervafles emboités, et le fait que toute
suite bornée {a,....,2,,...) admet une valeur d*adhérence (consi-
dérer les ensembles A, = 33,..8,,,,.. € , leurs adhérences A, et
un point de U'intersection, non vide, des A ). Comme il est facile
de voir qu'une valeur d’adhérence d'une suife de Couchy est sa
fimite, et qu'une teile suite est bomée, le fait gque B est complet
s'ensuit aussitdt. La caractérisation des pariies compactes de R
comme fermés bornés vient du fait général que les parties com-
pactes d’un espace compact ne sont autres que ses fermés,

~ 350




Bulletin de 'APMEP n°299- Juin 1975

2) Connexion Laseule chose délicate 3 montrer est que tout
intervalle fermé 1= [a,b} est connexe {les intervalles des autres
types sont réunions crpissantes d'intervalles fermés}. Pour celg, on
suppose qu'on & une partition I=AUB, ANnB=4, de | en
deux ouverts A, B, et que a € A . On considére ensemible B des
x¢ 1 tels gque {a.x]C A et sa borne supérieure ¢ : en regardant
un peu a gauche de ¢, on voit gue ¢ € B est impossible car
ANB=g; done c€ A;si c< b, E dépasse un peu ¢ vers la
droite, impossible : donc e=h. E=l= A, B=¢. Les consé
gquences habituelles {par exemple le théoréme des valeurs inter-
médiaires} 8’ensuivent, classiquement.
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