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4
ECHANGES

A propos de

Approximation en musique

(B. PARZYSZ, Bulletin 296, page 777)

per J. DAUTREVAUX, Maitre-Assistant L.S.E A, Mulhouse.

Fai lu avec un trés grand intérét 'exposé de notre collégue B.
PARZYSZ sur la constibution des gammes musicales, et ce
d’autant plus que j'avais &8¢ amené, pour des raisons d’ailleurs
toutes personnelles, & pn’intéresser de prés & cette guestion. Je
voudrais ajouter 4 cette nole de B. PARZYSZ un complément
d'inspiration plus arithmétique.

En gros, le probléeme de la constitution d'une gamtne musi-
cale consiste a faire cohabiter la quinte et Poctave pythagori-
ciennes, donc 4 rechercher deux entiers x et y tels gue x
guintes valent exaciement vy octaves | quel que seoit le procédé
utilisé, la réduction 4 la premiére octave de toutes les notes
obtenues dans un cycle de X quintes nous fournirg une octave
ayant y notes distinctes, d’oil Pintérét évident que Ventier vy ne
soit pas trop grand afin que les instrumenis de musique “tempé-
rés” (et permettant donc toutes les transpositions} gue Pon
pourrzit eonstruire soient effectiveinent jouables — ce qui est
spécialement indigué pour les instruments a clavier.

L’éguation a résoudre est l%) =gy , S0it §-= log, {%} ; €t
il est bien connu ¢ue, ce hombre étant irvatiornel, 1'équation
précédente est impossible a résoudre en naturels. On est done
confraint 4 se contenter d’une approximation, la meilleure
possible, et gvec des naturels x et y pas trop grands.
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La méthode permettant d'obtenir systématiguement los
meiileures approxtmations rationnelles d'un nombre réel donné o
{rutionnel ou non} est celle du développement de &« en fraction
continue, pour lequel nous renvoyons aux ouvrages élémentaires ;
par un algorithme approprié, d'ailleurs tres simple & meitre en
oelvre, on forme upe suite de fractions rp, {¢’est la *réduite de
rang n°’) qui, pour o > G, a les propriétés suivantes :

— chague fraction r, est irréductible :
— la suite L’n converge vers ¢ nombre réel « ;
— la suite des réduites de rang impair est strictement croissante, la
suite des réduites de rang pair strictement décroissante, et deux
. réduites consecutives encadrent toujours o ;

5
— 8T, = E‘-’- {fraction irréductible) est la réduite de rang n,

alors ,Ia :r,,g éﬁ#é{ et r, vréalise la meiHeure approximation

de o parmi toutes les fractions (irréductibles ou non) dont le
dénominateur est au plus égala by, ;

— la suibe Ja,! des numérateurs et la sujte Ebni des dénoming-
teurs sont deux suites strictement croissantes.

Notons que ces propriéids ne valent — stricto sensu —que si & est
irrationned ; 8i o est rationnel, 'une des réduites, de rang n fini,
sera égale i «, de sorie qu’d partir de ce rang toutes les suites dont
il aura 6té question ci-dessus sont constanies.

La mise en ceuvre de cette méthode pour le nombre irra-

tionnel : a = logs (3] ~ 0,684 9626... donne alors la suite de
réduites suivartte :

=0 ty = 1 Iy 3“212" T4 =%
_ 1 - 24 3
fo=31g TeTyy T B3
Lo 479 . 389 _ 4458 13763
&

306 ™ T8R; T T9edi ™ T 33598 -

Les quatre premiéres sont trop peu précises ; 4 parktir de vy elles
constituent des approgimuations presgue parfaites, mais inutil-
sables.

r: est la base de la gamme tempérée classique {gamme de
Werckmeister}, pour laquelle 1?} guintes valent un peu toins
de T octaves, le défaut efant 'g-r; =~ 1,012 64 : ¢’est le comma
Pythagoricien.
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Les douze degrés de la gamme ont des intervalles consécutifs
égaux a'S/T =~ 1,059 46, et la quinte tempérée (7 degrés de
Werckmeister} est un petit peu pius courtz que la quinfe juste

{intervalie %}, le défaut {en rapport de fréquences), approximau-

tivement 1 001 159, est le comma tempéré.
Ne pas confondre le comma Pythagoncien avec le comma

tempéréd, ni surtout avec le comma Zarlinien{%ﬁ =1 0125)
dont origine et la signification sont tout autres,

r, est la base d'une gamme découverie tardivement par JANKO
{seconde moitié du XIXéme siécle), pour laguelle 41 quintes
valent un peu plus que 24 octaves, ["exces étant

3
gq, = 1,004 63 ; les 41 degrés de la gamme ont pour intervalle

fondamental®/? =~ 1,017 G5, et la quinte de cette gamme, soit
24 degrés, est un pey plus lengue gue la quinte juste ; Pexces,
voisin de 1,000 28, est le comma de Janko.

r, o5t Ia base de la gamme de MERCATOR, pour laquelle 53
quintes valent un peu moins gue 31 octaves, le défaut valant

-g-fs—d = 1,002 93 ; les 53 degrés de la garnme ont icl pour inter-

valle fondamental le nombre™s/2 =~ 1,013 185, et la quinte de
Mercator, soit 31 de ces degrés, est trés légérement pius courte
que la quinte juste ; le défaut, qui est le comma de Mercator,
vaut, environ 1,000 04 : la quinte de Mercator est pratiquement
juste,

Aucune des gammes autres que Iz gamme tempérée n'a pg
s'imposer en raison de la complexité de ronstruction et d’utilisa-
tion des instruments de musique & clavier ; atcun n'z jamais été
expérimenté selon le systéme de Mercator, mais on pelit noter que
JANKQ fit eifectivement construire quelques instruments expéri-
mentanx utilisant sa gemme, mais qui n'etrent — et pour cause —
pas de suite.
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