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Le jeu des grenouilles
(Rubrique “Clubs Mathématiques’’)
par Monique GERENTE (C.R.D.P. Grenoble)

deu pour un jooeur, s¢ jonant avec Zn pions {n de chaque
couleur) sur 2n + 1 cases. Initialement la case du milieu est vide,
les pions d'une couleur sont rangés a droite, ceux de "autre cou-
leur a gauche.

(olojojolofo] [elafelsfefe]

Reégie du jeu.

1) Chague grencuille {pion) peut se déplacer i droite ou i
gauche d7une case pour ovcuper la cose vide,

2} Chaque grenouille peut smuler, & droite ou & gauche,
pardessus une autre grenouille, si la case sulvante est libre.

Les grenouilles doivent changer complétement de camp en un
nombre de coups dont le minimum est 4 déterminer,

Comment aborder un tel jen 2 Combien de pions choisir au
début 7 1} vaut mieux en prendre le moins powible et en augmen-
ter le nombre petit 4 petit, On a ains plus de chances de irouver la
stratégie générale si elle existe,

Pour plus de facilité, eodons les pions ¢’une couleur par 1,
ceux de Pautre coulaur par { et la case vide par un point @,

On appellera situation toute disposition possible des pions.
Elle sera décrite par un assemblape de 0,1 et . Par abus de
langage on confondra par la suite la situation et son codage. Ainsi
1.00110 est une situaticn pour n = 3, J010 et 4191 sont des

sitnations pourn = 2.
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Premiercas : n = 1
Etudions d’abogd le cas le plus simple, eelui ot Pon dispose
de trois cases et d'un pion de chaque couleur. La sitoation initiale

est slors : 1.0 en convenant de noter toujours les 1 & gauche an
départ,

Le but du jeun est de parvenir a la situation 0.1 en suivant les
régles propesées,

On voit tout de suite qu’il ¥ a deux fagons de commencer :
ou bhien déplacer le 1, ou bien déplacer le 0. 11 en sera ainsi pour
tout n et Pon voit que chague fois gque Poti aura trouvé une solu-
tion, il en existera une deuxiéme, symétrique de celle-s. Conve-
nons done de commencer toujours par déplacer les 1.

Ici, la seule possibilité est de pousser le 1 vers la droite (lui
fajre faire un pas i droite) : 1.0 -+ .10

A partir de la situation .10, une seule possibilité (si ’on veut
éviter de se trouver dans la situation de départ) : faire sauter le O
par dessus le 1 : .10 = 01,

A pastir de Ia situation 01. encore une seule possibilité :
pousser le 1 & droite : 0L, = 0.1, ce qui est Ia situation finale.

En résums ;
10-+.10->01.- ¢1

Les régles du jen n'interdisent pas les refours en arriére, mais
si I'on cherche le nombre de coups minimum, il faut les éviter le
plus possible.

On a ainsi mis en évidence un chemin allant de 1.6 a 0.1,
Appstons longueur (/) de ¢ce chemin le nombre d’étapes, soit { = 3
qui se décompose en deux pas (p=2) et unsauf (s=1). Al
symétrie prés, ce chemin est unigue, il est done minimum.

Combien, pour n = 1, a-t-on de situgtions possibles ? 1 y a
trois fagons de placer fe 1, puis deux fagons de placer le O, soil six
situations, les quatre précédentes aingd qgue 10. et .01

" Codons les déplacements possibles qui somt, dans ce cums,
compte tenu: du fait que 'on cherche le chiemin le plus court ©

~ urt pas de L 4 droite 1
— unpas de G 4 ggacha @ o
— unsaut de 1 adroite : =

-~ um saut de 0 a gauche : ~-—»
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On peut alors faire le graphe des déplacements possibles dans
{"ensemble des situations.

Remargue : 51 l'on voulait tenir compte de tous les déplacements
permis par les régles du jeu, chaque fléche serait gsccompagriée
d’une fléche retour.

Beuxiéme cas ; n = 2.

FLa sttnation inifiale est alors 1100 . Cherchons le nombre de
coups minimum pour atteindre la situation finale 40.11, en conser-
vant les mémes conventions que précédeminent.

De 31180, deux possibilités : faire sauter un 1 par-dessus
Iantre : 1100, ce qui n'est pas avantageux car ensuite le seul
déplacement possible {si l'on veut dviter le retour an point de
départ) sera de faire reculer un 1 ; ceci ne donnera certainement
pas le nombre de coups minirnum car on aurait pu arriver au méme
résuitat en un coup de moins. On voit qu’il en sera ainsi chague
fois que 'on fera sauter un pion par-dessus un pion de méme
couleur. On se PVinterdira donc par 1a suite.

La seule possibilité restante est alors : 11 60 —— 1,108

Pe 1.100 on peut passer a 1100 mais on vient de voir que
cette situation n'est pas intéressante, ou a 101.0 en faisant sauter
e O pardessusie 1 : 1.100 —> 101.0
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A partir de 101.8 il y z encore deux possibilités : soit pousser
le 1 : 10.160, situstion sur laquelle nous reviendrons plus tard, soit
pousser le 0 : 18910,

Puis : 1010, — 10.0]1

De 10,01, trois possibilités :

—— soit pousser un 0 vers la droite, ce gui n'est pas inidressant
puisqu’on le fait reculer ;

— s0it pousser 'aatre § vers la gauche, ce qui ne sert & rien
car il faudra aussi reculer ensuite ;

— goit faire sauter le 1 & droite : 0101

Puis : 0191 — 0,101

I but a atteindre éftant 00.11, le¢ coup suivant est:
0.101 — 0GL.1 et enfin 001.1 — 60.11

En yésumé, avee los conventions précédentes :
11.00 -+ 1.100--+101.0 =>1010. = 10.01 = {101 ==0.101 > 801.1 + 60.11

Nous avons ainst mis en évidence un chemin {done un autre
symétrique de celuili) allant de 11.00 i 00.11 .Ce chemin est de
1ongueur huit {1 = 8},

Existe-t-it des chemins plus courts allant de 11.00 4 0611 ?
Izi nous »’avone jamais fait reculer de pions, et tout chemin ol un
pion recule sera plus long que celui-ld. Nous ne conserverons done
gue la possibilité de déplacer des 1 vers la droite, ou des O vers la
gauche. .

11 s'ensuit que les senls déplacements possibles pour trouver Je
chemin mirimum sont ceux exposés pourlecasn = 1.

Nous allpns construire le graphe représentant 1’ensembie des
situations (somumets du graphe} et les déplacements possibles
{ardtes du graphe}.

Pour n = 2, combien y a-t-il de situations? lly adeux I 4
placer dans cing cases, done €7, soit 10 fagons de le faire. I! reste

deux 0 (ou un .} & placer dans trois cases, donc C7, soit 3 fagons
de le faire, Au total, it ¥ a 30 situations.
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— ; pas de 1 d droite. {noir}
smzz=d . pas de 04 gauche. {rouge}

F——— : saut de 1 d droite par-dessug un 0. {bleu)
womm : saut de 6 d gauche par-dessus un 1. {vert)

Remargue : On constate que le graphe est planaire, c’est-d-dire.
qu’il peut &ire représenté par un graphe plan tel que les artes ne
se coupent pas en dehors des sommets ; on narrive pas en général
a organiser d’embiée le graphe pour avoir une teile représentation.
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Comme précéddemment, si ’on tient compte de tous les dépla-
cements permis, chaque fléche doit étre accompagnée d'une fléche
retour (le graphe n'est en fait pas orienté},

Le graphe est remarguable par toutes les symétries que ’on
peut ¥ chserver.

On constate que, compte tenu des seuls déplacements
“utiles™, il y a des sifuations qui sont des puits, ¢'est-adire gque
l’on peut y parvenir, mais pas en repartir : 10¢.1, 4.110, .1106,
1100,, .0811, 0011., d'auires gue I'on ne peut atteindre 3 partir de
la situation initiale : 1,081, 1001, 61.01,0110,,011.0

Revencns a la situation 130,10 que nous avions abandonnée
lozs de la recherche d’un chemin allant de 11.08 3 08.11 .Nous
voyons sur le graphe qu’elle ne conduit gu'a des puits, donc elle ne
nous permet pas de trouver d’autres cheminements,

Il n'existe pas de chemin plus court que cehui trouvé, Pour
n= 2, le chemin le plus court a4 pour longueur & (soit 4 pas et
4 sauts}). Ceci se constate done directement puisqu'on a construit
te graphe de toutes les asituations et de ious les déplacements
possibles.

Observons ce chemin. Ddja une stratépie en trois temps s'en
dégage : il ne faut jamais amener deux pions de la méme eouleur
I'un 4 ¢dté de antre au début. On sefforce donc dans un premtier
temps d'alternet les couleurs jusqu’a parvenir a la situation ot les
pions sont tous alternés et ol la case vide est d'un coté, Par des
sauls successifs, on arrive ensuite 4 la situation ou la case vide est
de Vautre c6té et oi les pions sont alternés. Il ne reste plus enfin
qu'a opérer en sens inverse de ce que 'on a fait au départ pour
parvenir 3 ia situation finzle.

On constate également gue si "on suit cetie stratégie, en
utilisant les quatre types de déplacement auxqguels on se limite, il
n'est pas nécessaire, pour décrire une succession de coups, de
donner situations et déplacements : la seule donnde des déplace-
ments suffit.

D’ol un nouveau codage, smplifié, pour déerive la succession
de coups effectuée : (B = bleu, N = noir, R = rouge, V = veri}.

n=%: NiViN
n=2 : NVRIBBIRVN
(les traits verticaux marquent i fin de chague étape).
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Troisiéme et quatriéme cas {n = 3 et n = 4).
Appliquons Vidée précédente aux casn = 3etn = 4.
=3 : NVRBBN|VVViNBBRVN
n=4 : NVRERBBNVVVR|IBBBB RVVVNBBRVN
On obtient ainsi des solutions en 15 et 24 coups, qui sem-

blent satisfaisantes puisqu’aucune manoeuvre inutile n'a été faite
(retour de pions en arriére),

Cas général.

Résumons dans un tableau les résultats déja trouvés, que I’'on
sait étre minimaux pourn =1 et 2, et dont on a de bonnes raisons
de croire qu'ils le sont aussi pour n = 3 et 4 ; ! désigne le nombre
total de coups, p le nombre de pas (déplacements noirs et rouges)
et 5 le nombre de sauts (déplacements verts et bleus).

n i p 5
1 3 2
2 8 4
3 15 6 9
4 24 8 16

Il est facile de conjecturer — en suivant cette stratégie —que
le nombre total de pas sera 2n et que le nombre total de sauts sera
n?, ce qui donnera une solution en n? + 2n coups.

On peut aussi le démontrer ainsi : si ’on note u, le nombre

de coups nécessaire pour la premiére étape et v, le nombre de

coups nécessaire pour la seconde étape (la troisiéme a méme lon-
gueur que la premiére), on a

Uy =upg t vyl up =1

Vn:‘.’n-1+1 \|’1=1
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ce gui donne immédiatement
Vyy =D et Up = Up.f + 8, s0it

u, = 1+ 2+ .-.+n:—g-{~«q—;—11-——'{‘n

{nombre triangulaire d’ordre n}.

Le nombre total de coups est égal a 2T, + n = n* + 2n.

En étudiant la marche de chacun des pions dans cette suite de
coups, On peut voir que si n est pair, chaque pion effectue le méme

nombre de pas (1) et le méme nombre de sauts (M), alors que sin

est impair {n = 2k + 1) e{ sj Von numérote lespionsde 1 4 2k + 1
(pions dune couleur, situés agaluche} el de 2k + 24 4k + 2 {pions
de Pantre couleuy} en allant dans les deux cas d¢ 1a gauche vers la
droite, les pions d’'ordre trupair font 2 pas et Kk sauts el les pions
d’ordre pair ne font sucun pas et {k + 1} sauts.

Il reste a voir que la suite de coups gue nous venons &ana-
lyser est minimale. Nous savons déja gue tout déplacement qui
aboutit & metire cote A 06ie deux pions de méme couleur doit étre
éliminé, ce qui est le cas pour le saut d’un pion par-dessus un pion
de méme couleur. Pour un nombre n guelcongue de piong de
chagque couleur, les pions sont rangés sur (2n + 1) cases et pour
passer de la situation initiale 4 1a situation finale, chague pion doit
go déplacer de n + 1 cases. Comme il ¥ a Zn pions, cela donne
Zni{n + 1} déplacements d 'un pas.

S5i les pions ne faisaient que des pas, i faudrait donc
2n(n + 1} coups pour passer de la situation initiale & la situation
finale, Or il ¥ a un ceriain nombre de sauts obligatoires car n pions
doivent sauter par-dessus n pions de 1"autre couleur, ce qui fait o*
sauts 4 déduire des 2n({n + 1) déplacements précédents (1 saui
valant 2 pas).

En résumé, pour passer de la situation initiale a la sibuation
finale, le nombre minimum de coups est 2ni(n + 1)-—n? soil :
n® + 2n coups, ef ¢'est précikément ce nombre de coups ga'asure
la si;rat,égig précédemment analysée,
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