Un fil d’Ariane

pur Lucien SALLES {Saint-Germain)

“Chaque fois que, dans un ensemble muni d’une relation, on
considére un dldment fou une partie), il v a organisation de
ensemble autour de cel élément {de cetle parlie)”.

Cette considération simple, qui est un des leitmotive de notre
collégue CROZES, peut servir de fil d’Ariane pour une grosse part
de la recherche en classe de Seconde ) je vais présenter ici deux
applications :

1 Lecorpsdesrdels (R, +,X)
{Comment s"organise {R, +} autour d'un réel g donné ?

1} On peut considérer les réels : a, ata, {a+a) + a ..., et l'on
pose naturellement : a+a= 2a {a+a)+ a = 3a..., et I'on étend 4
Z:la=4,0a=6, ~1la=—a, —Za= {—a})+ {~3).. ce qui per-
met d obtenir 'ensembile a.Z des multiples de a .

Mais 3.2 est une partie de R qui est, lui, muni de deux opéra-
tions ; comment a.2 se comporte-t-il visdvis de ces opérations ?

2} Mous avons maintenant une partie {(3.Z, +) de {R, +);
deux éléments x et ¥ de R étant donnés, deux relations se présen-
tent Alesprit: xByswi{(x+y)eaZoux8 ysilx~yi€ai:la
premiére ne présente d’autre intérét que eelui de ne pas en avoir ;
la seconde, par contre, est une relation d’équivalence _.. et voila les
congriences avancées.
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3) On peut aussi étudier le comportement de a vis-a-vis des
réels et 1’on obtient les applications du type

fa:x —sa+x

Pensemible de ces applications pouvant €tre muni d’une siructure
addifive {ce soni les gpérateurs “ajouter a” de V’école dlémentaire).

Le méme travail se fait évidemmment aussi dans {R ,XY; on
ghiient :

1} L’ensemble a2 des puissances d’un réel a .

Z

2) La relalion § définie par xSy ss;'-;&“ a™, qui n'est pas

spécialement étudide,

3) Les applicaiions du type
hy ' x b ax
s composition des applications des deux types donnant les appli-
cations du premier degré,

On peut encore, mais 14 on amrive au programme de Termi-
nale, reprendre ce genre d'étude avec deux véels a et b et Von
obiient Vensemble aZ + bZ... .

2 Appliguons mainienant cette méthode d ln géoméirie

Dans tout ¢e qui suit nous considérerons un R—vectoriel
{E, +,.5

Ici, I'étude des multiples d'un vecieur a donné (action de
Paddition sur T} est une partie de ’étude du comportement de ¥
vis-a-vis des réels {action de la multiptication externe sur 8 ) qui
est plus intéressante et donne ’ensemble R4 ;s 2 est différent de

, RZ est appelée droite vectorielle dont T est un vecteur

directeur (par analogie avec ta “droite’” de quatriéme).

R 7 étant une partie de (£, +, } il est logique de considérer
les restrictions 3 R.d de + et . (R, +, ) estun espace vectoriel.

La relation définie dans E? par: XSV ssi Xy & RX est une
relation d’équivalence. Un dessin dans le plan conduit & appeler
droites {affines) de direction R32 les clasaes d’éynivalence assoc;ees
et & définir Je parallélisme. La droite D{b a) passant par B etde
vecteur directeur T étant P'ensemble

$Ve B/ 3 xeR = xarB
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Le comportemant de ‘a’ vis- awis des élémoents de E permet de
définir les translations tg: X +— T+ ¥ (la soule opération pos-

sible avec 3 et ¥ étant I'addition).

Le comportement d’un vecteur # vis-d-vis des réels & éid
étudié su début (dreitas vectorielles et i 0 f .

Le componeaent d'un réel p vis-i-vis des vecteurs donne les
homothéties hy X b Px {la seule opération possible entre un
réel et un vecteur étant la multiplication externe).

Arnive 1, diverses voies s'offrent & 1a recherche, Pordre ayant
peu d’importance, la totalité étant cependant au programme :

Dans (E, +, .} sont définies deux lois de composition et les
nolions de droites vectorielles et affines, de paraliélisme ; com-
ment se comportent translations et homothéties vis-i-vis de ces
notions 7 {non lindurité des translations, lindarité des homothé-
- ties, 'image d’une droite affine est une droite affine de méme
direction, droites invariantes ...).

Les translations et les homothéties zont des applications de E
dans E, on peut donc les composer : on obfient ainsi les groupes
(T,¢}, (H,, 2}, le second étant isomorphe & (R4, ¥} [on peut {ou
non) définir une addition dans H de fagon & faire de (H, +,=}un
corps isomorphe & (R, +, X}, 1e groupe (D, » ) des dilatations.

Tout cela peut donc s'étudier en regardant le comporiement
d'un vectenr ou d’un réel vis-i-vis des autres, .
8i, pour aller un peu plus lein, on se¢ donne plusieurs vecteurs
de E, &, 8, .., &, par exemple, I'addition et la muitiplication
axterne de B nous conduisent 4 considérer les vecteurs de Ede la
ferme :
X= x, & + %8 + ..+ x )

qu’on appelle combinaisons linéaires de &, ... 4,

L’ensembie de ces combinaisons linéaires est une partie L de
E : comment se comiporig-t-elle vis-8-vis des opérationsde E ?

On obtient ainsi les notions de parties géndrafrices et de
purties génératrices minimales d’un espace vectoriel. I’avoue ne pas
yoir commuient introduire ngturellement (sinon par analogie avee le
plen de Quatriéme} la condition d’unicité de la décomposition
d'un vecteur sur une partie génératrice minimale.
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Une fois définie Ia notion de base, il reste évidemment a
reprendre entiérement les principales notions étudides pour voir ce
qu'apportent les coordonnées : isomorphisme de E (dim E = n)

avec R, éguations d’une droite, condition de colindarité ... .

L
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