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Axiomatique pour les dimensions
physiques, les scalaires et les

vecteurs du physicien
par P. ROUGEE

Nous présentﬁuns, dans cet article une axiomatique pour les
scalaires ot les vecteurs utilisés par le physicien dans sa
schématisation du monde matériel en physique classique ¢*), Nous
introduisons un groupe @ dont les éléments schématisent les
dimensions physigites, el nous donnons 'axiomatigque de strue-
tures que nous qualifions de physiques et qui généralisent celles
classiques de corps, d’espaces vectoriels, etc ..., et gui se réduisent
& ces structures classiques lorsque D ne contient que 1’dlément
neutre. Sans prétendrs dpuiser le sujei, nous mentrons que
Pessentiel de l'algébre linéairé classique peut dtre repris dans ce
cadre élargi.

Les struciures ainsi introduites sont celles dans lesquelles le
physicien pense ses concepts, et qu'il atteint sur Ie plan mathéma-
tigue a partir de représentations dans R ou R? tributaires en
particulier de choix d’unités dont l'influence est ensuite étudiée
par la technigue connue qui aboutit aux dquations aux dimensions
classigues. Ce phénoméne d’élaberation semi-empirique d'un cadre
gonceptuel intrinsdgue & partir de représentations tributaires
d*éléments non infrinséques choisis arbitraiverment et gue on fait
ensuite varier est frégquent =n physique ; pous #n donnons une
analyse et des exemples,

Nous indiguons comment on peut penser ancrage de ces
structures comme medeles du concret, ¢t nous donnons deux
exernples. L'un, donné en annexe, st oblenu par construction a
base de produifs tensoriels. 1I privilégie un systéme de générateurs
du groupe D : on peut donc considérer qu’il constitue le cadre
mathématique dans lequel travaille le physicien aprés choix des
dimensions fondamentsies. L'autre, qui pour les scalaires n'est
autre que le produit cartésien T X B | privilégie un sysiéme

{*y Un sriicle sur le méme sulet, dlus simple et plus descriptil, 2ol parsitre daonw le
numéro d°svril du Bulletin de I'Union des Phivesiojens, sous Je titve Loy goalnires st
fen veciemrs du physicien',
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d'unités et peut done 8tre assimilé au cadre mathématique dans
lequel on travaille sprés choix des éfaloms. I faul toutefois
remarguer gue ces cadres ne sont pas ceux dans lesquels évolue
couramment le physicien : le langage et les formules de la
physigue ne sont pas (ou ne devraient pas éfre : il v 4 encore des
exceptions en électromagnétisme} tributaives du systéme de
dimensions fondamentales et d'étalons utilisé, sinon tout sersit &
repenser lormsque 1'on change d’'étalon de longueur ou lorsque 'on
passe du systéme M K, Sausystéme CG S .

Nous espérons par cet article asider 1'enseignant mathémati-
cien 2 mieux comprendre, donc reconnaitre et admettre, le cadre
conceptuel dans lequel évolue son collégue physicien, ainsi gue sa
fagon de le construire, ce qui ne peut que les aider dans leur
collaboration pédagogique.

i— LE GROUPE DES DIMENSIONS PHYSIQUES

Le physicien utilise le concept de dimension physique. Nous
savons qu'il parie des dimengions longueur L, temps T, masse M,
vitesse V, foree F, inteneité de courant A, quantité déleciricité Q,

Ces dimensions, il les “compose™ entre elles. C'est ainsi qu'en
faisani par exempile le “produit” des dimensions vitesse V e temps
T # obtient la dimension longueur L. II introduit également
le coneept d’ahsence de dimension physique auquel il n'affecte pas
de symbole particulier mais gue nous désignerons quant 4 nows par
1, moyennant quoi nous pourrons affirmer que le produit de la
dimension D parlestégal A D :

VI=TV=L ; DI=ID=D

Enfin, nous savons également gqu’il manipule par exemple une
dimension gu'il note T-1 et dont le produit par T est 1'absence de
dimension I .

Ces guelgues remargues nous font prendre conscience que ¢
L'ensemble D des dimensions physiques utilisé par le physicien
est un groupe commuftatif dont Uélément neutre est 'absence de
dimension physigue, notée I, et dont la loi de composition est
notée sous forme multiplicative,

Ce groupe n'est pas quelconque. On sait en effet que, une fois
choisi un ensemble particulier de dimensions dites fondameniales,
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toute auire dimension se met de facon unigue sous forme d'un
produit des dimensions fondamentales ou de leurs inverses.

On 2 auntrefois utilisé les dimensions fondamentales
fLTFQ!, et on avait: V= LT, M= FLYTF, A=QT11,

L'usage semble maintenant 8tre stabilisé sur { LTMA |, ce
qui dorne V = LT, F = MLT2, Q = AT, etc ..., mais il pourrait
&tre autre.

En fzii, le choix dex dimensions fondamentales esi lié an
choix des éfalons et donc A Pancrage du modéle sur le concret,
Nous reviendrons sur le sujet.

Les remarques ci-dessus se traduisent sur le plan mathéma.
tique en disant que 9 est un groupe libre de type fini, et que fout
systéme de dimensions fondamentales en esf une base.

Dans la suite nous ne supposerons pas fait un choix définitif
d'une base dans D, méme s nous utilisons systématiquement
| L. T M,A{ comme exemple.

Signalons enfin que on peut envisager de n’utiliser que des
sous-groupes de {0 {par exemple, le sousgroupe engendré par I; et
T est sulfisant en cinématique). On peut également sotrtir du cadre
éiroit de la physique et envisager par exemple une dimension
“produit national brut i’ &f une dimension “‘population P, d’on
une dimension HT1 P1 pour l¢ faux de PN.B. par rappori au
iemps et 4 la population {qui, en anticipant sur la suite,
s'exprimera en “francsg—~fT" par an et par millier d’habitants),

IT — LES SCALAIRES PHYSIQUES

L’objet de ce paragraphe est essentiellement de dégager une
aziomatique pour les “grandeurs” scalaires telles gue les manipule
le physicien.

On sait gque ¢es scalaires peuvent 8tre ajoutés et multipliés :

800 m + 4 km = 48 hm ; 3 grammes X 4 ms'? = 1200 dynes
donc aussi soustraits et divisés, de facon trés vaising de ce gue fait
le mathématicien avec ses nombres réels gui constituent un corps,
mais avec quelques précautions spéciales dues au fait que ces
scalaires ont en fait une dimension physigque, la plus importante
étant gue deux scalaires ne peuvent étre ajoutés gue s'ils ont la
meme dimension physique. Ce sont ces précautions et les régles
générales de caleul gue nous institutionalisons dans la ;
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Définition : Nous appellerons corps physique tout ensemble
K doté de la structure définie par o donnée de A, A;, A;,
vérifiant (i),(it),{ii) :

A, — Une application surjective de K dans D,

fqui done affecte A tout élément d de K une dimension physique,
que nous noterons D(@). On notera K(I1} Pensemble des éléments
de K de dimension D. Aucun des K(D) n’est vide, et K est-la

? 1 s K =_U . Elerne
réunion de ces KD : K DeD KD). Les éléments de

dimension I sont dits sans dimensien].

A, — Une Ipi de groupe commutatif dans chaque K(D)
[cette loi est notde + , et son élément neutre est noté Op (ou O s
aucune am biguité n’est possible)}

A, — Une Ivi de composition interne dans K |, dite produit :
KX K= K
{d,d }r—ardd’
{i} Le produit est une foi de groupe commautatif dans
x» %fx — {0, e}
{ii) Le produit vérifie I'"'équation aux dimensions” :
(/) (Yd')  D(dd’) = D(d) D(d')
(iii) Le produit est gistributif par rapport ¢ addition :

(V3 (Wd:) (V) [Pt ) = Dida Y= [+ )ds = didy +

K (D) ddy Opy’
)
addition
K () ——1
di ‘53 dzi-d-&
kip}
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[nous noterons 1 Pélément neutre du produif, 4 Pinverse de ¢
non nul, 4* et d ™" les puissances n'éme de d et d'' )

On surs évidemment remarqué ;
dans A, : le fait que chaque scalaire en physique a une dimension
physique {ou egt sans dimension, ¢'est-a<lire a la dimension I)
dans A, @ le fait que D'on peut ajouler ou scustraire deux scalaires
dans la mesure oi ils ont la méme dimension physique
dans 4, ; le fait que Von peut multiplier deux scalaires quel-
CONgUes
dans (1) © les propriétés de la multiplication par 1 et la possibilitd
de diviser par un scalaire non nul

.. - . ) 1 fd=y

dens {i5) : Iz régle qui permet par exemple de dire quegmi] a
pour dimension physique M L? T2 ‘
dans (iii) - la distributivité classique qui permet par exemple

deerire t00g+ 4kE) 2ms! = 86 ms? ke

FPropriétés des corps physiques.

On peut aisément déduire des axiomes les propriéiés
suivantes :

B, --Llélément neutre 1 est dans K(I), et K{I} muni de sa lof + et
de ia restriction de Ia loi produit est un corps d’élément
unite 1.

P, —@uel que soit D, Vensemble K{(D) muni de sa loi interne
additive et de 1a lol externe (restriction du produit) :

(R, d)ms kd
Ky X K(D) - E{D}
est un espace vectoriel sur le corps K{I).
P, — Quel que soit d € K* {donc non nul), Papplication
' e [
K(D'} — K(DD')
est un isomorphisme pour les structures vectorielles.

£, —Quel que soit D, K(D} est un espace vectorie! de dimension
un sur e corps K(I) {appliquer P, avec D' = 1},

P, — Quel que s0it D, Papplication :

(d,d'}r— dad’
K(D) X E(D%} — K(I)
est bilinéaire non dégenérée, Elle met donc en dualité les
espaces vecioriels K{D) et K(D*) et permet d’identifier
K(D*} au dual de K{D}.
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Parmi ces propridtés on remarquera en particulier P, | qui fait
apparaitre dans K un corps au sens mathématique classique, K(1),
et une collection d’espaces vectoriels de dimension un sur ce corps.
Dans le cas ol il 5'agira du corps des nombres réels R, cos espaces
vectoriels seront les espaces vectoriels des longueurs, des durées,
etc..., dont on parle maintenani assez couramment, mais ici
intégrés dons une structure plus vaste qui permet la* communica-
tion entre ces ezpaces,

Dire {(par exemple] que les durées constituent un esgpace
vectoriel réel est une facon de préciser une partie des calculs
autorisés avec ces durées. Nous ne dirons pas pour gutent gue lps
durdes sont des vecieurs, réservant ce terme & des Stres reiatifs & la
schématisation de notre espace physique comme il est d’usage en
physique.

Ayant appelé K un “corps physique” nous appslierons
“scalaire physigue” ou plus simplement “sealaire” zes Sléments,
nous conformant fa aussi a 1'usage le plus classique en physigue.
Ces scalaires seront dits réels si K{1) est le corps des nombres réels
et complexes 571l s’agit du corps des nombres complexes.

Cette terminclogie est drailleurs cohérente avec la tradition
mathématique si on faitla :

Remarque : Dans le ¢ag ol le groupe des dimensions phy-
sigues D qui est utilisé ne contiendrait que 1'élément neutxe | le
corps physique ne contiendrait que K(I}, et ce sergit donce un corps
au sens mathématique classique :

La structure de corps physigue ici intraduite 28t une générali-
sation de lg structure de corps.

Exemples de oorpe physigues,

Exemple 1 : D XK

Etant donné un eorps {classique) K on peut munir canonigue.
ment le produit cartésien © X K, c’est-d-dire l'ensemble des
couples (D)} constitués d'une dimension physique D et d'un
flément k de K, d'une struciure de corps physique, gue nous

nolerons 1 XK. .
La dimension physique de (D,k) sera évidemment B, et ‘on

aura donc
E(I} = {{Dk),ke K|

La somme et le produit seront quant 8 eux définis par (en
notant additivement et multiplicativement les lois de K comme 5%l

s'agissait de R} :
(DEk, )+ (D)= (DK +k; ) o (D Ky }Ds ko )= (D Lk kg )
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On pourra vérifier que les propriétées requises pour que 'on
ait ainsi un corps physigue sont vérifides.

On remarquera que le corps K(i) et le corps K de départ sont
canoniquement isomorphes dans Papplication : (D k)— k

On remarquera également - que quelles gue soient les
dimiensions physiques D, et D, , les espaces vectoriels K(D; } et
K(D, ) sont eux aussi isomorphes canoniquement dans Papplica-
tion : (D, Ky— (O, k).

Un tel isomorphisme canonigue n'existe pas dans un corps
physique quelvongue | on ne peut done pas réduire la structure de
corps physique d celie dee produits D X K.

Exempie 2 : Ry, @RT@ Ry

Nous donneons en annexe la construcsion d’un corps physigue
qui ne présente pas la particularité signalée ci-dessus.

Le lecteur non familier avee les produits fensoriels peut
parfaitement se dispenser d’entrer dans le détail assez technique de
sa construction. IE lui suifira de saveir gu'il est construit 4 partir de
trois espaces vectoricis réels de dimension un donnés au départ, et
qui sont 'espace vectoriel des longueurs R, celui des durées R,
et celul des masses R,; (nous nous sommes limités au groupe des
dimensions mécaniques), et qu’il est tel que son K(L} soit B et
que de méme K(T) = R, et K(M) = R,.

If est donc construit en priviliégiant un choix particulier de
dimensions fondamentales, mais il est d part cela le pius général
possibie.

Sur le plan de la schématisation du monde coneret, le fait
d’avoir ainsi une struetore mathématique privilégiant une base de
D n'est pas un handicap, car Pancrage du corps des réels
physiques sur le coneret, gui se fait par le choix des étalons, fait
usage d’une telle hase privilégice.

I — LES SCALAIRES REELS

Bien que ce ne soit pas le seul {cf par exemple les intensités,
tensions et impédances complexes de 1'électricité), le corps
physique le plus utilisé est certainement celui des réels, qui
comrespond au cas o K(I) est égal & R.

Nous noterons A ce corps physique, ou plus précisément ce
corps physique orienté comme il va étre dit dans le paragraphe
cidessous, et R{D) l'ensemble des scalaires réels de dimension D.

-3 -
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1 -~ Orientation de R

Les scalaires réels gue manipule je physicien sont réputds étre
positifs ou négatifs. Il nous faut légaliser cetite particularité en
enrichissant un peu la structure algébrique de A.

Diéfinition : Nous dirons gue R est orientd st chagque R{D)
Pest, en tgnt gu'espuce vectoriel de dimension un réel, et s leg
orientations choisies sont telles que lg régle des signes classigue
pour le produit soif vérifide.

De cette définition on peut tirer quelques ramarques :

— La relation 1 d = ¢ monite gue Porientation de Bi{l} = R
ne peut 8tre que Porientation classique.

-~ A sera orienté dés gque fe seront les K(D) relatifs & un
ensemble de dimensions fondamentates. Si LM, T,A] est cet
ensomble, e demi-espace positif de dimension L™ M*TY A% est
alors lensemble des produits P m"t?a% od Imta sont des
scalaires positifs de dimension L M,T,A respectivement.

On en conclut d’une part qu'il v & 2" facons d'orienter A,
ol n est le eardinal des bases de 93, et d’autre part gue le corps
physique R, (3 R, (00 ... est automatiguement orienté si les
espaces vectoriels gui ont servi @ su construction le sont, ce qui est
en fzit le cas : puisque 'on parle de masses positives ¢'est que 'on
a implicitement orienté Pespace vectoriel des maszes.

Dans toute la suite R serg supposé origntd,
Sans prétendre puiser le sujed, on pourra vérifier les quelques
points ci-dessous :

2 —Quel gue soit d € £, de dimension D, il existe up et un seul
éément de R(D)T, noté 1dl, tel que l'on ait 1dF = d® . Cet
élément est dgal 4 ¢ si d est positif et & — d st G est négatif,

b - Queis que soient D € .!) et d € R{ID?yH, i exaste un et un seul

élément de R{D}?, noté r:l2 tel que Pon ait d3 =d.

Par conize, dé' n'existe pas en géndral {ni 17 | ete ...}, méme
si d est positif. Notre outil A ne nous permel pas de parler de la
racine carrée d’une longueyr par exemple. Le iraditionnel \/? est
certes autorisé, puisque -i-— est de dimensien 7, mais ne saurait

. o i
sécrive Yo
vV E
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.5’ s’avérait qu’en physique on ait besoin de passer outre a de
telles “‘interdictions” et qu'on le fasse avec bonheur, il convien-
drait. d’agrandir notre 9} pour y inclure des dimensions physiques
de la forme L* M? ... oii a, 8, ... ne seraient pas entiers.

2 — Analyse dans R

1l est certain que sur le plan de l'analyse les composantes
connexes de A que sont les R(D) reprennent leur droit. Tant sur le
plan mathématique que pour ce qui est de l'utilisation en
physique, n’auront d’'intérét que les applications d’un R(D) dans
un autre.

On remarquera a ce sujet que si f est une application de R{D)
dans R(D, ), le quotient différentiel

[f(d)—f(d)] (d—dy) !
est dans R{(D, D™ '). On définira donc la dérivée en d, de [

comme étant Te réel physique de dimension (D, D™ ') limite de ce
quotient quand d {end vers do .

De méme les sommes de Riemann Z f(d, ) (d +; —d,)sont
dans R(D D, ), et l'intégrale ff(x) d x sera définie comme étant un
réel de dimension D D, . A cette question de dimension physique
prés on retrouve bhien sr ’analyse classique dans R.

3 — Uniteés

Chaque R(D) de A étant vectoriel de dimension un et orients,
une base positive de R(D) est constituée d*un seul élément  non
nul positif : i}

s e Dyt * 9 gyt — t0,}

Lorsqu’un tel élément 3 a été choisi pour constituer une base
de R(D) on dit que ce § est l'unité de grandeur de dimension D.
L'unité de grandeur de dimension longueur est encore appelée
unité de longueur, etc...

Lorsque chaque R(D) de A a éié ainsi doté dune base posi-
tive, la collection des unités de grandeurs ainsi définies est par
définition un systéme d’unités de 1t .

Un tel systéme est dit cohérent si et seulement si, en notant
& (D) Punité de grandeur de dimension D,on a :

\/DeD)(\/D'eD): s (DD')=4 (D) 5 (D)

Faisant D=1 on déduit que dans urn systéme d’unités
cohérent 'unité de grandeur sans dimension est nécessairement le
réel 1.
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Une fagon simple de choisir un systéme d'unités cohérent
conziste & faive choix d’un systdme dz dimensions fondamentales,
par exemple (L, M, T, Al , ainsi gue d'une unité de grandeur
pour chacune de ces dimensions fondamentales X, pu, 7 ,a puis
de définir les auires unités en posant

5 {Lm Mn T* Aﬂ} dgf Pl pnfp al
Ces upités sont dites dérivées, par opposition 4 A, i, 7 , o qui
sont dites fondamentales.

4 — Reprdsentationsde Rsur D X R

Un systémé d’unités étant chojsi, on peut associer 3 tout
scalaire réel d sa mesure algébrique d, ielle par conséquent que
'on ait @ B

4 = s (D)

On aura bien str :[D{d; ) = D(dy )f={d; + dz = & + & |ainsi
que, si toutefois le sysiénle d’unités choisi est cohérent :
d;d; = a-l d_z

On.vérifie alors que 'application

_l:»—--* D XR
s (D1@),d)
conserve la dimension physique ef est compatible avec les
différentes loizs de composition internes définies dans A et
D X B . Elle est ens outre bijective, et nous dirons qu’il 'agit d’un
isomorphisme pour les structures de corps physique de R et
D XE.

(et isomorphisme n'est certes pas canonique puisqu'il dépend
du systéme d'unités cohérent qui a été utilisé.

Le physicien fail choix d'an systéme d’anités pour treiter ses

“applicetions numériques”, et #f utilise alors g pour se placer dans
D AR s lieuw de A, ne aeralb-ce que pendant qud manipule sa
régle & caleul.

Mais on aurgit tort de croire quil ¥y reste longtemps. E:::
particulier, dés qu’il annonee que la force cazlculée est égale & 3,6
Newton, il sest replacé dans A .

Remarque. _
81 deux systémes cohédrenis, dont les unités fondameniales
sont

M T,e et M=k @ =8n s yr & =8a
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ont & choisis, on vérifie que les mesures d et & d'un méme
scalaire . d de dimension L™ M® T® A® sont liées par ia relation -

Tl (0 )"

Cette prapriété de variznce de la représentation de R dans
DX R quand varie le systéme d unités utilisé est le point de départ
classique de ['introduction des équations aux dimensions et donc
de Daccession d la structure de corps physique des réels,

Le processus est classique et exemplaire, et mérite qu’on s’y
attarde. Le physicien n'ammonce évidemment pas au départ qu’il
schématise le concret par notre corps physique A . il choisit un
systéme d’étalons, puis d'unités liées & ces étalons, et affecte avec
cela de schémaliser dans R ou plus précisément dans D X R (plus
ol Moing conscient bien siiry dans iz mesare o il glinterdit
d'ajouter le 3 qui mesure une longueur au 5,2 gui mesure un
temps. Cette schématisation du concret dépend évidemment des
unités choisies, choix trés arbifraire, ce qui ne saurait satisfaire le
physicien. I est alors omend d rattraper le caractére relatif que
présente sn schématisation en relativisant les choix arbitratires qui
ont présidé d son élgboration, ¢'est-ddire en étudiant ce quelle
devient guand il fait vader le choix des uniigs,

I faut comprendre que ce foisant i dépasse k codre de
‘D ¥ R dansg lequel i 8'¢tait placé pour en fait en arriver 4 penser
ses concepts dans nolre corps physique R, procédant ainsi 8 une
véritable crégtion de {6 structure mathématigue intrinséquerment
adaptée G la modélisation du concret qu’il se propose,

Il existe d’autres exemples de ce processus. Clest ainsi que
P'espace est schématisé par R® aprés choix arbitraire d'un triédre,
d’oll les matrices lignes, colonnes, carrées, ou aulres “tableaux de
rombres”, dont on se préoccupe ensuite de savoir comment ils
varient quand on change de triédre. On reconnait 1A tout le calcul
tensorie! tel qu'il est présentd dans les ouvrages 3 usage des
physiciens et des médcaniciens. On sait gque ce gui est en fait
manipulé a travers toutb cela, ¢'est un espace vectoriel E, son dual
E* _ £ {E,E*), et toute sorie de produils tensoriels E @ B+ @ .
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Un autre exemple est foumni psr les vecteurs polaires,
L’espace ayant éié schémalisé par un espace euclidien orients, ce
qui est bien pratigue pour définir élémentairement le produit
vectode! mais ce qui n'est pas inlrinséque puisque résultant d'un
choix arbitraire pour Porientation, on est amené, toujours pour les
mémes raisons de recherche de la modélisation la plus intnnségue
possible, a faire varer 'odieniation de l'espace, et on débouche
ainsi sur certains veeteurs, dits polaires ou pseudo, qui ont Uidée
bizatrre de changer de sens au cours de l'opération {en fait, tel
concept qui était schématisé par le vecteur Vest par — U dans
Ia seconde schématisation).

Dans ce cas aussi la structure mathématique sous-jacenie 4 ces
pratigues est connue © le physicien schématise en fait par un
espace non orenté (’espace n’'est pas orientd) et fait de 1’algébre
extérieure déguisée.

Devant ces habitudes, gqui sont en fait lo persistance du
processus higtorique de création par le physicien de la stricoture
mathématique dans inquelle il pense se8 concepts, le mathéma-
ticienn “moderne” doit s'efforcer de prendre conscience de ja
véritable nature de cette structure, et aider le physicien é 3’y placer
de facon consciente ay départ, lui ¢vitant ainsi d'avoir 4 'y hisser
au prix d'efforts quelquefois acrobatiques ou de fomulqt:‘ons trés
subjectives.

Kt partout ou il y a un théoréme de variance, dont les
physiciens sont i juste titre friands, il ¥ a anguille sous roche,

Lg simplification qui en résultera est certaine. H est en effet
pius simple de travailler dans un espace vectoriel E postulé au
départ que dans Pespace vectoriel (qui.certes, lul est canonigue-
ment isomorphe comme il se doit} des applications I de lensemble
des bases b de E dans R*® telles que :

HB) =MD, B (D)
ot M( B, ') désigne la matrice de passage de la base 9 ala base

" Par ailleurs, les changements de trigdres ou d'orieniletion, qui
nlont en fuit rien a voly avee le développement de la théorie au
nivean concepluel, interférent trop souvent avec ce développe-
ment, et sous forme parfois dangereusement intrinséque de
translations, rotations ou syméirie de ’espace foul aussi inutiles,
en masquant ginsi lg simplicité ou gjoutant & sa complexité. 1l
g'agit la d'habitudes trés vépandues qui ne disparaitront pas
facilement,
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8 — Ancrage du modéle : les étalons.

Dans sa reconstruction conceptuelle du monde, le physicien
introduit d'abond quelques concepts indépendants qu’il considére
comme premiers et 3 1'aide desquels il élabore d’autres concepts.
C’est ainsi par exemple que le concept de vitesse est introduit 3
partir des concepts premiers de temps et de {ongueur. Il fait en
particulier ainsi choix dun systéme de dirmensions fondamentales,

8i ) est une de ces dimensions, espace vectoriel R{I)} des
prandeurs sealaires de dimension D est alors ancré sur le concret
par des méthodes de comparasison bien connues, qui aménent a
faire choix d’un élément matériel de yéférence appelé fialon pour
cette dimension physigue.

On remarquera gue pour les dimensions non fondamentales le
processus est différent : le soi-disant #talon de vitesse défini
comme étant la vilesse gu'aureit un maobile parcourant $'étalon de
longueur pendant I'élalon de temps n'est pas un véritable étalon, 11
n’est pas matériel, st le conditionnel prouve gu’il £’agit bien 4 une
vue de Desprit {d’aflleurs inutile si on fait la nécessaire distinction
antre le choix de Pélalon et celuj de 'unité qui est un probléme
distinct méme s'il lui ezt historiquement 1ié).

C'est done par ce choix des ételons pour les dimensions
fondameniales que le modéle R est gneré sur le concrel.

Analysors un pet le provessus dans le cas de ia dimension
longueur. Afin d’8tre précis, nous réservons dans ce paragraphe le
mot jongueur pour ie concept. appelant par ailleurs “éléments de
R(L}" les étres mathématiques qui le schématisent.

La dimension longueur ayant été choisie fondamentale, on
fait choix d'un ebjet ou d'une manifestation du monde matériel
pout lequel ce concept a un sens précis, stable, et qui sera 1’étalon
de longuenr. Simulfanément, on donne un nom i 'élément de
R(L) qui schématisera la Iongueur de cet étalon, ou plutbt, et
principalement pouwr des raisons historiques, 4 un de ses multiples :
le métre st par définition Pélément de R(L} dgal 4 1.650.763,73
fois celui qui schématise la longueur de I'éialon, 4 savoir la
iongueur d’onde dans le vide de la radiation orangée de 'stome de
Erypion 86.

Et Pancrage réside tras précisement dans ce choix de étalon
appartenant au monde matériel et du nor appartenant au modéle.
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Pour toute manifestation ou objet du monde matériel pour
lequel le concept de longueur a un sens, le choix de 1'élément de
R{L) qui schématisera sa longueur résultera de procédds expérni-
mentaux de comparaison de celleci 4 celle de P'dtalon. Ces
procedés ne peuvent dvidemment conduire 3 une déermination
univogue, ce gui oblige 4 sdopter une des deux attitudes
suivantes : ou bien faire un choix sssez arbitraire que Pon soigner
plus ou moins en fonction de 1'usage que 'on veul en faire {c’est
ainsi que tous les humaing mesurent un nombre entier de centi-
métres sur leur carte d’identifé}, ou bien ne pas se résoudre & un
choix univoque, ce qui débouche sur les classiques incertitudes.

Clest ainsi que telle barre de platine du Pavillon de Breteuil
est schematisée par un segment de R{L) dont les exirémités sopt
les éléments (1 & &) métre ol ¢ est de 'ordre de 10%. La seule
longuenr matérielle schématisée par un segment réduit 4 un point
est celie de étalon. '

L'imprécision du  processus expérimental a i{rois causes
principales : 'imprécision, pour ce qui est de sa longueur, de
I'objet & comparet, V'impréeision des insteuments et des techniques
de comparaison, et Uimprécision de ’étalon lui-méme. Les
techniques de comparsison s'améliorant et le champ d'investiga-
tion s'élargissant, il peut arriver que le troisiéme facteur devienne
prépondérant. I.'étalon est alors cadue et il faut en changer, ce qui
revient d garder I'oulil mathématigue, avee son dément métre,
mais d changer son ancroge sur le monde matériel,

C’est ainsi gue la situation décrite plus haut a succédé i une
autre, ou Pétalon était la barre de platine citée. Celle-ci mesurait
alors un métre exactement, et la rale du Krypion mesurail
{1.650.763,73}* (1  ¢) métre.

Remargues,

1 — Le choix des étalons a une importance économique et
scientifique telle gu’il est fixé par i loi. Ipso-facto, le choix des
dimensions fondamertales a un caraciére 1égal. Il ¥ a toutefois des
arrangements possibles dans ie modéle mathématique. Clest ainsi
que, s’ est iliégal de choisir comme étalon de force la force de
pesanteur qui s’exerce sur tel cylindre de platine, #l est tout a fait
permis d’appeler kilogramme-poids 'élément kgp = 8,81 Newlon,
avee Newton = 1000gms™%, et de signaler que la force en
question st schématisable par un intervalle ceniré sn kgp,
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2 ~ Le choix des unités est un probléme mathématique
distinct du probléme physique que constitue Je choix des étalons.
Venant aprés celuici, ¢’est-d-dire apreés ancrmage sur le monde
matériel, il utilise les éléments métre, gramme, etc... mis en scéne
par cet ancrage légal, mais il peut aussi atiliser des &léments fels
que kgp, défini ci-dessus 3 partir des éléments introduils par
ancrage, et qui sont d'aillewrs plus ou meins des souvenirs
d’ancrages abandonnés. En frovaillant dans le sysiéme MK_S qui
en découle, on utilise une base de dimensions fondamentales de D
diftérente de la base légale,

3 — R(L} étarit de dimension un, tout &lément sers de la
forme a-métre avec o scalaire sans dimension : o € R. Pour ¢ égal a
certaines puissances de 10 on définit le centimétre, le kilométre,

Pour terminer ce paragraphe sur les scalaires réels, disons que
F est un ensemble dont les éléments soant :

2.3 secondes, 4 métres, 10 ans, 6 km, Tms ™!, 8 {fonnes, 9
grammes par litre, 10 Newtons, 11 kgp, 15 francs, 3 francs
anciens, 1000 francs par mois, ete...

Deux éléments de A peuvent étre multipliés ou divisés entre

8ux :

(4 m) (s?) = 14,4 km/heure
mais ne peuvent étre ajoutés gue s'ils sont de méme dimension
physique © o
4 Newtons + 3kgp = 33.430gme 2
mais (20 ans + 32 denis) n'a pas de sens... mathématique.

Le physicien ne peut manquer de retrouver la son outil de
travail le plus familier. Il n'a strictement rien a changer i son
langage ei ses notations pour élre en parfait accord avec les canons
actuels de la pureté mathématique.

IV — L'ESPACE GEOMETRIQUE

En géométrie, théorie physique schematisant les aspecis
spatiaux de la matiére qui nous entoure, le physicien utilise les
concepts de peint, de droite, de plan, de parallélisme et d’orthoge-
nalité, de distance, de vecteur déplacement ou iranslation, etc..., et
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Pon sait que 12 structure mathématique ainsi créée pour schéma.
tiser le monde matériel est ce que le mathématicien appelle un
espace affine euclidien de dimension {roig, et 1'espace vectoriel
#8S0CI8,

A une différence prés toutefois : pour le physicien, la
distance de deux points ¢t la norme d’un pecteur déplecement sont
des scelgires de dimension physigue L, et non dea scoloires sans
dimension comme pour le mathémuticien.

Certes, cette différence est vite résorbée 81 on fait choix d’une
unité de longueur, mais on a vo que ke physicien ne se lafsse qu'en
apparence ligoter par ces choix arbitraires . il & Phabitude e? le
besoin de les relativiser pour obtenir un outil plus intrinséque. Il
nous faut dong, et c'est ’objet de ce paragraphe, adapter la
structure d’espace affine euclidien pour gu'elle corresponde & cet
outi} intrinségue,

Définition. Soit D une dimension physigues, Nous appelierons
espace vectoriei D-euclidien tout espace vegtoriel E doté d'un
D-produft scalgire, ¢ ’est-d-dire d une application

EX E — RD"

(0, ¢ - 0.V
bilinéaire, symétrigue et définie positive {> o si U et V sont non
nuls).

On remarque évidemment que si D = I on obtient un espace
vectoriel classique, et que 51 5 est un scalaire non nul de dimension

L, E%— U. ‘7 est um produit scalaire classigue.

Dans une telle structure on dit que deux vecteurs sont
orthogonoux, si leur produit scalaire est nul, et on définit la norme
du vecteur U comme étant le scalaire j|U), de dimension D, égal 2
(ﬁ.V]““ On aura done dans E des bases orthogonales, voire des
hases, que nous divons ortho —5 — normdées, orthogonales et dont
les vecteurs ont tous la méme norme § € R{D}" , mais évidem-
ment pas de normes égales § 1 si D n'est pos dpal d 1.

Béfinition. Soit D une dimension physique. Nous appelierons
espace affine D-euclidien tout espace affine {réel} & dont 'espace

toriet associé K est muni d’un D-produit scalaire.

La seule différence par rapport aux espaces affines classiques
est dvidemment que la distance de deux éléments A ot B {appelés
points) de £, qui est égale par définition 4 la norme du vecteur
AR, est un scalaire de dimension physique D.
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Le cas particutier ot 13 wercit lo dimension longueur L ef o8 £
sergit de dimension {mothématique} {trois nous fournit
édvidemment le modéle mathématique utilisé en géométrie
euclidienne. on y fera toute la géométrie élémentaire classique, on
y mesurera des longueurs, des aires, des volumes, qui seront des
scalaires de dimension physique L, L?, L’ comme il se doit, mais
on sapercevra vite de cerlaines Hmitations bien ennuyeuses pour le
physicien. Par exemple, de impossibilité de définir le produit
vectoriel dans ce cadre L-euclidien puisque la norme d'un tel
produit, égale au produit des normes multipiié par un sinus, serait
de dimension L* .

D'une facon générale, l¢ physicien ne trouvera pas plus la
totalité de ses vecteurs (vitesses, forces, etc...) dans notre E
L-euclidien qu'il ne les frouve dans les structures sans dimension
classiques.

Si donc 1'espace affine L-euclidien présente un intérét certain
en géométrie, il semble par aflleurs nécessaire 4™ agrandiz”™ son
eSpace vectoriel associé E pour lui faire contenir des vecteurs de
toute dimension physique, toul comme nous avons agrandi le
coms des scalaires R en le corps des scalaires physiques A. Ceci est
1*objet des paragraphes suivants, mais nous désirons faire
auparavant quelques

Remarques d propos des espaces affines

1 -~ Une définition irés vépandue consiste i se donner a priori
un espace vectoriel E, puis a définir ce qu’on appelie une stmucture
affine “sur E*,

Cet B posé a priori est maladroit et on peut 1'éviter, par
exemple en adoptant la :

Définition . On appelle espace affine tout ensemble & dote
de la structure définie por la donnée de
~ une relption déguivalence {dite d'éguipolience} R dans
EXE £XE
— une structure d’'espace vectoriel sur_ @
vérifiant les axiomes cidessous ou AB désigne la classe
d'équivalence de (A B)

(¥/a). (VB (Yo : BA=—AB ; AB + BC = AC ; M AM bijectif
dé f EXE X X

L'espace vectoriel B est dit associéa &,
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2 — Si on désire préciser la terminologie, ! fauf reprendre au
maximum eelle qui étqit en vigueur guant g passage du mathéma-
ticien moderne, 4 savoir : N

— pecteur librede € {jedishien :de & jpour Uc K

— weeteur li¢ de § pour (M,U)E £ XE

-~ chemp ¢ vecteurs powr une application (d*uane partie X)
de & dans E.

On remarguera que si le graphe dune*telle application est un
ensemble de vecteurs liés, sa valeur en un point Mde £ o3t un
vecteur libre. 11 en est ainsi par exemple pour le champ des vitesses
d'un corps matériel {X est alors la position oceupée par e gorps A
I'instant considéré).

3 - Enfin, et ceci est plus fondamental, s’il est veal que sur le
plan mathématique le chaoix d’une origine dans & permet de
Pidentifier 4 ¥, il reste que {oudil intrinséque utilisé en physique
classique pour schémaliser Pespace est Uespace affine €. 8i on
. essaje, comme certaing le pronent actuellerment en mathématique,
de nier la structure affine par choix arbitraire d’une origine et
d’enfermer i¢ physiciengéoméire dans la seule structiure vecto.
rielle, ceiui-ci 8'en dvadera par un processus déjd gnalysé en faisont
warier cette origine pour se refrouver dans son vérituble cadre
concepiuel.

L'atpument des observateurs mis en scéne par le physicien,
souvent utilisé pour prétendre que le physicien choisit une origine,
ne tient pas 2 U'observation : en physique classique leur rdle
infrinségue n’est pas de matérialiser une origine mais un repére au
sens cindmatique, ¢’est-a-dire un espace affine en mouvemnent par
rapport & un autre.

L'argument de la courbure de ’espace ou de espace-temps
de la physique non newionienine ne tient pas plus ;. outre e fait
gue nous ne parlons ici que de physique classique et donc de
géométrie euclidienne, il est bien évident que dans les généralisa-
tions invoquées fhomologue de notre espace offine £ X6, 06 T
est o droite affine des temps, serqg I variété 4 quatre dimensions
des éudnementis elie-méme, ol aucune arigine n'oc d étre choisie,
tandiz que les homologues de 'espace vectoriel B X R{T) seront les
espaces vectoriels tangents en chaque point {ou plutot événement)
de cette variété.
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I est toutefois certain, par aiffeurs, que si je mathématicien
ne désire pas plus enseigner la théorie physique que constitue la
géométrie euclidienne qu’il ne désire enseigner la dynamique,
abandonnée depuis longlemps agx seuls physiciens, ou Ia
cinématique, jetée depuis peu dans les oublieties de la pluridiscipli-
narité, il est seul juge pour décider 8’il a hbescin ou non des espaces
affines.

¥ - ESPACES VECTORIELS PHYSIQUES

1 --- Définition .

Nous désirons ici commencer 3 axiomatiser la structure
mathématique gu'utilise le physicien quand i manipule ses
vecteurs de toutes dimensions physiques @ vecteurs déplacemenis,
mais aussi vecteurs vitesse, force, moment magnétigue, moment
dynamique, stc...

La meillenre fagon de trouver tous ces vecteurs réunis dans
notre structure est encore de les ¥y metire & priori, d’oi e point B,
de la définition ci-dessous. Si par ailleurs on remarque que Je
physicien n'ajoute deux vecleums gue dans la mesure o ils ont
méme dimension physique, et ne se prive pas de muliiplier un
vecteur par un scalaire de dimension physigue quelconque, par
exemple pour obtenir Iz quantité de mouvement mV, on
s'explique la raison des poiniz B; et B,;. Quant aux régles qui
suivent ces points, elles ne font que iraduire des pratigques bien
Familiéres au physicien.

Définition. Nous appelierons espace vectoriel physique (réei)
tout ensemble £, dont les éléments seront appelés vecteurs et
notés U,V , ..., muni de la structure olgébrique définie par lo
donnde de B, , B;, By, vérifiont (i}, (i), (Hi), (jv) :

By — Une application surjective de E dans D
[qui done affecte & chacdue vectgur U de E une dimension
physique, que nous noternns (U} L'ensemble des vecteurs de
dimension physique D sera noté B{D). Aucun des (D} n’esi vide,
et £ est la réunion de fous ces E(D). Les vecteurs de dimension I
sont dits sans dimension

B: — Une loi de groupe corimutatif dans chaque E(D)

[cette loi est notée additivement, et son élément neutre est noté

o> 0u 08Il 6’y & aucune ambiguité}
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AX E—E
(a, ﬁ}l—-——-rdﬁ

B, — Une ioi de composition externe
[appelée produit par un scalaire],

{j) — Le produit vérifie 'équation oux dimensions ;

D@y = Did) D(U}

(i3 — 1 est associatif - ATy = @d)0 (= dd'Dh

(i) — 11 est distributif por rapport d Vaddition dans chaque
E(D} et dans chague R{D).

wm— G 10 =0

Deusx vecteurs U et V sont dits paralidies &'ils sont lindaire-
ment dépendarnis, ¢'est-d-dire 8% exisie deux scalzires phygigues A
et j tels guelonait XU =p V (X et u non nuls simultanément).

Commenigires :

On remarquera lanalogie avec }’axloma‘thue des espaces
vectoriels classiques. On pourtait dire que £ est un espace vectoriel
sur le corps physique A, et on pourrait évidemment définir des
espaces veetoriels sur un corps physique quelcongue.

Dans le cas particulier ol D ne contlendrait que 'édlément
neutre I, R serait identique i R, £ ne rontiendrait que les vecteurs
sans dimension, of la structure ci-dessus serait eelle d™un espace
vectoriel classique :

La structure d’espace vectoriel physique géndralise celie
d’espace vectoriel. :

Enfin, on prendrs garde gue nous n'avens pour linstant
introduit que in structire veclorieile, celle gui nous permet par
exemple d’écrire

%'wm-a-{ avec i"{éﬁmw“z) meRM) , VEEET™Y) |, t€RT)

11 conviendra de compiéier ultérieurement cette structure
pour pouvoir y faire des produits scalaires {(pour les puissances par
exemnple} ef vectoriels {pour les moments de force). Ce sera 'objet
du paragraphe “Espaces vectoriels physiques euclidiens”, Pour
Finstant nous examinons quelgues :

2 - Premisres pmpnetes des espaces pvestoriele phvsigues
{iE. VL)
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On vérifiera aisément les propriétés ci-dessons :

a} — Tout B(D) muni de sa loi de groupe et de la loi externe
R X E(D) — ED}
(k,U) - kU
obienue par restriction de celle de E, est un espace vectoriel réel
(Rd) = R).
b} — Quels que soient D €D ef d non nul dans R, l'application
E(D} — E{(D(d} D)
T — d

£ un w%morphisme d'espace vectoriel (d'inverse Papplication
g1 |
Deux quelconques des E(D) peuvent ainsi étre mis en
correspondance, dune infinité de facons (isomorphismes non
canotiquesi. D'ou @

¢}—8i un des E(DD} est de dimension finie n, ftous sont de
dimension n !

Nous dirons alors que £ est de dimengion (mathématique)
finie n. Nows nous limiterons dans la suite aux EB.V.P, de
dimension finie, encore que lintroduction du concept de
dimension physigue ne pose bien sfir aucun probiéme spécifique
dans le cas de ia dimensgion mathématique infinie,

d) — 8i un systéme d'unités 15 (D), De D a été choisi dans A,
pour tout couple (D, D) deux des isomorphismes de E(D'}
sur E(I)) se trouvent privilégiés, & savoir ¢
1/ — L'application U = s (DD
9f — Lapplication U r—e § (D)3 (') O

Si le uystéme est cohérent, ces deux isomorphismes
coincident ef, en les notant {D.D), ona
iDD) - (DODY) = {D,D7)

{1} On fera stfandisn Jue o mot “dinension” st uiilisé dung deux sens différents quien
auenn cas ne W véduisent un 8 Pautes.
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e) — Soit D, € D, choisi quelconque. On a ;
£~ 10i10=48,de A, 8 ED_ )
et donc : £ est engendré por un guelcongue des E(D).

Cette derniére propriétd est assex parfante et sera utilisée par
la suite, Le physicien sait d’ailleurs depuis longtemps qu'it obtient
n’importe quel vecteuy, force, moment magnétique, champ
électrique en un point, etc..., en multipliant un vecteur déplace-
ment U (12, == L) par un scalaire d ayant une dimension physique
convenahle, ¢f qu'il obtient ainsi un vecteur ail paratiéle & U et
donc dont la direction et le sens sont des caractéristiques géomé.
mques,

3 — Sous-espaces vectorigls physiques
Cette notion peut étre développée dans deux directions
{inclusif) ;
a — Diminuer le nombre de dimensions physigues

8i D est un sous-groupe de N, par exemple le sous-groupe

urka?3 ,gimensions cinématicques, les restrictions des lois de A &
= (3¢

A = g'fﬁ R{D) en font un sous-corps physique de R, et la
restriction des lois d’un E.V.P, £ = Dg‘b E(D) a

[_Edémt Dgfﬁ F(D) le dote d’une structure ’E.V.P. sur # .

Ce point de vue n'est pas intéressant, dans ila mesure o, cela
peut élre montré, tout §. V.P. (réel) dont le groupe des dimensions
physiques est D C D peut éire. canoniquement “élurgi”’ en un
E V.P, dont le groupe est 7). Cetle propriété justifie que nous
fassions tout cet exposé en n'envisageant gu'un groupe de
dimensions physiques, ‘D (le plus gros). Nous n’tudierons done
pas ce type de sous EV.P.

b — Diminuer ie nombre de dimensions mathématiques

Soit £ = b UT’ E(D) un E.V.P. réel, D_ un élément de 9, et
Fun snus-esp&cee vectorisl de E{D_}. L ensemble

FUL (G 0=q,decr,tcF!
muni des lois obtenues pa'r restriction de celles de £ est un E V.P,
inclus dans £ . C'est par définition un sous E¥.P. de £, Dn a
évidemment : )
FD) =10 1T=a% , dSR@ DY), FeFI =EOINF
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Par exemple, si D, =L et si F est un plan de Pespace
yectoriel des vecteurs déplacement (dimension L), alors F est
P'ensemble des vecteurs force, sccélération, moment magnétigue,
ete..., paralieles & ce plan.

On pourra vérifier qu'une partic F de PEV.P. E est un
sous-#.V.P. si et seulement 8 elle est stable pour la multiplication
par un scalaire et telle gque chegue F(D) def gy E(D) soit stable
pour laddition,

Llintersection de deux sous-E VP, pst un sous-E.V.P.

Les notions de sous-E.V P. engendré par une partie de £ et de
sous-B.V P, supplémentaires s'infroduisent comme pour les espaces
vectoriels elassiques, ef se raménent d’ailleurs 4 ces cas classiques
en utilisant ia propriété e ci-dessus.

4 ~ Applications finéaires
a} — Définition

Soit £ et F deux E. V.P. réels. Une application f de £ dans F
est dite Hnéaire 5i elle vérifie :

® YTen WVen: pd=p@=110 + V=10 + 1)
fce qui impligue que f{ﬁ) et 1(V) ont méme dimension physique)
G (YUef) Vee R : fAt) = af (D)

b) — Quelques propriétés

@ -8 D = {1, alors £ et F sont des B.V. et T est une
application linéaire classique.

@) ~si d,.d,, ﬁ1 etﬁ, sont teis gue
D U))=Did; 62),011&:

f(d U, +d; Us) = & £40,) + da £(U)
~ E atant engendré par un E{D)) donné (cf. 2-e}, toute

application linézire { de £ dans F est caraciérisde par s restric-
tion a2 un E{D) donne, laguelle est une wgpplication linéaire
classique de cel espace vectoriel E{3) dens un des espaces
vectoriels F{D' ) de F .

@ —L'indice D' de cet F(D'} qui contient (E(n)) ne
dépentd que de D. Nous le noterons t{D]L.On al done :

(VD) b (xB)) = ey
L'équation aux dimensions de 12 relation (ii) ci-dessus s’écrit :

(Vo YD 1ip@p i = p@1ip@)
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d’ol on déduit, en considérant des U sany dimension :
(VD) £{D) = D[]
Une epplication linéaire I transforme done un pecteur de £ de

dimension D en un vecteur de F de dimension DE[1]: elle
multiplie la dimension par £ {1].

Nous noterons dorépavant D(f} la dimension f[I] et nous
I'sppelierons dimension physigue de |’application f.

@ — Des propriéiés @ et @ résulte immédiatement la
généralisation des propriéiés classiques des applications linéaires
d'espaces vectoriels. En particulier :

- L'image ¥{£) est un sous-E.V.P.de F

— Le noyau Ker f= ' ({0, DED] } est un sous- KV P.
de £ '
— imi{E} = dim (f(E )) + dim (Ker{f])

— L’application réciprogue d’une application linéaire, quand
elle existe, est linéaire.

¢} — somorphismes

Nous dirons que Uapplication linégire f définie ci-dessus est
un isomorphisme de E sur F si elig est inversible et si slle conserve
la dimension physique, ¢'est-d-dire si sqa dimension D(f) est égale 4
I,

5 en sera en particulier ainsi si sa mestriction 4 K{l} est un
isomaorphisme de cet espace vectoriel sur F(I).

Deux E.V.P. ne peuvent &tre isomorphes que s'ils ont méme
dimension mathématigue, et ils le sont alors d’une infinité de
fagons.

d} — L’espace vectoriel physigue L (E, F)

Soit £ et F deux E.V.P, réels. Notant L{D} Pensemble dges
applications linéaires de £ dans £ de dimension D, et £ 1a réunion
des L(D), on définii la somme de deux éléments de L(D) par la
relation a - . -

NVTes): ¢+e0)=10) + gD
etle produitdedE R 7 pax i€ L par la refation
Ve : wnd = aud)

On vérifie que muni de ces lois, au demeurant tout & fait
classiques, l'ensemble L des applications linéaires de £ dans F,
encore noté L (E, F), est un E.V.P. réel
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B — Aligeébre linéaire et mullilinéaire

il n'est pas question de réécrire ici tout ce chapitre des
mathématiques dans le détail. Mais on peut prévoir des extensions
immédiates des notions classigues dans le cadre de nos E.V.P, Par
exemple :

a) — Aprés avoir remarqué que A est un E.V.P. sur lui-méme
{de dimension un), on définira le dual d'vn E.V.P. E comme dtant
PE VP E*=1 (ER).

8i U#* est un élément de £* de dimension D, Ia restriction a
Bty de U* est un élément du dual (classique) E(D!)* de
B(D1), ce qui met en évidence l'existence d’un isomorphisme
canonigue enfre E* (D) et (D )*,

b) — L'ensemnble C (E,F ;H) des appiicetions bilinéeires de
EXx FdansH oG E,. FetHeont trobEVP estunE VP

Pour établir ce point on procédera comme pour les
applications linéaires et on exhibers en particulier, pour toute
application bilinéaire f, un f{I3; B, ] égal 4 D, D), f1,1]

¢) —L'EV.P. £ ® F produit tensoriel de deux EXVP. £ et F
sera formellement défini, exactement comme dans le cas classique,
par factorisation des applications bilinéaires sur E X F

Pour tout E.V.P. &, D'isomorphisme entre £ (EF#) el
L(Fe FH) seraentendu au sens des structures ¢’E.V.P., ce qui
entraine gque le produit tensoriel de denx vecteurs verifiera
I’équation aux dimensions :

p( @ V3 = @) o

6 - Bases et orfentalion

Soit ;ﬁ,s , i=1, ... p une famille finie cl’éiémen»g.s d'un
EVP. £E. 8 les p scalaires A, zont telg que DDLU, soit
indépendant de i, la combinaison linésire ¥, A; T, 2 un sens.

Utilisant ces combinaisons linéaires, on définira, exactement
comme potir les espaces vectoriels classiques, les familles libres ou
génératrices ot les basen de 'EVP. £,

On vérifiera aisément, eh utilisant en particulier la propriété
2.8, gue toute famille d’&éments d’un des espaces vectoriels E(D}

qui est, au sens classique, une famille libre ou géneratrice ou une
base de cet espaece vectoriel, Pest aussi pour £ .
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Plus généralement, a toute famille 36# de £ on peut, aprés
choix d’une dimension D, et d'un systéme d'unités
16 (D)} De D} quelconque, astocier la famille d'dléments de

E(D, ) constituée des vecteuss i [81) { ﬁi qui sera libre, génératrice

ou base dans 'espace vectoriel E(D, i si et seulement si la premidre
I’est dans £ .

Les bages d'un BE.V.P. de dimension n seront donc constltuees
de n vecteurs. S:% s est une de ces hases, etsil = E U. e, alors

P Vi
U, a pour dimension physique D{ff)D(ei) L8 t:ous Ies vecteurs de
Ia base ont méme dimension D, alors toutes les composantes
d'un vecteur ont méme dlmens:on, et celte dimension est eelle
du vecteur hii-méme si DD, est égat a I

En physdique, ot les composantes d'un vecteur sont souvent
congidérées comme étant de méme dimension que le vecteur lui-
méme, on utilise beaucoup de telles bases constituées de vecteurs
sans dimension.

Le calcul maetriciel s’adapte sans autre changement que
quelques considérations sur les dimensions des coefficients
familiéres au physicien. A titre d’exemple, si (f;;) est Ia matrice
dans une base |81 d’une application linéaire de £ dans lui-méme f,
ona .

t#) = £ £, & et donc D DE) = Dify) D(E)

Le coeff:clent fiy & domc pour dimension physique
D D{EH B(") 1 et le déterminant de f a pour dimension
fR(n".

L'orientation d’un E.V.P. peut &tre abordée directement,
comme on le fait pour un E.V. Ne désirant pas nous engager dans
Pétude des déterminants, nous procéderons sufrement.

On peut remarquer que &i chacun des E.V. (D)) est orienté,
fe fait pour les isomorphismes i {D, I¥)} du paragraphe 2-d d’étre
ou non tous positifs est indépendant du systéme d’unités cohérent
choisi.

Nous dirons que £ est orienté si chague E(1) Pest of si les
isomorphismes i{D,D°) sont tous positifs.

On vérifiera que 'on peul orienter £ en orientant un quel-
conque, B (Do}, de ses E(D) et en transportant cette orientation
sur les autres grace aux {D,Do), et qu'il n’y a que deux orien:
tations possibles pour £ .
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Une base de £ sera dite positive si ses vecteurs sont paraliéles
4 ceux d’une base positive dun des B(D}) et de méme sens, et
négative dans le cas contraire. Changer Porientation de £ chanpe
les bases positives en les bases négatives et inversement.

VI — ESPACE VECTORIEL PHYSIQUE EUCLIDIEN

1 — Définition
Nous gappelierons espace vectoriel physique euclidien

{E.V.P.E) sur R tout EV.P. gur R muni d'un produit scaiagire,
c’'est-d-dire d une application

EX E— R
G, — d.¥

bilindaire, symélrique, définie positive {¢’est-a-dire U.0ecat ot
U.0=040 = 0) ef wérifiant en oulre I'éguation aux dimen-
gions ;
@ WOy pd. ¥ =pdh o
Remarques

1 - Touie forme bilindaire { vérifie une équation aux dimen-
sions de la forme :

O Y D@1 = 1Ly pdn
ol f[I, 1] est un éiément de D ne dépendant que de f. Op peut
done remplacer dans I'axiome (i) (V/ ) (VV) par
(4 0) ¢ V) (axiome plus faible).

2.8 T = [} on obtient un espace wectoriel euclidien
classigue.

2 -~ Norme, orthogonalité, hases
a)-~De (T . U) = (b (T0)]? et de T . U > 0 on déduit 'existence
pour tout U d'un réel positif de dimension D {ﬁ), notéd | Ul et
appelé norme de U, tel que on ait U. U= || U §°.

Un vecteur et sa norme ont donc méme dimension physique,

Dans chaque E(D), Ja norme vérifie les mémes inégalites dites
du triangle que dans le cas ¢'E.V. classiques,

b} — Deux vecteurs U et ¥ de F seront dits orthogonaux st leur

produit scalaire est nul. On en déduira les développements tout 4
fait classiques sur les sous-E. V. P, orthogonanx...
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¢) ~Une base B = }&} de 'E.V.PE. F sera dite orthogonale si
ses éléments sont deux a deux orthogonaux, ¢’est-d<lire si :
(i#) = (&.&§=0)

Elle sera dite ortho-8-normée, oll § est un réel physique siricte-
ment positif, si elle est orthogonale et si tous ses élémenis ont
pour norme §, c'est-d-dive 5l © s

(Vi (VD € . & = &y 8% avec by = {?:i;m;
(ce qui implique que B est homogéne de dimension D(8) 1.

Enfin, elle sera dite orthonormée si elle est orthe-1-normée,
c’est-a<dire sl elle a3t une base orthonormée de espace vectoriel
euclidien classique E{I) (muni de ia restriction du praduit scalaire
de £},

Dans une buse ortho-§-normée on a @
.9 = (;:;j U Vi) 67
et dans une base orthononmée on a !
g.V= % uw

iy
(en désignant par U' et V? les composantes de l.j ot ‘_f respective-
ment). '

3 ~- Algébre lindaire euciidieanne
D'une fagon générale, on retrouvers formellement tous les
développements classiques, avec en gufre quelgues considérations
sur les dimensions phvsigues, Citons par exemple :
a} — L'application £ {U) :
E s R
~ -+ g 4
V b J. V¥
est un Siément du dual £* de £, et Papplication f : e g (ﬁ) est
un isomorphisme canonique de £ sur son dusl qui pourra ftre
uitlisé pour doter E£¥* Jd'une structure euclidienne ou poux
identifier & £ .

b} ~ Ea dimension 3, le produit mixte (ﬁ, i}, ﬁ} sera une applica-
tion triiiné_gire de £ dans R, totalement antisymétrique,et égale & 1

x

sf lj, {} at W constifuent une base orthonormée pogitive,
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Quant au point vectoriel UA ¥, il sera deflm soit comme
image réciprogue par f de la forme hnemre ® - (U 7 W), soit
plus élémentairement par ia méthode *‘géométrique™ classique on
Iz relation

t‘fﬁfu NOH 1Viising  seraluedans A.

Y1 -~ CONCLUSIGN. L'ESPACE DU PHYSICIEN

La structure d’E.V.P.E. que nous venons de définir posseéde
toutes Jes pownbll;t,es calculatoires que le phy’sxc;en exploite en
manipulant ses vecteurs. 1 ne reste plus gu’d lui donner ks
dimension trois pour nous trouver dans *univers vectoriel classique
en physique, celui des mtesses des quantités de mouvements, des
puissances F? ,des forcesm g ou qV A B ,ete,..

Pour faire le lien sur le plan spatial avec le paragraphe IV, il
suffit de remarquer que la resiriction & E(L) & £ du produit
scalaire que nous venons de définir dans £ est pour I'espace
veetorie] E{L) un L-produit scalaire qu sens donné a cetie
expression au paragraphe IV. Le B(L} de £ jouers donc le rile du
E de ce paragraphe.

En définitive, Parsenal mathématigue du physicien classigue
comporte un groupe de dimensions 1y | le corps physique des
scaleires réels R, un espace uvectorie! physigue euclidien

E= n U‘D E(D), et deux espaces affines : 'un de dimension un,

G, dont espace vectoriel associé est R{T) {espace vectoriel des
durées) utilisé pour schématiser le temps, el Vautre de dimension
trois, b, dont Pespace vectoriel ussocié est le B(L) de £, uliliaé
pour schémutiser l'espace.

Nous avons donné ici une axiomatique de ces cutils, pour des
raisons déja annoncées. Nous indiguons en annexe une méthode de
construction gui est plus difficile sur 1o plan mathématigue, mais
qui est plus proche de la démarche du physicien. Cetie
construction privilégie un choix de dimensions fondamentales.

ANNEXE ; CONBTRUCTIONDE RETDE £
a — Lo physicien ayant fait choix des dimensions fondamentales L,
M, et T (nous nous restreignons pour simplifier an groupe des
dimensions mécaniques) est 4 ia téle de trois espaces vectoriels de
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dimension un sur R orientés : celui Ry des Jongueurs, celui Ry,
des masses, et celui R, des durées, sssociés 4 l'espace affine des
temps,

Notant R, R}, R} leurs-duals et ® le produit tensoriel,
nous posons pour tout (m,u,pic 2°

R, & ..&@R, (mfoig) sim> 0
o déf .
®& K, "= (R sim=§
RY®...®& R} (. m fois} sim< 0
r déf { P daf § -
@Ry, = o BRy = ¢... {définitions analogues)

.....

K (L™ M* T%) déf ®R,) ® @B,) ® BR,)

. = U YR N
et enfin : K n ) €20 K {(L®™ M® T™)

Chague K{D) est ur espace vectoriel de dimension un et donge
posséde une loi de groupe gque nonus prenons pour 1oi + . X vérifie
alom les axiomes A; et A; . Pour lol produit nous choisissons ie
produit tensoriel coniracié au maximum, gue nous rappelons
ei-dessous sur un exemple suffisamment explicite.

(<, > désigne la dualité entre R,, et son dual)

d=2L,@L®mO®m &m, ®tf € K(L W T!)
d=5L® o} ®mf &} € K(LM271)

a =<mim ><mim>L®LE®LOm @ tF@LFEKL> MT™Y
Cette loi produit vérifie (ii) et (iii) et se confond aver la loi
externe dans K (D'} side R = K{L° M“ T letd € K (D)
Si A est un élément non nul de R, et si | désigne la
composante sur la base [xidel€ Ry, ,ona
1,8, = L L, A®@x =1 ® I
d'oll on déduit aisément que le produit est commutatif,

Enfin, 4 tout A non nul dans R, om peut asocier 1'élément
i, (A} de R qui associe dtoutl € R, sa composante T sur Ia base

EM
On a en particulier :

(VreR, —10)) <f(M)A>=1

qui montre gue touf A non nui admet pour inverse £, (A).
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On en déduit aisément que tout #lément de K’ non nul admet
un inverse, apres avoir remarqué que £, est bijective de R _ 3 0
sur R"‘ - [0!

Par exemple :

LWeLem ey =1 )6, Lefy MYeL®

Nous avons donc doté K dune structure de corps physique
sur 9.

Ce corps physiqgue o 88 construit d leide des espoces
vectoriels de dimension un sur R, By , Ry ¢f Ry. Nous le noferons

R @R @ Bo

On a évidemment :
KLY=Rp,K{M} = By , KiT} = Rp et K{(J} = B

notre K n’est autre que B avec choix d'une base privilégiée dans
€.

b - Lorsque V'espace affine euclidien £, dont la distance est a
valeurs dans R., a2 été choisi pour schématiser 1'espace, le physi-
cien dispose en oulre de I’espace vectoriel K associé & &, lequel est
Leeuclidien.

Posant :
E{L™ M" T®) K(L™ M T") ®E et E_Dg E(L)

of choisissant en particulier comme produit dU avec dE R et

& E, l¢ produit tensoriel d®U contracté an maximum, on
vérifie sisément gque £ est un B.V.P,, et que E(L} = E. II suffit
alore d’étendre & £ le produit scalaire de E pour en faire un
EV.PE.

def
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