Un exemple de modéle mathématique
dans un probléme de sciences sociales
par L. MANGENEY, Paris

I Imtroduction

En recherchant des applications des mathématiques dans
d’autres disciplines, je me suis intéressée A une élude faite par un
économiste américain, K. Arrow (Prix Nobel 1973) et concernant
un probléme d’ordre social.

La formulation du probléme et sa résolution mathématigue
sont trés bien exposées dans le livie “Games and decisions” de
“Luce &t Haelfa”,

Ce qui sult en est un résumé. Outre intérdt intrinséque du
probiéme, cefte étude mathématique a l'avaniage d'8ire assez
simple pour éire présentée i des éléves de seconde : ce que j'ai fait
T'arr demier. Les €léves se sont intéressés an probléme, mais ¢'était
en fin d’année et nous n’avons pas eu le temps de approfondir.

Pour situer le probléme, considérons 1'exemple suivant : une
famille de quaire personnes, le pére, s mére, le fils, la fille, doit
toucher 10 000 F tous les ans pendant trois ans. Hs envisagent
d’acheter un bateau {prix 10 080 F), une voiture {prix 10 000 F)
et des meubles (prix 16 000 F), mais ils ne savent pas dans quel
ordre. Chague membre de la famille classe ces objets dans un
certain ordre de préférence. Le prabléme est de savoir quel va étre
le choix adopté par la famille compte tenu des préférences de
chacun.
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Omn peut se trouver, par exemple, dans e cas suivant @

Pére Mére Fils j Fille J
Meubles Meubles Voiture Voiture
Bateau Yoiture Bateau Bateau
Voiture Bateau Meubles Meubles

fce qui signifie que le pére préfére les meubles au bateau ef le
bateau a la voiture, ete ...}.

On dira gue le triplet (meubles, bateau, voiture} est “un
choix ordonné™, le triplet (voiture, bateau, meubles) en est un
autre.

L'ensemble des quatre choix ordonnés ci-dessus forme “un
profii de choix ordonrés” ou “‘profil de préférence de la famille”.

Chaque individu a six fagons différentes d'exprimer son
“choix ordonné™ . Il y a done en tout 6* profils de choix ordon-
nés possibles, Il peut étre intéressant de décider, avant que chague
mdividuy ait fait son choix, quel sera, pour chacun de¢ ces profils, le
choix ordonné correspondant de la famille.

La régle qui permet d’associer, & chague profil de préférence,
un choix ordonné pour Ia famille, constitite en guelque sorte une
“constitution” pour la famille,

Sur l'exemple ci-dessus, on voit qu’il n'est pas facile de
prévoir quel doit étre le choix de la famille pour respecter au
mieux les voeux de ehacun de ses membres.

A ce type de probiéme, Arrow 2 donné la formulation mathé-
matique qui suib, 1 y a d’ailleurs plus d'un siécle que Condorcet
¢+ s'est penché sur les probiémes de décisions obtenues par vote,
mais les fravaux qu'il y a consacrés sont passés inapergus.

II Définitions

Cansidérons une société composée de deux individus 1 e 2,
Supposons que chacun d'eux soit placé devani deux alfernatives
possibles x et y : un individu peut préférer x a4 y ou préférer y & x,
o1 encore n'avoir aucune préférence entre x ef v. Le premier cas, x

{*} Vuir, par exemple, Varticle de Christian CORNE Y4 cfivitds Bocio-Mothéma tigues™.
Trodvidnse Séminaire GALION, publié par la CEING, 1973 (NDLR )
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préféré 4 y, est désigné par R, , le deuxiéme cas, v préféré 4 x, est
désigné par R, et le troisiéme cas {aucune préférence entre x of y)
est désigné par R. . On deriva :

S‘ R; x‘f"‘ en mettant en premiére Hgne
v i y Valternative préférée

B, est un choix ordonné, de méme K, ot R4,

Etant donné deux alternatives x et v, il v a seulement {rois
choix ordonnés possibles : Ry, B ou R; . R ~ 3R,,R;,R3
est Pensemble de ces choix. 11 est intéressant, pour notre société a
deux individus, de connaiire le choix de Pindividu 1 (R, par
-exemple) et le choix de Dindividu 2 (R, par exemple) ; on résu-
mera ces choix en disant que “le profil de préférence” de cette
société est ’ensemble ordonné (R, R, ).

{(R:. Ri) est un élément de R X A et chague élément de
R XR représente un profil de préférence possible powr une
société 4 deux individus, Pour une telle société, il y a évidemment
plusieurs profils de préférence possibles, par exemple (R, , R,),
(R:,R,)etc ...

Résumons ci-dessous toutes les possibilités, la colonne 1
comespondant ay choix de l'individu 1, la colonne 2 au choix de
lindividu 2.

1 2PF | K| ¥ | K La troisiéme colonne F,
B, [ R ER [ R, | R | R, permet d'associer, 4 chaque élé.
ment de R XK, on élément

R, jR. B | Ry | R RS de R . On peut dive que 'on a
Ry I R: IR, |R, | R, | R, défini une sorte de “constitu-
R: [R.§ R, R, | R: | R, tion _de. 14 p&{tite sociéta™,
NIRRT AN constitution gui permet, par
2 ? i ! : 1 exemple, de déeider que si 1'in-

Ry | Ry R, | Ry | Rz | Ry dividu 1 préfére y 4 x (R;) et
R: | RMER, IR | Ry | B, | . Uindividu 2 n's pas de préfé-
refice (R}, alors le cholx de la

Rg R; R: R; Kg Rg

sociéte sera {R, ).
Rii R R Ry [ R | By

I ot iy
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La ecolonne F, représente un autre proeddé possible pour
passer dos goiits des individus au choix de la sociétd.

Ce procédé peut étre considéré comme “‘de droit divin™
puisque le choix de la société est toujours B, ; il ne dépend pas du
choix des individus.

Dans la colonne ¥, , le choix de la société dépend seulement
du choix de Pindividu 1 et non de celui de Pindivide 2, on peut
dire que la colonne F: correspond 3 une “constitution dicta-
torigle™.

Quant a la colonne F;, elle correspond i une constitution un
peu spéciale, puisqu’slle ménerait la sociéle a adopter, dans chaque
vas, un choix qul n'est celui d’aueun des deux individus ; néan-
moinsé c’est une constitution possible.

Dans chaque cas, 1a colonne F; (F, . F,, ¥; ou F, ) permet de

définir une application de R X R vers 1. 1l ¥y a beancoup
dautres applications de B X R vers L ; il ¥ en a exactement
3° = 19683. La plupart de ces applications, telle F,, corres-
pondent a des *“‘constitutions” plutdt déraisonnables et injustes,

Le probléme est le suivant : qu’entend-on par “‘constitution
juste et raisonnable” ? On appellera “application juste, une
application qui définit une telle constitution.

On peui attendre, par exemple, d’une honne constitution,
que si tous les individus ont la méme préférence, elle fasse adopler
4 la soriété cette préférence commune, Cela implique qu’au couple
{R,, R,}. Vapplication associe R,, ce que !'on noters
{R,,R; )R, . De méme il faut (R;,R; )R, et{R,, R; }R;.

ie nombre des applications de R X R vers R satisfaisant a
ces conditions est alors 3% . Il ne paraft pas non plis reisonnable et
juste qu'a {R,, R;) on associe R,, comme dans F, par exemple,

On comprend done que par des conditions raisonnables, telles
que celles-ci, on élimine certaines applications de la eatégorie des
“applications justeg”. On reviendra plus loin sur ce point.

Considérons mainienant une société de {rois personnes,
chague individu étant placé devant trois alternatives x , v, 2z . A est
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I'ensemnble des alternatives : A = | x,¥,z! . Pour chaque individu,
les diverses aititudes possibles peuvent &fre :

Ri {R; [Ry jRse [Rs [R; {Ry |Ra [Ro jRyp | By Ry | Ry

X | % ¥ b4 z z % ¥ zZ iK-¥|X-2i¥-2 |x¥2Z
¥y |z x % 4 ¥ ly-zix-zlx-¥iz y X
z | ¥ z b3 ¥ %

Par exemple, i R, résume e choix d’un individu, cela signifie
que cet individu préfére v dlafois & x et 2 el qwil n’a pas de
préférence entre x et .

L'ensemble des choix individuels possibles est

= 3R|,R;,R3,....,Rm!

8i, dans cette sociétd a trois personnes, 'individu 1 préfére v
4 x et x & z, I'individu 2 préfére ¥y 4 x et ¥ 4 z et n'a
aucune préférence entre x et 2 et si Pindividu 3 préfére x 4 =
et 2z A v, on résumera la sitbation en écrivant gue le modaéle de
préférence est (R, Rg, R: ). Une application Fde L X3t X R vers
M peut done étre interprétée comme un procédé pour passer des
préférences individuelles a la préférence sociale.

Il Formulation générale du probléme

Au fur et 3 mesure que le nombre des alternatives et des
individus amgmente, il devient de plus en plus difficile de metire en
évidence tous les choix possibles pour un individu,

Clest pourquei i1 est utile d'introduire la terminologie sui-
vante
1) A = 1%, ¥, ...,z | est 'ensemble des alternatives ;

2) Les individus de la sociéld sont notés <1, 2, .., i, ..., n"
3} Etant donné un individu i et deux allematives u et v, trois
cas seulement soni possibles :

i préfére w a v,cequiestnoté u §;v,on

i préfére v a u,ce quiest noté v Fju, ouenfini n'a aucune
préférence, ce quiseranoté ul;v Si i nepréférepas v & u,on
éerira v T, u, c’est-idire que v T ;u est équivalent &

uﬁ‘iv ou ulv.

On a vu que, pour deux aliernatives, il y a @015 cholx ordon-
nés possibles et que pour trois alternatives il ¥ en a treize.
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En général, soit R = R, ,R,, .., Ry} Vensemble des choix
ordonnés possibles ; m dépend du nombre des alternatives.

Dans Ja société & n individus, la situation suivante : 1'indi-
vidu 1 a le “choix ordonné” R, , I’'individu 2 a le “choix ordonna’”
R., Pindividu j ale “choix ordonné” R;, I'individu n ale “choix
ordonné” R,, est représentée par Pensemble ordonné
{RBa, Rey ooy R R“} s cet ensemble est appeld “un modéle de
préférence” “un profil de choix ordonnés” de la société ; c’est
un lément de .‘Rn .

4) On appelle “application sociale” ou “constitution” une régle
qui associe a chaque “profil de choix ordonnés® {(c’est-adire a
chague élément de RP) un cheix ordormé pour la société elle-
méme. Si F est une telle application, on éerit

(R:,R;,..,Ry) > R

Il y a de nombreuses applications de R P vers R . Copendant,
si on interpréte ce probléme comrme un probléme social, il ¥ a
plusieurs conditions auxguelles une application doit satistaire
avant d’éire considérée comme accepiable, Ces conditions sont des
jugeraents de valeur subjectifs, mais it s’agit de les exprimer on
termes mathématiques. Ensuite, il s'agit de voir si ces conditions
permettent de définix, pour chague profil de choix ordonnés, un
choix ordonné pout la société, En effet, 'exemple suivant monire
un probléme pour lequel, étant donné une certaine contrainte, on
ne peut, pas trouver un chofx ordonné pour la société, satisfaisant a
cette contrainte,

Supposons gue la contrainte est la régle de “simple majorité”,
c'est-a-dire que la société doit préférer ““u & v© sl et seulement sl
une majorité 4'individus préfére u & v. Supposons gue la sociéléa
trois individus et qu'il ¥ a trois alternatives. Soit le profil de choix
suivant de la société ¢

RN
x y Z
y z X
z b y

Les individus 1 ot 3 “préférent x 4 v’ done, d’aprés la régle de
simple majorité, il faut que la société préfére x a y,c'est-adire
x Py ; les individus 1 ot 2 préférent y & z , donc il {aut que la
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société préfére y 4 2 les individos 2 o 8 préférent 2 & x donce
il fant que 1a société préfére z a x . On ne sait donc pas quel
choix de la société associer au profil (R, , R4, Rs) -

IV Etude de conditions

Le eas o it y a deux alternalives peut éire simplement
étudié. Dans la suite, nous allons nous intéresser a des situations
ou il ¥ & au moins trois alternatives.

1} Condition 1

a) Le nombre d’alternatives dans A est supérieur ou égal &
trois ;

b} A chaque profil possible est associé un choix ordonné
pour la société ;

¢) 1l v a au moins deux individus dans la sociéts,

2} Donnons un exemple pour introdairs la deuxidme solution.
Soit une société avant sxactement trois membres: il v a trois
éventualités =, ¥, 2. A= [x,¥, 2}. Considérons le profil de choix

ordonnés suivant : (8, , R, Ry ):

R, Ry Ru

X Xx-z K-y~-2
¥ ¥

%

et supposons que la constitution définie per une application ¥,
est telle que powr le profil (R, , R, , Ry ) la société préfére v @
Z . Soit maintenant le profil (Ry , By , Re)

Ru Rl} R’&
x-¥ X-Z y
z y X %

On remargue que 'on passe du profit (R, , Ry, , Ry ¥ 2u profil
{R, , Ry , Ra} en supposant que les individus 1 et 3 font monter
y d’un rang dans leur choix, x et 2 étant fixés. Il semble donc
raisonnable que Fo soit telle que si & (R, , Ry , Ru }, elle associe
un choix de la société ot v est préféréd a z, elle en fasse antant
pour le profil (Ry Ry Ra ).
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Il serait en effet étonnant que quand les membres d’une
société choisissent (R, , R, , Ry ), la société préfére v 4 z, ot
que quand ils choisissent (R, . R; , R, } 00 y est micux placé, la
soeiété ne préfére pas y i 2z . Clest cette idée gqu'exprime la
condition 2,

Caondition 2

St une application sociale est telle que x est préféré 3y pour
un profil donné de préférences individuelles, il doit en étre de
méme guand le profil est modifié de la maniére suivante :

a} les comparaisons deux A deux entre des alternafives autres
gue ¥ ne sent pas changées ;

b) chague comparaison entre y et une autre alternative
reste inchangée ou est modifiée en faveurde y .

3) Pour introduire la condition (3), considérons 'exemple
suivant : un individu recoit deux invités 4 diner ; il veut lowr servir
du thé ou du café, mais pas les deux 4 1a fois. Au lieu de demander
i chacun s'il préfére le café ou le thé, il leur demande de classer
des boissons dans un ordre de préférence.

Supposons que le “profil des préférences” des denx hdtes

soit -
ler invité 2éme invite
Café Thé
Biére Café
Lait Biére
Limeonade Lait
Chocolat Litnonade
Coca-Cola Coca-Cola
Thé Choeolat

L'individu pense alors qu’'il doit servir du café, les autres
boissons permettant d'apprécier les intensités relatives de prefe-
rence entre les deux boissons.
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Mais si le profil de préférences est le suivant :

ler invité 2éme invité
Biére Thé

Lait Biére

Caté Coeca-Cola
The Limonade
Limonade Chacolat
Chocolat Lait
Coca-Cola Cafe

it pense quil doit servir du thé, alors que, comme dans le profil
précédent, le premier invité place le café avant le thé et le deu-
xitme le thé avant le café,

On comprend le raisonnement de V’individu qui recoit, mais
te raisonnement se discute car le premier profil peut traduire ceed :
PVinvité 1 zime i peu prés toutes les boissons : café, biére, ... thé ;
tandis gue l'invité 2 adore le thé et déteste les autres : le cafd, la
biére, ste ... Cest-a-dire que I'introduction des boissons autres que
le thé et le café n'apporte pas de renseignements utiles et qu’il faut
agir comrme si les invités navaient classé que le café et le thé

1 2
Café Thé
Thé Café

et décider sans fenir compte des autres boissons. B! semble done
raisonnable d’impaser Ia condition suivante :

Condition 3

8i deux profils sont tels gue les préférences entre x ef y
sont les mémes dans les deux profils, Patiitude de la société devant
% et y doit dtre la méme dans les deux profils,

4) Condition 4

Pour chaque paire d’altematives x et y , il existe au moins
un profil de choix ordonnés tel que dans le choix ordomné corres-
pondant de a société x estpréféré & y .
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8i lz condition (4) n’était pas vérifide, i existerait une paire
d’altemnatives (X, y) telle que x ne soit pas préféré &4 y, quelles
que soient les préférences individueiles. La société imposerait done
le fait que x n'est pas préféré a y . Les citoyens n'exercersient
pas la souveraineté, et sur ce point au moins la souveraineté des
citoyens serait limitée.

B8} Condition &

Il n’y a pas d'individu tel que, chaque fois qu’il préfére xay
(¢t ceci pour tout couple {x.¥)) la société préfére aussi x a v, sans
tenir compte des préférences des anims individus.

On peut réunmer cette condition en disant qu'il n'’y a pas de
“dictateur™ qui impose son choix a la sociéts.

Le paradoze d’Arrow s'exprime alors ninsi : ¥ n'existe pas
d’application gui vérifie ces cing conditions ; on monatre plus
exactement que, si une gpplicetion satisfait aux conditions (1),
{2} et (3), elle est imposée (c'est-adire qu'elie ne vérifie pas 1a
condition {4}} ou bien elle est dictatorigle {v’est-d-dire qu’elie ne
vérifie pas la condition (8)}.

V Démonstration du paradoxe d’Arrow
1} Définition

Un sous-ensemble V d'individus est dit “‘décisif” pour une
paire d’alternatives (x,y) si, guand ehacun des ééments de V
prefére x a4 ¥y, la société adopte le méme choix pour x et y
sang tenir compie de Pavis des mermbyres qui ne sont pas dans V. En
d’autres termes, on peut dire que si V est décisif pour (x, y), V est

en guelque sorte upe coalition qui impose i la société le choix de
x avani celuide y, si c'est le choix de chacun des membres de V.

Définition : Un ensemble V est décisif pour (x, v) si, quand tous
les membres de V préférenl x & y , alors Ia société préfére x 2
y , quelles que soient les préférences des membres de la société
Qi n’appartiennent paz a V.,

On en déduit, grice 4 1a condition (2}, 1a propriété suivante ;
Propridee 1

V est déecisif pour ix, v) si ot seulement si la sociétéd préfére x
3 ¥ quand tous les membres de V préférent x ay et tous les autres
individus préférent v a x.
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En particulier, si V est décisif pour un couple (x,y), zon
complémentaire n’est pas déeisif pour ce méme couple.

2) Principe de Pareio

1’ensemble de tous les individus est décisif pour chaque paire
(x, ¥), cest-adire que si chague individu préfére x a v, la sociéte
aussi.

Cela se démontre 4 partir des conditions {2} el (4). En effet,
d’aprés la condition {4), il existe au moins un profil de préférences
individuelles pour lequel la société préfére x a y. Or, dans un profil
ol tous les individus préférent x 4 v, on a modifié le précédent en
faveur de x, donc, d’apzés la condition {2}, la société doit encore
placer x avant y.

3} Paradoxe d’Arrow

Introduisens la notion d’ensemble décisif minimum. V ést un
ensemble décisif minimum 8'il existe un couple (x, y} pour legquel
V est décisif et si aucun sousensemble strict de V nest décisif
PoUr aucun couple.

Un tel ensemble n'est pas vide, car son complémentaire,
Pensemble de tous les individus, ne serait pas décisif pour toute
paire (x, ¥).

Nous allons montrer gue V s& réduit & une seule personne et
que cette personne est décisive par rapport i tous les couples {x, ¥)
et par conséquent se comporte comme un dictatewr, contrairemert
a Iz condition b.

V n’étant pas vide, soit | un individu appartenasnt 4 V, W
V'ensemble des autres individus de V (W =V — | jf } et U ’en-
semble de tous les individus qui n'appartiennent pas 4 V. Puisque
la société a au moins deux individus, U et W ne sont pas fous les
deux vides.

Soit z une Broisidme alternative ; considérons le profil de
préférences suivant :

L)
LTy
e

o N =

By et M
L
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V= {jl U W et V est décisif pour le couple (X, v}, done la sociéié
prefére x A v, clest-adire x Py,

8i la société préférait » & ¥, W serail décisif pour le couple
{z, v}, mals comme W est un sous-ensemble de V, V ne serail pas
Vensembile décistf minimum.
Done, la société ne préfére pas 23y ,z P y.
Par transitivité, x Py et 2 P y implique x Pz .

Mais j est le seul qui préfére x 4 z,donc i} est décisif
pour le couple {x, 2} (propriété 1). Or }ji ne peut étre un sous-
ensemble sirict de V¥, car V est un ensemble décisif minimum,
donc {jl = V e par hypothése {j} est décisif aussi pour e
couple (x, ¥).

Done 1j1 est décisif pour les couples (x, v} et {x, 2) quel gue
soit 2z .

Boit une autre alternative w. Il reste i monirer que !j} est
décisif pour (w, z) et {w, x).

Supposons w # x . Soit le prefil :

b u

w 4
x w
F4 X

I¥'aprés le principe de Pareto, w P x, et puisque |j} est décisif pour
{x, 2}, x P z . Par transitivité, x P z et w P x implique w P 2. Scit
mainienant "autre profil

i v

w z
2 X
X w

1j1 etant déeisif pour (w, z}, w P 2 et 2 P x d’aprés le principe de
Pareto. Par transitivité, on en déduit wP x .

On a moniré que 1j1 est déeisif pour tous les couples, done
i est un dictateur.
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VI Conclusion

Nous venons donc de volr qu'une constitution gui satisfait
aux axiomes 1 i b est nécessairement “dictaioriale”.

Pour mettre sur pied une constitution pluz democratigue, il
faut dong modifier cet ensemble d'axiomes, ce qui réclame une
étude plus fouillée qui dépasse le cadre restreint de cet article.

Ce qu'l me parait important de souligner ici, c'est la
démarche adoptée : & partir d’une situation eoncréte de la vie
sociale, on élabore un modéle abstrait grice auquel un raisotne-
méent de nature “logique™ permet de tirer des conclusions dont les
conséquences pratiques n'échappent d personne.
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