Bulletin de 'APMEP n°293 - Avril 1974

3
INTERDISCIPLINARITE

Bachelard... et I'enseignement

des mathématiques
per HOURCADE (I.D.E.N., Sointes}

Opinion couramment exprimée : ['activité du mathématicien
est anelogue d celle de Penfant créant des mathématigues nouvelles
pour el (Cf, notamrsent Wheeler),

Poussons jusqu’au bout la ecomparaison et nous aboutissons
alors 4 la question : les obstacies rencontrés par 'enfant sont-ils de
méme nature gue ceux que renconize le mathématicien ? Il est
difficile de répondre a cetle question mais il est assez vurieux de
constater que les exemples d’obstacles évoqués ci-dessocus ont été
ressenitis de facon amalogue par des enfands, des adolescenis et
aussi par des adultes-enseignants en situation de “recyclage”™ ... Si
ce fait se confirmait, cela donnerait 4 penser gque Pépistémologie
génétique de Piaget, bien que trés utile pour iz formation de
Penseignant en mathématique, est cependant insuffisante pour
Pexplication des difficultés rencontrées (puisque les réactions
devant ces difficultés traversent les différents stades décrits par
Piaget et se retrouvent méme chez J'adulte sinon chez le
mathématicien chercheur). On en vient done tout natureliement 3
souhaiter, pour Venseignant, une é&tude des obstacles 4 ia
connaissance mathématique. Et 'on peut s*étonner alors que la
voie ouverte par Bachelard n’ait pas été exploitée dans 'enseigne-
ment des mathématiques. I est vrai gue c'est une voie difficile,
peu fréquentée ¢ que iz conciliation svec 'dpistémologie
piagétienne n’est pas toujours chase facile,
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On ne peut ici, daps le cadre d'un tel article, résumer {(sans la
-déformer et se ridiculiser) l'oeuvre de Bachelard concernant Ia
connaissance scientifigue ... On voudrait, toul simplement, en
extraire quelques idées et monirer en guoi épistémologe
bachelardienne peut étre utile i Venseignant de mathématiques
pour lui expliquer certaines difficultés et certaing blocages.

1— Lidée imporiante de rupiure entre la connoeissance
commune et ls connaissance scientifigue. Pour Bachelard, Ia
“scientificité’ se construit contre la connaissance commune et
aussi conire l'immeédiat, Dévident, Uintuitif {(nous ne nous
lancerons pas dans des considérations philosophiques pour
distinguer Vintuition de {’évidence, imitant en cela Bachelard qui
utilise souvent les dewx mots de fagon interchangeable).

2 —L'idée gue l'éducation est permanente, qu'elle nest
Jamais achevde mais towours continuée et 4 refaire. C'est la notion
capitale d’chstacle épistémologique qui constitye un aredt de la
connaissance ef sous lequel il faut passer, La connaissance
commune constitue le premier obsiacle amenant la premiére
repture, Mals, par la suite, il en nait d'autres. Si bien que la
connaissance ne peut procéder gue par ruptures successives ei par
“destruction’’ des obstacles épistémologiques.

Une des conséquences de cette idée est Ian prédominance
donnée & la ‘‘raison polémigue’ contre la *‘raison
architecionigue”. La science ne peut se constituer gu’en
“détruisant’” les constructions antérientes gui feront place aux
nouvelles (quine seront, de ce fait, que provisoires).

Une remargue : il serait trop fong de développer ici comment,
pour Bachelard, s¢ constitue une connaissance & parlir d’une
conngissance Jdéigé constituée. L’esprit ne peut pas faire “‘table
rase’, ¢’est donc dire que ce n'est jamais une destruction totale,
e’est pourgquoi nows utilisons le terme de destruction enire guille-
mets.

3 —idée corollaire de la précédente : In positivité de
“Verveur™. “Il n'y & pas de vérités premiéres, il n'y 5 que des
errenrs premiéres” éerit Bachelard. Le saveir ne se constitue qu'en
se rectifiant.
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On pourrait exposer d’autres kiées qui trouveraient ici leurs
applications, & saveir lz nécessité pour la science dune
probiématique, V'importance de 'abstraction dans la pensée scien-
tifique ete... Mais arrétons-nous sux trois idées énoncées eidessus
et voyons ce qu'elles donnent & on les confronte 4 Penseignement
des mathématiques (qu’ll s'agisse d’enfanis, d'adolescents ou
d’adultes).

AY De opposition enire conngissance commune el conngissance
muathématique :

Elle s’est trouvée confirmée par les atiaques ot les sarcasmes
{Cf, “Canard Enchainé”, “Science et Vie"} concernant la défini-
tion mathématique de la droite. 11 est un fait que la droiie
mathématique a vraiment peu de rapporis avec la droite de la
connalissance commune ... car :

— il existe plusicurs dreites mathématiques (en quatriéme :
la droite euclidienne et la droite affine) ;

— la droite n'est plus “droite™ (Cf. les exemples donnés par
les cormmentaires officiels) ;

-~ la “droite commune” sert de tremplin, d'aide a la
construction de la droite mathématique ...

Si bien que Paffirmation ironique du “Canard Enchainé”
décrétant qu'il faui déja éire bien savant pour savoir ce gqu’est une
droite semble éize une phrase du pur style bachelardien {mais en ia
prenani au mot ¢’est-a-dire en Stant toute P'ironie du propos). Les
attagques ge sont axées sur ceite définition de la droife, mais il
suraif pu en élre de méme pour tout concept mathématique
débordant sur la pensée commune.

B) Des obstacles épiziémologiques

Nous en citerons guelgues-uns.

a) L’intuition, Pévidence, le donné, l'immédiat... *Les
intuitions sont trés wiiles, elles servent & &tre détruites” écyit
Bachelard. On ressent le choc de cette idée contre kes coneceptions
de beaucoup de pédagogues et de mathématiciens. Car, pour la
plupart, les mathématiques doivent servir a confirmer 1'intuition.
Pourtant, certains ont, de lintuition et de I'évidence, une idée
voisine de celle de Bachelard :

~ dans un article assez ancien du Bulletin de I'A.P.M. gui
s'intitulait (si j’ai bonne mémolre ! ) “L'évolution récente de ia
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pédagogice des mathématigues”, Georges Glaeser derivait & peu prés
ceci 1 “Oe gui est épiden? est le plus soyvent foux' {Phrase gui
avait d ailleurs é1é trés contestée par M. Maurice Fréchet) ;

— dans un autre article intitulé : “I’aledbre lindaire dans les
mathématiques modernes”, Jean Dieudonné exprimait une idée
trés voisine.

Donnons quelqtes exemples nous permettant de dénoncer les
illusions de Pintuition et 'évidence !

«} Exemple donné par Wheeler,

“Mathématique & 1"¥cole élémentaire” @ on place deux points sur
un cercle et U'on trace le seprent qui les joint. Le disque se trouve,
de ce fait, partagé en deux régions. Un place un troisiéme point sur
le cercle et on trace tous les segments joignant ces points deux a
deux ; le disque est ainsi partagé en quatre régions ... ete ...

On pbtient ainsi ;

Nombredepoints |2 1 3| 4] 5 | 6
Nombrederégions |2 | 4 | 8 {16 |

Lintuition nous pousse & donner 32 régions pour 8 poinis, or on
peut constater gqu’il n'y en a gue 31 ¢4,

B} Exemple tiré d’un petit livre de Mme 8. Goyard-Fabre
(L’esprit des mathématiques).

Lauteur écrit » “La spontanéité de Uintisition est dangercuse
& rien ne vient la contréler ou endiguer™ of elle cite un exemple
de M. Boli : “Les étapes des Mathématigues™ : '

Soit un demi-cercle de diamétre AB = ZR ; on trace dans le demi-
disque des demi-cercles ayant
comme diamétre la moitié du
diaméira précédent et ainsi de
suite fvoir figure) ... Que devient
I longueur de Ia ligne constituée

A B parles demi-cercles ? ...

“Qui ne perserait, 4 premiére vue, qu ' mesure qgue leur diométre
diminue g somme des petites demi-circonférences ginsi fracées
tende vers lo droite AB 7" écrit Vauteur. Or cette longueur est
constante et égale 4 v R comme un calcul trés simple permet de le
verifier.

(*} Voir Pirticle e LECOQ, Bulletin APMEP n® 251, décembre 73. (VNDLR3
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¥ ) Exemple trés voisin du précédent.

Au cours d’une séance de recyclage ou 'on étudiait la géométrie
du télécran (jouet constitué d’un écran sur lequel on peut tracer
des traits selon deux directions orthogonales, ceci 4 1’aide de deux
boutons) ... Le probléme était le suivant : les traits AB et AC étant
tracés égaux i 1, la longueur BC mesure /2 ... Peut-on sur le
télécran se rapprocher de /2, autrement dit existe-t-il pour aller
de B en C un chemin plus court que BAC = 2 ?

Ve, .
A" 1l semblerait que la réponse fiit positive en essayant
T A des solutions telles que celle-ci :

B A

En réalité, il n’en est rien et la longueur de la ligne brisée est
toujours égale a 2 ... Pour en étre convaincu, il suffit de projeter
les différents petits segments sur AB et sur AC,

L’intuition 4 1’appui de la connaissance ou la connaissance se
constituant contre l'intuition ? Qu’en estil de ces deux concep-
tions dans la pratique de la classe ? (il s’agit, ici, d’observations
effectuées dans les classes correspondant a la scolarité obligatoire).

= On peut constater que lorsque “Pintuition est trompeuse™,
cela constitue un excitant pour l'esprit ... De li vient le succés,
auprés des éléves, des jeux et des paradoxes mathématiques qui
sont un défi a l'intuition (Cf. Notamment : Northrop : “Fantaisies
et paradoxes mathématiques”). De méme, 1'exemple ¥ ) ci-dessus
(télécran) peut contribuer 4 motiver une séance de “recyclage” sur
la netion de distance (voir plus loin).

— Au contraire, lorsque l’intuition se révéle exacte, elle
apparait a 1’éléve comme suffisante et il ne comprend pas la
nécessité de la doubler par le discours mathématique ... Se pose,
iei, le fameux probléme de la “motivation” de la démonstration
géométrique en classe de quatriéme : démontrer, 2 partir de
certaines propriétés choisies pour axiomes, d’autres propriétés
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{qui, pour lui, ne sont trop souvent pi plus ni moins évidentes que
les premiéres) est un exercice de peu d'intérét pour le jeune
adolescent ... Et ce ne sont pas des considérations pseudo-
philosophiques sur la notion de modéle et sur le rappori entre
modéle et situation qui V'exciteront davantage. Il semble 14 que
on soit beaucoup plus dans “’architectonigue” que dans ‘“‘le
polémique”’. Or, pour e¢xciter 'esprit de 1'éléve, la mathématique
devrait toujours étre une probiématique {Glaeser et Lehmann "oni
bien souligné dans leurs exposés & la Société Mathématigue de
France) ... c'est-ddire que faire des mathématiques devrait
signifier, pour 'enfant el P’adolescenti, se poser et résoudre des
problémes ... Comme Pécrit A, Revuz dans: “Mathémalique
moderne, mathématique vivanie", o mathémaijgue est action et
non contemplation (ni description, oserions-nous ajouter, étant
dommé 1"age des éléves qui nous intéressent} et il parle de Pagressi-
vité de la pensée d {'égard des probiémes 4 résoudre, retrouvant
ainsi un vocabulaire d consonances bachelardiennes {(CE. “une
certaine méchanceté de la raison™). Problématiser le programme
n'est pas, pour l'enseignant, chose toujours facile mais cela évite
cette question accablanie que peut poser I'éléve ; “ce que je fais,
cela sert d quoi ? ™ ...

b} Autre obstacle épistémologigue : les connaissances anté-
rleuves lorsqu’elles soni mal constitudes, fermées trop tot sur des
automatismes incompris ...

Exemple de test donné en quatridme et aussi & un groupe d’ensei-
gnants de ’école dlémentaire :

18re guestion : quaranie reuf s’écrit 49 en base dix ; 61 en base
huit, 61 {en hase huif} est-ii un nombye premier, est- un carréd ?
2éme question : vingt-un s'écrit 21 en base dix, 41 en base cing.
41 (base cing) est-il un nombre premier ? Quels sont ses divi-
seurs 7

Un bon pombre d’8ldves se sont irompés (presque foujours,
sux deux questions d’ailleurs) et il ¥ a eu beaucoup d'hésitations
chez certains enseignants ...

Ce qui prouve que le nombre est assimilé & son écriture en
base dix, el ce qui plaide en faveur de I'introduction de I'écriture
d'un nombre dans différentes bases trés £t dans I’enseignement
élémentaire.

Autre exemple : la notion de distance pour des adultes en
“yvecyclage” {voir plus loin).

N, s is BN
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¢) Troisiéme obstacle épistémologique : le vocabulaire :

~ On fait dire aux mots plus qu’ils ne veulent dire ...
Beaucoup de mots mathématiques sont des mofs importés du
langage courant. Mais le mot emporte avec Il tout un halo de
connotations qui varie d'un éléve i lautre. Clest ainsi que
Bachelard écrit : “Le vocabulaire doit éire désintuitionné, dégéo-
métrisé, psvohanalyss” . Nous avons v ce gu’il en était dans
Pexemple de la droite ... On pourrsit dire la méme chose du pian,
efe ... Ceri rejoint sur le plan du langage la premiére remarque
coneernant Vopposition enfre eonnaissancs commaene et connais-
sance mathématique, qui se traduil iei par opposition vocabulaire
courant et vocabulasire mathématique.

— Il en est de méme des définitions : il est frappant de
constater que 'enfant, 1’'adolescent (et méme 1'adulie} a beaucoup
de mal & se servir comrectement d’une définition. Ceei sembie
provenir du fait que, trop souvent, on tire une définition d’une
sitwation particuliére. Puis, chaque fois que D'on utilise cetle
définition, on 'utilise dans la situation dont elle est issue. Expli-
quons-nous sur un exemple plusieurs fob évoqué : il s'agit de la
définition de la distance. — On définit une distance sur la droite,
puis dans le plan, mais il s’agit toujours de la distance que d’sucuns
appellent naturelle, d’autres euclidienne. Aprés quoi, on donne la
définition d’une distance sur un ensemble E commme une applica-
tion de E? sur R vérifiant los axiomes de séparation, de symétrie
et Hinégalité triangulaire. Mais celie définition se trouve lide a la
seule image de la distance euclidienne, si bien que, pour 'éléve, il v
a une distance et une seule. La définition ne devrait venir qu’apres
ia “manipulation” de plusieurs distances (Cf. Document de Lyon
concernant la formation continue ou tome IT1 du cours de A P.M.
par A, et G, Revnz).

51, an niveau du premier cycle, cela semble impossible (faule
de temps ! ! ! ) on devrait alors, aprés la définition, utiliser cette
derniére pour montrer qu’il existe plusieurs distances (en séance de
travail dirigé, par exemple) ... It serait peut-8tre bon aussi d utiliser
catte notion de distance sous différentes formes. Nous voulons
dire, par 14, que, par exemple, le cercle étant défini & partir de la
distance, l'on pourrait construire les cercles comespondant a
différentes distances ... et se rendre comple que certains ne sont
pas “ronds”, -— L'idée qui devrail soustendre celle démarche
pédagogique, ¢’est qu's une situation donnée on peut faire corres-
pondre plusieurs modéles {ef ceci est la démarche méme des

273




Bulletin de TAPMEP n°293 - Avril 1974

commentaires officiels : modéle euclidien, modéle affine) ... Et
inversement, un modéle peut se réaliser dans plusieurs situations ...

d) Quatriéme obstacle : le verbalisme.

Pour Bachelard, un mot n’est pas un concept, De méme que
I’'absence du mot n’implique pas nécessairement celie du concept.
Ceci devrait étre médité par ceux qui veulent que “les mathéma-
tiques modernes’ ne soient que du vocabulaire. Le mot ne devrait
venir que si (et quand) on a besoin de lui, c'est-a-dire quand on
doit utiliser le concept correspondant. On n’aurait done que les
mots désignant les concepts utiles, ¢’est-d-dire servant souvent ...

e) Autre obstacle : les images,

On ne peut, ici, développer tout ce que Bachelard a dit sur les
images, sur ce que sont les bonnes images et les mauvaises ; “celles
qui poussent d une pensée autonome”,

Et pourtant une telle étude des images i la lumiére des
conceptions bachelardiennes serait certainement trés utile a
l'enseignant car la pédagogie est une grande consommatrice
d’images (et surtout la pédagogie des mathématiques).

Conclusion

Ce qui précéde ne méne pas bien loin mais cela permet de
poser un certain nombre de questions dont la réponse pourrait
aider (peut-étre ? ) le pédagogue dans la pratique de la classe :

1 — La notion d’obstacle, dans I’enseignement des mathématiques,
doit-elle se rattacher autant (davantage, moins) aux mathéma-
tiques et a leur épistémologie qu’a la psychologie du sujet ?
2—Quel réle doit jouer ‘‘I'intuition’ dans cet enseignement ?
dans le méme ordre d’idée, quel role doit jouer ’évidence ? ... Et
comment amener 'enfant (1'adolescent} i éprouver la nécessité de
“doubler’ I’évidence par le discours mathématique 7

3 — Quel role doivent jouer les images dans la pédagogic des
mathématiques ?

Et beaucoup d’autres questions encore, peut-8tre plus
essentielles (mais que nous ne pouvons développer), notamment :
— Que peuvent donner, en mathématiques, les idées impliquées
dans la “philosophie du non™ ?

— Comment appliquer & chaque concept mathématique la notion
de ‘‘profil épistémologique™ ? etc ... etc ...
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On a, bien siir, donné des réponses 4 certaines de ces
tjuestions, mais trés souvent dans ume perspective uniquement
psychologique. Peut-étre pourrait-on (ré) examiner ces questions
et ces réponses 3 la lumiére de Pépistémologie bachelardienne ?
semmble gue la guestion méritait d’étre posée.
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