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‘’Restriction’”’, ““Ensemble’” et divers

¢ Un reméde a la suraccumulation des définitions dans les cours
d’analyse du second eycle : les restrictions

& Un motl sous-employe en analyse : ensemble

* FEi diversez remargues

par A, GOURET (Lyon)
{aprés discussion avec des collégues du second cycle}

1 Plusieurs ouvrages scolaires, de large diffusion, donnent des
définitions, & priori indépendanies, pour :

limite, Himite a droite, limite i gauche, continuité, continuité

& droite, conbinuité A gauche, dérivabilite, dérivabilité a

droite, dérivabilité & gauche, d'une fonction de R vers R.

Ces définitions sont en géndral explicitées 4 Iaide de
quantificatenrs et ne différent que par des détails d écriture qui,
bien que lourds de conséquences, peuvent &tre mal mémorisés par
des dléves moyens,

I1 s’agit souvent de “O<|x-x (< a ™ remplacé par
“O0<x-x, CaVoupar“0<x, -x<a”

En fait, pour les questions évoguées par les neuf définitions
précédentes, on peut se limiter a trois notions : limite, confinuité,
dérivabilité.

Par ailleurs, dans I'exposé théorigue on peut se contenter de
considérer des applications. En effet, lorsquune fonction de R
vers R est donnée,

ou bien l’ensemble de définition est R et alors la fonction est

une application,

ou bien Pensemible de définition est un sousensemble propre

de R et "étude effective se rapporte i une application dont la

source est ¢e sous-ensemble, '

Donnée. Dang la suite, E désigne un sous-ensemble de B, I une
application de E vers R et x, un élément de E.

Défition (D)
# étant un sous-ensemble de E, on appelie restriction de fa F

Vapplication,g, de F vers R, définie par g(x) = f{x) pour tout réel x
de F'.
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g est notée en généval 1 f | P,
En particulier : on peut associer a f P'application g, ou
g = IHEN [x, , + [}

{on ne garde donc, des points de la source de £, gue ceux qui sont
‘4 droite’ de x_ ).

On considérera aussi 'application g, oll g; = f|(E N [x_, —<[)
(on ne garde que les points de la source de [ situés “a gauche” de
X, ).

Définition (2)
J désignant ensemble des intervalles cuverts de cerntre x_
{intervalles du type Ix, « . X, + af ou a est réel positif},

K désignant Pensemble des intervalles ouverts de centre
f{x.},

i est continue en %7’ signifie “d tout intervalle H, élément
de X , correspond au moins un intervalle I élément de 3 tel que
f(In Ey < H™

Cetie définition peul éire iraduite avec des quantificaieurs,
surtout {mais peutétre, uniquement) si on se propose de nler iz
continuité, _

\{}’EH" E‘IJ!, f{InE)c B

ou en détaillant davantage :

\

R,+ E-a R.+ VEX,(&~XDI<Q# lf(x)-f(xg)['(e)
* * - .
Voilid la seule notion de base du chapitre “continuité”.

f étant donnée, 1] vt loisible de se demander 51, dans felle ou
telle hypothése, 'application g; (notation précédente) est
continue.

Définition (3)

On dit que f est “continue d droite en x,” si et seulement si
g; estcontinueen x_ .

Il g’agit la d'uan jargon que 'on peut juger utile mais qui ne
véhicule pas d’idée nouvelle par rapport & celie de la définition
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Remarguons la contraction de @

i “ la restriction de f 4 la partie de la source située d droiie de x,,
est continue en x,

534 3 e
“[i est centinue en x| d drojte |

On peut alors expiiciter @ i {'aide d’intervailes, de guantifica-
teurs. Mais il s'agit d'un simple exercice de traduction st
d’application de @ et non d’une nouvelle définition & apprendre.

I Ensemble : mot sous-employé en analyse
On rencontre souvent ['expression suivante :

“f étant une application de E, sous-ensemble de R, vers R, et
¥ un sous-snsemble de E, fest continue sur F”,

Parfois, Pauteur veut dire que f est coniinue en tous les
éléments de F au moins, parfois que { n’est continue qu’'en les
éléments de F,

Pour lever cette ambigulté, il suffit d’introduire expression
“ensemble de continuité de £, ensemble des points en lesguels f
est continue (notation C), et de préciser :

cu bien : Pensemble de continuité inclut F (€5 F)

ou bien : 'ensemble de continuité égale F{C = F)

Remarque analogue pour “dérivable sur” : 'ambiguité se léve
en employant |2 notion d’ensemble de dérivabilité.

Dans le méme ordre d'idées, pourguoi parler de domuine de
définition, champ de définition, lomsqu’'on veut seulement parler
d’ensemble ? Il ¥ a a cela des raisons historigues ; mais ces deux
mots ayant pris des sens précis dans «'auires ... domaines de
Panalyse, {1 vaut mieux les éviter comme synonymes d’ensemble.

Ol Restriction et ensemble de continuité pour sliminer une défini-
tion discutable
Reprenons Pexpression “f 2st continue sur F” dans le cas
particulier o0 F est un segment : F = [a,b] .
Comme il est dit plus haut, *f est contirue sur [a,b]” peut
avoir deux sens.
Maiz dans les deux cas {que l'ensemble de confinuité de {

inclue ou égale [a,b)}, cela exige la conlinuité de fena et en b,
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Or, pour certaing suteurs de manuels, { étant une application
de R vers R, 4 et b deux résls (a < b), *f est continue sur {a b}’
signifie que { sst continue pour tout éément de Ja,b], continue 4
droite en a, continue i gauche en b.

Cela ne rentre pas dans le cadre de Ia definition générale de la
“continuité sar un sous-ensemble de la souree™, Pour éviter les
contradictions, ces auteurs, en général, définissent séparément
“continuité sur un segmeni”, “continuitée sur un intervaile
ouvert”, “continuité sur un intervalle semi-ouvert” ... elc ... ; de
quoi noyer les éléves bien inutilerment.

En fait, si 'on tient 3 exprimer gue *{ est continue en tous
les éléments de la,bf, continue & droite en a, a gauche en b, il
suflit de dire “I"application fl{a,b], restriction de f & [a,b], esi
confinue”,

(“g o5t une application continue” signifie “I'ensembis de
continuité de g est 1z sourece de g*")
Exzemple :

t:; R+ R I
%+ 1/2 silx|>1 riasssaian -

X — 2 siimf<1

¥

L'ensemble de continuité de f tt'inclut pas

[-1, + 1], il inclut par contre }-1, + i

mais fI]-1, + £} a pour ensemble de continuité”
-1, + 1].

La notion densemble de continuité est utile lorsqu'on utilise
le théoréme sur les applications composées. Ce théoréme n’est
gu'une condition suffisante de continuité de fo g ; son emploi @
traduit par une inclusion entre Pensemble des réels en lesquels on
peut Pappliquer et Pensemble de continuité de £« g.
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Lusape systématigue des restrictions et des ensembles de
continnité {de dérivabilité} permet a l'éléve une meilleure compré-
hension et soulage sa mémoire, du moins je le crois. Qu'en
pensez-vons ?
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