Sur, quelques “erreurs ” d’arrondi
par A, WARUSFEL

I Soit A et x, des nombres réels strictement positifs. La suite
récurrente définie par

1 A
Xoi1 *‘g(xn +;:)
2 - i A 4
ezt telle que x>  — A “T{xa -—;m} et que
X X om o s=s (x2 e A); elle est done déoroissante i purtir

L1} n gxn
du second terme au moins, et converge vers une limite A telle que

(}e(hﬂéw(?«-}‘—-‘:"} dou [ x,+VA+D

II 8i nous étudions cetie suite sur une machine qui ne connhait
gue les nombres entiers, celieci produira une suite légérement
différente, définie par . A

Kpe1 = £(xg) + 100) = Bfg{x + BE))
ol E représente la partie eptiére.
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II est intéressant d'essayer de déterminer les couples {A, x, )
pour lesquels x, converge vers Pentier w = E (/A). A et x, seront
supposés entiers,

II1 Soit x un entier non nud,
wSVA = A2 w! 7 AP w? - (x—w} = x(20-x)

> 2520 —x=Ed > 20 —x
= %{xm(%)) >w = {x)» Elw) = w

XEN® = fx}> w e

8i x> w ,nousavons :
VA<Sw+1l= A<{w+]l <{wtlix
x X

-} fere) <hieror<s

= f{x}jgx—1

[xeNetx>w = fx)<x—11 (2)

IV {1)montre que x, > pour n> 1. 8i x,+ ¢« , alox la
relation (2) montre qu'il existe un indice p > n tel que %, = w.
Nous devons done caleuler £{cw ).

Bupposons d’abord qu'il egiste un entier strictement positif a

tel que [A= (73] - Aloms :

A <A<(@a+ 1P = w=a
(.:+2~—za.41»2===é-vé Par suite ;
a

to) = Ef{o+rE) = Efftotw+z) = w1
flw+1) € [w,w+1—-1)
d'aprés (1} et (2),0na:
flwt=w+ 1, flw+ 1) w
La suite oscille, & partir d'une certsine valeur de n, entre leg valeuss
B/} et B/a + 13,
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V Exemple; a=3 , A= 15,

n . 0 1 2 ] 4 5

x, | 1 8 4 3 4 3

n] © 1 2 3 4 b

.| 8 & 4 3 4 3

V1 Supposons au confraire qu'il n'existe aucun entier el qgue
A = ala+3) {c’est-d-dire A + I n'est pas un carré parfsit}. Alors:

WP AL (w+]) * P AW + 2w
= wa'(A<w(m+2]wm$§_%¢w+2

#E{%}G{m,m-&l} w%(w-lrE(%}) E{w,w%}
= fH{w} = w.

La suite converge slors ver o = E{x/A)} en étant constante au-dela
d’un certain rang (une condilion nécessaire et suffisante est que
| A+ 1 npesoit pas carré parfait }}. Le choix de x, n’influe pas sur
ia nature de la suite.

ViI Exemple: A = 10
n ! 0 1 2 3 4

b Y ‘ 1 5 3 3 3

. = pil ) Y 1 4
VI Soit x> A : alors f(x) = E(x+0)) = B <X
8i x, > A, on a done x, é—xz-" , d'on Pexistence d’un indice k > 1
tel que :
Xy %« A < Xp-1 < 2_1;5":1
ookt o Ko g X %
soit & <A , k1< log, -ﬁ,ks:E(}og, ﬁ]+ 1.
@uel que soit X, I existe donc un nombre k tel que
WXy S AL
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8ix, > A, k est Hé par la relation précédente ;
Blwsx <A onprendrak =0

CEiX, <websix, &« A,onprendrak = 1 ;
six, < welsix, > A, onaura

ksE(logz%i-;)+2.

IX Cet indice k trouvé, on remargue alors que, si xy # w, on a
X 1% X - 1€ A— 1, doulexistence d’un p tel que :

Xp=w <Xy s A—(p—k—1)
Clest-adire p<A+k+1-—w ouenfin
k<pgA—~w+k.
Sixy, = w ,alors p=k.

A partir de cette valeur :
{xp = Hpdg = .= ow
Xp+1 = Bp+z = .. €lw,w+l},

X Une majoration plus brutale du premier indice p tel gue
%, = w est donnée par :

p=x; ~w+ 1 (= x,}

Eneffet ;7w .Six;, ~w,p=00oup=1.8hon, x, <x, ~1
ot ainsi de suite, 4ot ;

Ep = w<x,,;€x, “{3}“2}
cest-ddite p<x; +2—wouenfinp<x;, ~w + 1.

X1 Par exemple si, comme il est usuel, x, = 1, alors
s wil v A+
PS X, -E(2(1+A)Jﬁ >
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