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PLIAGES ET MODELES MATHEMATIQUES 0
par Alain FOULIARD

I.e présent compte-rendu concemne des fravaux qui se sont
prolongés pendant plusieurs semaines au dermier {rimesfre de
Paninée scolaire 1973-74 dans une classe de Cours Moyen 1 d'une
école de la région parisienne.

Certains des problémes et des manipulations qui leur ont servi
de base sont tirés ou adaptés d'exemples pris dans Pouvrage “Pro-
blémes’ ~ gérie verte (Nuffield project). O.C.I3.L. Paris.

Premier probléme ! on plie

La fiche suivante est remise aux enfants :

81 'on plie une bande de papier en deux, puis si 'on déplie
cette bande, of se frouvera le pli 7 Indigue le pli par un frait
biew.

nombre de plis sur a bande : 1

On replie ]Ja bande, on plie & nouveau en deux ; on déplie la

bande, Comment seront disposés les plis sur la bande ? Indi-

qgue les nouvegux plis par des traits rouges :
]

EH
L]

1
nombre total de plis sur la bande : 3 {1 bleu, 2 rouges)
On recommence une nouvelle fois, Indigue les nouveaux plis
par des traits veris :
H :
i i
nombre de plis sur la bande @ 7 (1 bleu, 2 rouges, 4 verts)
8i Pon phalt une quatrieme fols, saurais-tu, sans faire Uexpe-
rience, indiquer dans guel ordre de succession on frouveraii
les plis 7 Comibien trouverait-on de plis 7 Bt si Von pliait une
cinguidéme fois ?

(1) Llarticle ci-dessous décrl de fagon détaillée “l'expérience” a laguelle it a été [ait
allugion dems le lexte de la Commission “Noyauz-Théties ; Enseignement glémen-
taire™. Nous remerelong la revue Actioftés Kecherches Pédogogiques (27, avenue du
Onze Novemnbre, 92180 MEUDON) de nous avoir autorisés 4 le reproduire.
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A chaque opération de plisge, deux types de résultais sont
consignés, nombre de plis sur Ja bande et ordre de succession des
plis sur la bande (une couleur différente intervenant -pour distin-
guer chague nouveau pliage).

d’invite les enfants & prévoir les résultats de Pexpérience et 3
ne progéder & la manipulation gu'en cas de difficultés trop
grandes, ou gu'en guise de vérification, De nombreux enfants par-
viennent & déterminer la disposition des plis sans avoir recours a fa
manipulation. Quelques-uns éprouvent des gdifficultés & pariir du
troisiéme pliage ef doivent utiliser une bande de papier. D'une
maniére générale, les manipulations suivantes sont ensuite aise-
ment réalisées.

Spontanément, un rapprochement est établi entre les résul-
tats de cette manipulation et le probléme des “animaux en cages”
que les enfants avaient rencontré précédemment (cf. article sur la
“Tour de Hanoi dans ARP 17 novembre 1974). in enfant per-
coit cetle similitude entre les deux problémes avant méme d’enta-
mer toute recherche. La plupart reconnaissent la suite des nombres
1, 3, 1, 15, ... qui leur est familiére et la régle de récurrence gui s’y
rattache —exprimée sous la forme : “on double (1) b on ajoute
17~ Pour beaucoup aussi, ¢’cst la syméirie constatée dans Vordre
de succession des plis qui joue le rdle de **déclic® {““Si on pliait la
bande en deux, les plis rouges seraient sur des plis rouges, les plis
bleus sur des plis bleus ... on avait déja remarqué ¢a pour les ani-
maux ! ). Je demande alors qu'une correspondance plus précise
soit établie entre les deux problémes,

Dans Vensamble, ¢'est P'aszociation “animaux/couleurs des
plis™ gui est faite sous Ja forme de la figure 1 -

Vipire Souris Vipére Poule Vipére Souris Vipere {dens le cas du déplacement
de 3 animanx différents)

{dans le cas o6 'on a plié
la baride & 3 reprises)

L

Figure 1

J’ingiste pour gu'une correspondatice terme a terme plus fine
soit établie. Mais ma demande est mal interprétée. Aussi je décide
de préparer le tableau ci-dessous (figure #) en invitant les enfants &
compléter cette espéce de “'dictionnaire”. La plupart des enfants
dressent d’une maniére intuitive un paralléle precis et satisfaisant.

{1} Souz.eaiendu Yon double i ferine grécédend?,
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Mais ja formulation pose de gros problémes, 'expression demeu-
ranl confuse et ambigud. Une mise au clair portant davaniage sur
le langage que sur la mathématique intervient donc an cours d’un
travail collectif. De la méme maniére, la régle qui permet de déter-
miner PPoxdre de succession des plis dang le cas ol 'on décide de
poursuivre 'expérience est dans 'ensemble clairement pergue bien
qu'elle soit difficilement ou imparfaitement exprimée. (Peu d'en.
fants sont embarrassés lorsqu'il s’agit d’écrire les suites correspon-
dant & § pliages successifs, 6 pliageos suceessifs ...)

Cas des animaux en cage «+—s Probléme de pliage en deux

déplacer les animaux 3 e e e e e e e e e

.................... «—3 nombre ge plis sur 1a bande

ajouter un nouvel animal - L L0 0 il e

1'animal le plus gros D e I

..................... ——— v no ... plis jaunes
Figure 2 )

“On intercale toujours les nouveaux plis entie les anciens™ ;
“On partage chague intervalle en 2 ; “8i on plie une nouvelle fois,
il suffit de mettre une autre couleur dans chague trou”, Certains
enfants réutilisent des propriétés dégagées lors de larecherche sur
le probiéme des “animaux en cages” pour construire les nouvelles
suites, nolamment la régle qui donne la fréquence d’apparition des
diverses couleurs affectées aux plis (identique, dans le cas des
“animaux en cages”, a la fréguence suivant laquelle on déplace
chaque animal}.

Ainsi, dans le cas d'un 6éme pliage, on placera les plis selon la
répartition suivante :

1 foissur 2 les plis corespondant au Géme pliags.
1 fois sur 4 les piis correspondant au Séme pliage.
1 foigsur 8 les plis correspondant au 4éme pliage,
1 fois sur 16 les plis comespondant au 3éme pliage.
et .

Afin de vérifier si Ia structure mathématique sous-jacente & ce
probléme de pliage a été bien comprise, je propose * aux enfanis
neuf suites composées de letires, de chiffres el de signes divers
organisés suivant différents modsles (figure 3). Les enfants doivent

« Par Ix saite, certaine emfunin tHaliseront eux-afed of proposeront da telies suites &
lvars curnarades, quetquess-anes deatee 2lies se ddveloppant sy des busdes sux dlmen-
wons imprasdonsaitos |
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distinguer les suites qui répondent au modéle rencontréd dans le
probiéme de pliage — forme ABA — et qui présentent ensembile
des caractéristiques de ¢e modéle, Les trois suites conformes —
marquées d’un astérisque ~~ gont aisément repérées.

G JMJIMJIG

1321182 132811231

EDEWEDEZXEDEWETDE *

9 6 2 0 0 9 6 9
i—. : [ J *
2 & & & & & & |
+ ;& + , 6 4+ &+ @ , + @« , +

8 6 7T 6 88 7 8687 6 8 676 8

@1t =1+t @21t~ %t @t =10

ORI DT ] -
Figure 3

Nouvelle fiche accompagnée des consignes suivantes :

Prends une bande de papier d’une vingtaine de centimetres.
Plie-la en deux puis coupe an miliew. Combien de morceaux
obtiens-tu ¥ Place les morceaux 'un sur Pautre et coupe &
nouveau au milieu. Combien de morceaux obtiens-tu ¥ Fais
la méme chose une nouwslle fois, Combien de morceaux
obtiens-tu 7 Peux-tu continuer & inscrire les résultats sans
faire I'expérience 7

0 lére | 26tme | 38me | 4eme | Héme | 6éme | Téme
coup. | coup. | coup. [ coup, | coup, | coup, | coup, | coup,
Nombre de
morceaux 1 3 4

Les nombres trouvés te rappetlent-ils quelque chose ?
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Les enfunts trouvent & nouveal ia suite de nombres 1, §, 7,
15, 31, ...

A Poccaston d'ane mise au point collective, on rapproche les
deux problémes doni il vient d'étre question, ainsi que les deux
preblémes éiudiés antérnevrement, “Tour de Hanoi” et “animaux
a déplacer”. On cherche 3 justifier le fait que les résultats obéis.
gent 4 la méme formule: 2n+ 1 ). A guoi se rattache 1a cons
tante 17 Comment expliguer, dans les deux exemples de pliage,
gue semle la premiere opération repose sur un nombre impair de
plis ? A quoi tient le fait gue les résuliats sont chaque fais im.
pairs 7 Autant de questions qui metient a 1’'épreuve des explica-
tions souvent embrouillées ou gqui justifient des itinéraires de
recherche parfois bien détowmés mais qui favorisent de meilleures
prises de conscience ; des prises de conscience qui, a leur tour, sont
i méme de renforcer les intuitions initiales.

Troisiéme probléme : pliage en frols
Nouvelle fiche, nouvelles consignes ...:

8i, au lieu de plier une bande de papier en 2, puis encore en
2, puis encore en 2 ., on plisit d’abord en 3, puis encore en
3, puis encove en 3 ..., saurais-ta prévoir ol se trouveraient les
piis sur ia bande et dans guel ordre ils se placeraient ?

ier pliage en 3 ; plis bleus

nombre de plis sur la bande : 2
Zéme pliage en 3 ; plis rouges

N IR NN N T N O N
nombre de plis sur Ia bande : B {2 rouges et 6 bleus)
3ame pliage : plis veris
ENEER

HEBSRESRINININREERNEE

nombre de plis : 26 (2 rouges, 6 bleus, 18 verts).

Az-te déecouvert une tactigue qui te permetirait de froaver
facilement dans quel ordre viendraient les plis zi 'on conti-
nuaif & plier en 3 7 As-tu {rouvé une régle qui te permetirait
de calculer le nombre de plis, si Uon continuait Pexpérience ?

{1} Dens setis lormale, mopelonsle, n designe le nombre de plis obienus lorm du pliage
. précédent.
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De méme que pour les problémes précédenis, je suggere gue
I'on prévoie les résultais de expérience. Mais, cette fois, hien peu
d'enfants ¥ parviennent sang avoir recours a la manjpulation !
Certains enfanis éprouvent méme des difficuliés pour réaliser cetie
manipulation et ce n'est souvent qu’aprés de longs titonnements
que Pon parvient & pHer “en 3". La régle qui permet de prévoir
Pordre de succession des plis est cependant assez vite découverte,
sans doute parce qu'elle s'apparente a celle des probléemes 1 et 2.
Far contre, la régle de construction de la suite 2, 8, 28, 80, ... est
moins évidente. Pour certains enfants, cette découverte est faci-
litée par 'examen de la suife des nombres correspondant aux nou-
veaux plis ajoutés & chaque pliage ; 2 plis bieus, § plis rouges, 18
plis verts ..., examen qui fait ressortir le facteur de triplement qui
intervient enire deux résultats consécukifs (6= 2%X 3 et
18 = 6 X 8). La nouvelle formule s'écrit cette fois 3n + 2, ow,
comme disent les enfants : *‘on multiplie par 3 et on ajouie 2.

J’attire alors I'attention des enfants sur les lois découvertes a
P'oceasion des problémes 1 et 3. Lorsgu’on plie en 2, et chaque
fois en 2, le nombre de plis répond a la formule 2n + 1. Lorsqu’on
plie en 3, et chaque fols en 3, le nombyre de plis est donne par la
formule 8n+ 2. Peut-on en déduire ¢ce qui se passera dans le cas
d'un plisge en 4 ? d'un pliage en 5 % Cette nouvelie loi de récur-
rence gui lie les expressions 2o+ 1, 3n+ 2, 4n+ 3, 6n+ 4 .. e
qui intervient “au second degré” en quelgue sorte, est assez aisé-
ment saisie. De leur cbté, les enfante reviennent a la suite 2, 8, 26,
8¢, 242, 728, 2184, 8560, ...

D’autres propriétés sont mises en lumiére.

Le chiffre des unités des nombres de cette suite ocbait au cycie :

2

AT

0 3

"\6(

Les nombres de la suite sont tous pairs, Au premier pliage, on
part en effet d’'un nombre pair: 2. Bn appliguant la formule
3n + 2, & partir de ce nombre pair initial, on constate que Iz parite
du résultat final est maintenue : un nombre pair muliiplié par 3
donne dans tous les cas un nombre pair. Ajouter 2 ne peut en rien
modifier la parité du résuitat.

o DT




Bulletin de TAPMEP n°296 - Décembre 1974

Quuatriéme probléme : on coupe et on eoile

Prends une bande. Coupe-la d’un coup de ¢iseaux. Colle les
MOTCeIUX.

Nombre de morceaux : 2

Prends une autre bande. Plie-la en 2 puis coupe-ia d’un coup
de ciseaux sans la déplier. Colle les morveaux en commencant
par les morceaux pliés.

Nombre de morceaux : 3

Prends une troisieme bande, Plie.la en 2 puis encore en 2 puis
coupe-a d’un coup de ciseaux sans la déplier. Colle les mor-
ceaux apres les avoir classés.

Nombre de morceaux : 5

Prends une guatrieme bande. Plie-la en 2, puis encore en 2,
puis encore en 2, puis coupe-la d’un coup de ciseanx. Colle
fes morceaux.

Nombre de morceaux @ 9

Qu’as-tu remargué ? Les nombres que tu as trouvés suivent-
ils une régle ? Si V'on continuait I'expérience, quels nombres
trouvergit-on ?

5 aes

LD'examen des termes de la suite fait apparaitre la régle sui-
vante : chague terme s’obtient en multipliant le précédent par 2 et
en retranchant 1 (formule 2n — 1 dans laguelie n représente le
nombre de morceaux obtenus le coup précédent).

Certains enfants cherchent les termes de la suite en se servant
des nombres exprimant les différences entre termes conséculifs
syivant e schema ci-dessous.
ler terme Zéme terme 8éme terme 4éme terme Séme terme

Le tr en “morceaux pliés/morceaux non pliés” permet la
mise en lumiére de cerisibies remarques ; les deux morceaux non
pliés restent en nombre comstant {ils correspondent aux deux
axtrémités de la bande) ; quant sux morceaun plids, ils suivent la
progression : 1 (1 pliage}, 8 (2 pliages), 7 {3 pliages), 15 {4
pliages), 31 (5 pliages}, d&ja rencontrée dans les problémes 1 of 2.
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Prolongements

La fin de Pannée survient et laisse en suspens un certain
nombyre de recherches. Certains groupes d’enfants s’taient posés
d’autres problémes de pliages et étudiaient les structures sous-
jacentes. D'autres groupes s'intéressaient aux divers chemins qu’il
est possible d'effectuer selon les arétes d*un pavé et qui permeitent
de passer par chacun des sommets {parcours hamiltoniens). Cette
nouvelle recherche d’ordre combinatoire allait conduire 4 la résh-
sation d’arbres permettant {'inventaire exhaustif de ces chemins.
L’examen de la structure de certains de ces cheming allait ramener
4 nouveau au probléme de la Tour de Hanol. §i tous les chemins
ménent 3 Rome, un grand nombre passent par Hanoi, pour pen
guils suivent un itinéraire mathématique !

GROUPE B2
Commission ” noyaux-thémes
dans le premier cycle”

By, Sous-Commission Pluvinage

Objectifs : 1. Activites d'une classe novaux-thémes
I1. EKédaciion de thémes

- recensement
— thémes nouveaux (initialement)

Participaniz : Chirouze, Dumonsseau, Glaymann, Herz, Leclereq,
Monnet, Pluvinage.

Dans les activités d’une classe noyaux-thémes, une partie do
temps est cotsacrée 4 des études dont la sotirce est ’initiative des
éléves, Cette initiative devrail permetive non seulement de déve-
Iopper le raisonnement mais d’acoroitre la culture des eléves,

Recensement de thémes possibles (liste non exhaustive}.
Lewis Caroll {APM N°® 284)
Carréz magigues
Transmission des inages
Regle a caleul
Limites d’emploi d’une machine a caleul
Circuits électriques
Deéformation optique des images
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