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Pour un enscignement de la
statistique dans le premier cycle
puar B L. HENNEQUIN, Professeur ¢ {'Universitd de Clermont

DEUXIEME PARTIE 7

111 — Publication des résultats

Le plus souvent, 'enguéteur s’engage & garder confidentielle
Papplication recensement R. Par contre, il est intéressant de
diffuser Pp, et it suffit pour cela de publier sa restriction & A g

ensemble des alternatives élémentaires. I suffit méme de publier
Sg et la resteictionde Py 4 .&SR.

Bien entendy, la table de Py, contient card Sg lignes et peut
étre volumineuse, On se contente souvent d'en publier des extraits

(par exemple la valeur des Pyy (A,i) mais on perd alors de Pinfor-
mation. s

Pour déterminer Py et Sp nous allons décrire ici deux
algorithmes de dépcuillement en employant une {erminologie
relative & un ordinateur. Mais ces algorithmes s’appliquent izés
bien, si card (¥ el card 8 ne sont pas trop grands, 3 un dépouille-
ment qui peut éfre effectud i la main par les éléves d’une clasge,

Premier gigorithme : Commengons par numéroter les ¢ éléments
de 8 (si tous les 1; sont égaux il est naturel d’utiliser le systéme de

base 1;) ; 50it 8 {0 } le nombre affecté a la réponse contenue dans le

formulaire « . Supposons gue nous disposions d'un ordinateur
dont 13 mémoire est divisée en empluacements, repérés par une
adresse.

Le nombre d’emplacements est supposé supérieur 4 ¢ et
chagque emplacement paut contenir un nombre compris entre 0 et
K avee K> card 2. Au départ, chague emplacement contient le
nombre 0. Neous lisons successivement les formulaires remplis,
apres les avoir convertis par exemple en cartes perforées et &4 In
lecture de w nous augmentons d'une unité le contenu de Pempla-
cement de mémuaoire, d’adresse s (w ).

(*} Voir la premiére parkic dans le Bulketin 290, gage 535 ¢f suivantes.
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Si nous travaillons a la main, nous divisons une feuille de
papier €n deux colonnes et en ¢ lignes. Dans la premiére colonne,
nous inscrivons, a raison d’un par ligne, les éléments de 8 ou leur
code, Pour chague « , nous cochons un baton dans la ligne s {w}.
Une fols tous les guestjonnaires lug, nous compions Ie nombre de
bitons de chague ligne,

Nous obtenons ainsi les ¢ nombres card {2, et les PQ (AL)
s’en déduisent par division par card 2.

Si r désigne le temps nécessaire pour lire un questionnaire et
ajouter 1 au contenu d'une mémoire et ' le temps d’une division
par card 2, la durée du dépouillement est égale 3

reard 2+ 7 card R ()
{car en faif seules interviennent les divisions d’un nombre non nul
par card {1},

Il peut se faire gue card Q soit beaucoup plus petit que
card § et que ce premier algorithme conduise & introduire un grand
nombre d'emplacements mémoires ou de lgnes, qui, en fait, seront
inutilisés.

Dans ¢e cas, if est preférable de procéder comme suit.
Deuxiéme gigarithme : un éément de 5§ étant représenté par une
suite gqi, Isisn E, ordonnons 5 par Mordre lexicographigue. Par

une premiére lecture de la réponse gy, (w) 4 la derniére question,
nous rangeons les formulaires remplis suivant Pordre des qp (w)

croissants. Par une seconde lecture, nous rangeons la pile ainsi
obtenue suivant 'ordre des q,, 4 croissants et ainsi de suite,au bout

de n opérations, les 5 (w) sont rangés dans Pordre croissant. 8ice
tri sur uhe question qui comporte ry réponses possibles néeessite

un temps t e temps total pour ce iri est § card 2 ou
n . . ..

=t _2:1 7y (& la main @ est volsin de 7 }. On reprend aloxs les
1:

s{w} ainsi ordonnés, scient 35 fw ) z On inscrit s {w ) puis le
nombre de fois p; ou il figure {conséeutivement} dans la suite
1swpl.s {wp,+1) et le nombre de fois oi il figure dans la suite,

ete... On obtient ainsi ensemble R {£2) et, en divisant par card {1,
Ia restriction de Pq, a Apg -

Si 8 désigne le temps ndoessaire pour fa lecture d'un élement
de la sulte ordonnee ; ${wg} E et sa comparaison avec le précédent,
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le dépouillement suivant ce deuxiéme algorithme dure

(@ +8Ycard 2 + 7' card R (2)
L.a comparzgison des temps de calcul dépend du matériel utilisé, A
la main, le second algorithme est un peu plus long mais ¢’est le seul
applicable si card 8 est infini {cf. § IV) ou méme trés grand devant
card £1.

IV - Questionnaires ouverts

I¥V.1 —Jusgqu’a maintenant nous avons supposé que la personne
interrogde devait, pour chaque guestion @, choisir une réponse

dans une liste explicite B; 4 r; éléments. Or i n'est pas toujours
commode de décrive a l'avance {'ensemble des réponses possibles a
une question et il vaut mieux, dans ce cay, considérer cet ensembile
comme une partie d’un ensemble infini (N, Z, @ ou R).

Il en est ainsi pour les guestions ;

Combien avez-vous d’'enfanis 7 de timbres postes dans votre
collection ? Qusl est votre bénéfice annuel (éventuellement
négatif) ¥

Quelle est voire date de naissance ?

8i Von pose simulianément p telles questions, leur ensemble
équivaut 2 une question unigue i valeurs dans RP, ainsi “guelies
sont vos mensurations 7 7,

Des espaces plus complexes sont néressaires pour repérer les
reponses aux guestions :

ol logezvous 7 oU prenez-vous vos vacances ? quelles sont
vos performances sportives 7 guelles sont vos aptitudes mathéma-
tiques ?

Chague fois quun gquestionnaire comprend au moing une
telle question, nous dirons qu’i] est ouvert,

Soit done 1. espace dans lequel nous plongeons PVensemble
des réponses possibles & une question Q. Le recensement permet
de définir une application XQ de £ dans L. Comme pour R, le

gtatisticien ne 8’intéresse pas directement & XQ mais &
; i
X card s / XQ {w)e B
P (B)~ £ 0 Xg (B) = 3 ;
2 card

au moins pour cervtaines parties B de L.
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Comme ici £ est fini, il en est de méme de XQ {§2) et on peut

X
définir PEAQ pour toutes les parties de L : soit by, 1 i<k, les

é&léments de X.Q {R);ona

X
PQXQ (B)= Pf—iQ BnXg@n= z_ PRY(nDh M
¥

avec card Jw / X (w) = b}
card §2 ~ B

La double suite §(b;, p;}, 1 < 1< k{ constitue la distribution de X

PaQ (o) =

et {1} permet de calculer PZ“(ZQ {B} pour tout BT XL A partir de

cette distribution. On définit ainsi une probabilité sur ¥ (L} (qui
nest autre qgue 'image paxr X de la probabilité uniforme sur ).

Pour un questionnaire ouvert, on appellera application recen-

n
sement Papplication R de ! dans _[11 XI.; définie par les n applica.
i=

tions XQi correspondant sux n questions, suivant
R (@) = {Xg, (), Xg, ), .. Xg_t=)].

La donnée de R permet de définir une prohahilité Pg sur

n it 1

Une fois le recensement effectué, il est possible qu'on ¢'inté-
resse & des applications X de © dans I ne correspondant pas &
une question figurant dans le questionnaire. Par exemple I'applica-
tion “‘quel est le montant de vos impdts 7 .

A cette application X correspond, comme plus haut, une pro-
babilité sur (XL} définic par Pg'= g o %'t Mais il est possible
de caimﬂer\f’é (B) sans connaitre fg, si I'on connaft Pg et 51
X1 (B) appartient au sous-annean By de F(iz]) engendre par ies
11 (s).
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En effet, si X1 (B)=CetsiC= Rl (D)avec D C iﬁl .

Po (B) =1 0 X1 B)=fg (C) = 1, R (D)) =1, o R (D) = PL; (D)
Définition

Nous dirons gqu’une application X de £ est mesurable sur
(2, BR) (sous entendu dans (X, 5 (X)) si v BET (X),

x1®eng.

X est mesurable sur (€2, B p) si et seulement si il existe au

n
moins une application Y de _111 j dans I telie que X=YoR

autrement dit si X peut se calculer & partir de R. Ainsi le question-
naire “déclaration de revenus’’ permet de calculer le montant des
impots sur le revenu.

I1V.2 -- Pour poursuivre I’étude d’une application mesurable X, il
est nécessaire de structurer L. Les deux structures les plus
usuelles sont celles d’'espace ordonné et celle d’espace vectoriel. Le
cas particulier b= R auquel on se limite souvent est 3 la fois
totalement ordonné et vectoriel ; il nous semble préférable de le
traiter aprés les cas plus penéraux pour bien séparer le rdle joué
par les deux structures.

IV.3-- Si I est ordonné par < on associera 4 X sa fonction de
répartition, application F croissante de .U dans [0, 1] définie par

Fix)=_ X D; -

bi-<)(

Si X et I’ sont totalement ordonnés et si h est une applica-
tion strictement croissante de C dans C| la fonction de répartition
F' de h o X est telle que

FFoh=F
En fait, la fonction de répartition n’apporte, dans notre cas o1 0
est fini (donc aussi X (£2)) aucune information supplémentaire par
rapport a la distribution de X. 8Si card X ({)) est grand, il sera
nécessaire de résumer l'information par le calcul de valeurs
ceniraies.

li 0
Si X est lofalement ordonmé, on pourra définir des
médianes, et, plus généralement des guantiles de X : si a est un
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réel compris entre 0 et 1, on appelle quantile d'ordre o tout
dlément x de X tel que

z p;=>a et

- B
bi'<]{

=
X<l bi Pi
Hl existe toujours au moins un bj qui satisfaii cette doubile inéga.
lité. On appelie rédiane un quantile d’ordre L .

8i h est une application crodssante de X dans I’ totalement
ordonné et si g, est un quantile d’ordre o de X, h{q,) est un

quantile d'ordre o et h 0 X.

I¥.4 81 I est vactoriel, on peut associer 3 X sa moyenne sur {

z X )
E X = o E n = E * b.
card §2 i P3P
On définit ainsi une application lindaire de I dans X.Si XL est
en oufre ordonné par un ordre > compatible avees Ia structure
vectanielle, X > Qimplique EX > ¢,

-1V.56 — Terminons par un exemple ou les notions de moyennes et
de médianes peuvent s'introduire dans une legon de géographie
politique sur la notion de commaune en France,

Le recensement de 1989 a permis de classer les communes de
France par ordre de population croissante suivant le tableaun
page suivante (ol Paris est considérée comme une commune),

Si I'on envoie 3 chaque commune {par exemple au Maire} on
guestionnaire sur la population de la commune, on obtiendra

COoOmme
50.10% 1 326
e — T
ayenne 37.708
médiane | = 400

Mais si Pon pose cette fois la question & foute la population, on
chtiendra comme

mOyenne . 1830 000
médiane P 4 200

{cette derniere quantité est appelée parfois population médisle
d'une commune francaise}.

b
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Nombre Nombre Pourcentage
d’habitanta de communes de la population
de 1300 3 877 0,5
101 & 200 7514 2.2
201 4 500 126816 7.9
50la 1000 6 824 9.2

10014 18500 2 484 5,8
1501a 2000 1134 39
200614 2500 671 3
250131 3500 721 4,2
3501a 5000 5438 4.3
50014 10000 6542 86
10001 a 20000 345 2.3
20001a 30000 139 6,9
30001 & 50000 88 7.4
50 001 a 100 060 66 7.8
160 001 & 200 0060 28 6.8
200 061 a 300 0G0 4 2
320 000 1; 1.4
370 00 1 '
530 400 1 1,1
890 000 1 1,8
2 580 000 1 5,2
TOTAL 37708 136

V - Probgbilités conditionnelles. Indépendance.

V.1--8eit Ag une aiternative non neégligeable, est-dedire telle que
Pg (Ag)# 0 ot g la partie correspondante de & ¢

ag= R o5t o ffl (ag)

Restreignons le dépouillement a &3 giona:
card {‘Qﬁ IR Y] 5} Pﬁ {A{IA Aﬁ)

P = f, £.3=

-6 _
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On définit ainsi une nouvelle fonction sur A gue nous noterons
par abréviation Pﬁ et que nous appellerons probabilité condition-

née par Ag; elle est comme Pg positive, additive et telle que
Pﬂ (Aypr= P;S (Aﬂ) = 1, Sa restriction 4 a‘tﬁ est done aussi une
probabilite. On a Py = Pyy.

Elie posséde en outre les propriéiés suivantes :
5i les ﬁ“i forment une partition de @ on dira que les A,
i

forment une partition de Ayy, c'est-d-dire que

Aai#"'Aa’i#’j - AuiAAaijO’ \{Aaimgu

Sien outre v i . P (A, )+ 0, alors
i
YAE A, P, (A)= %: P“i {A)Fg {Aai) (1)

{Regle des probabilités composées).

Cette régle permet de fractionner une enquéte en enquites
relatives chacune a2 une partie de la population (fraction d’un pays
en régions ou communes).

8i, en outre,Pp (A,) # 0,

Py, (Ag) By (Ag)

P, (Aai) = ? Paj (Ag) Po {A&j) {2) {(Formule de Bayes)

La formule de Bayes penmet par exemple 4 une compagnie 7 assu-
rances automobile d’évaluer, 4 partir des déclarations d’sccident de
ses clients pendant une année, ia probabilité qu'un accident de
voiture ait 8ié provogué par un conductsir d’Bge i quand on
connail le nombre des clienis d'age i el ia probabilité pour gu’un
clierit d8ge 1 ait on accident comme conducteur,

V.2 — Indépendance de deux alternatives
L'alternative A, est dite indépendante de lalternative Ag
{relativement 8 2 et P ou encore d P}, ot Py (Aﬁ) ), g
Py (Ay) = Py (A,) (1
autrement dit si la probabilité de A, est la méme dans 1 ot dans
Qﬂ-
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Cette relation éguivaut a
Py (Ag A Ag)=Pg (A,) P (Ag) (2} et Py (Ag)#0
Si P (Ag) = 0, a fortiori Pq (A, A Ag) = 0 donc (2) est satis-

faite.
De plus {2) est symétriqueen a et § .

{2) définit lindépendance de A , et Aﬁ’ .
Si Po (AL} # 0 el Py (Aﬁ};é G, (2) implique done 4 la fois
que A, est indépendante de Aﬁ et Aﬁ indépendante de A,

Si {A,, Aﬂ) sont indépendantes, il en est de méme de

{?{ai Aﬁ)t {AQ‘ Tiﬁ)) {Xaa Kﬁ]r en effet
Po (A, A Ag)= Bg, (Ag) —~Bgy (A, A Ag) = (1 ~Pg, (A,)) Pq (Ag)
=P, (A} Py {Ag) .
{2} est satisfaite si
Py (Ay} (1 =Pg (AN P (Ag) (1 —Pg (Ag))= 0

En dehors de ce cas trivial, il est posgible qu’elle ne soit satisfaite
pour aucun couple (A, Aﬁ).

Ainsi s card Q est premier, car (2) éguivaut a

card {(§2, A !25) card & = card 2, eard Qﬂ .

st card (82, A Slﬁ]sé 0, card 2 doit donc diviser card 2 {mais
alors P, (A,) = 1) ou card Qg .
V.3 — Indépendance de deux questions et de deux sous-gnneaux

Deux alternatives A . Aﬁ sont indépendantes si tout élément
du partage (AQ,K;} ast indépendant de tout élément du partage
(Ag. Ag) .

¢ méme, nous dirons gque les deux questions Q?\, Qh (ou les

deux. classes Qk’ Q y ) sont indépendantes si ¥ i, j Alet “"‘?& sont
indépendantes, ¢'estd-dire que

Py (Ai A Ad)=Pg (Ay) Pg (AD)
ou les A} {resp. les A’a } sont les alternatives associées auy partages
{ou partitions) qui définissent Q& {resp. Q) ou Q)\ (resp. Qh )
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Tout élément de 'aninean 4, (réunion de A-}\ incompatibles)
est alors indépendant de tout élément de 'anneau #,, (réunion
de A}l\' incompatibles) et quand i} en est ainsi, on dit que les deux
sous annequx st, et A,. sont indépendants.

¥.4 — Indépencance de deux applications mesurables

Scient Xy =Y;0R et Xg=Yo0oR deux applications
R-mesurables sur 2. Elles sont indépendantes si pour tout
BCHLqummsﬁﬁmpm%dwﬂﬁghmmwﬂm@

pendanies ou encore si les deux sous-anneaux Yil [B)et Yz'l (B)

sont indépendanis ou encore st les deux sous-annesux Y"ll (X)et
Y“21 {1 ) sont indépendants.

V.6 — Indépendance de n questions

On définit comme pour deux Pindépendance de n questions
gt de n sous-anneaux done de n applications mesurables. On dit
alors que n alternatives A ; sont indépendantes si les n sous-an-

neaux A&, qu'elles eﬁgendmt sont indépendants. (On remarquera
gque si n = 8, il ne suffit pas que

n n p
P(A A,}=1_P(A
L

maiz qu'll faut écrire ftoutes les relations obtenues en rermplagant

dans celles-ci certaing A, par leur contraire A,
i i

V.6 —A lIa notion d’indépendance se ratiache celle d'échanitlon
représentatif, base de la théorie des sondages.

On dit qu'une partie 2 de Q est un échantilion représentalif
pour un sous-anneat A, de A& {ou pour la question Q) sil'alter-
native A, est indépendante de tout élément de A, ou encore,en
notant &, le sous-annesu unitaire engendré par A & les sous-
anneaux A, et A, sont indépendants.

On a done ?SZ {A) = PQ& {A} YACA, {1}

S
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et la détermination de P, mur 4 A nécessite seuiement de connai-
tre Py c'est-d-dire d’interroger les éléments de Q
a

Bien entendu, pour vérifier cette condition exactement, il
faut intarroger toute la population ; la notion d’échantillon repré-
sentatif prend tout son intérét si on fait de fréquents recense-
ments et qu'on se confente dans (1) d’ane approximation.

V.7 — Bien souvent les conditions d'indépendance seront seule-
ment satisfaites avec une certaine approximation et on cherchera a
déterminer une valeur approchée ?g de P qui,elle, salisfasse

exactement les conditions d’indépendance. )

Ainsi si un guestionnaire L comporte n questions @; suppo-
sées indépendantes pour Pey, PSI serz entiérement déterminée sur
4 par sa restriction sux aliernatives primaires A']

En effet 'hypothése d’indépendance permet de calculer

B o j.
Pgm A*) B Pq (A:’*}

1 '

et corame Jes hl Af‘l sont les atomes de A, ceci détermine comple-
— = i

tement P sur 4. On peut donc, & condition d’expliciter cette

hypothése d’indépendance, resireindre dans ce ces porticulier la

publication du recensement & ia diffusior,} des ?Q {A:i).
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