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Analyse probabiliste des tests
d’aptitude dits : Q. C. M.

por Bernard SORIN (Université de Tours)

1 est dans le grand ordre qu’il y
ait quelque petit désordre.

LEIBNiZ
{Essais de Théodicée IIT 243)

Le jugement des connaissances de candidats 4 un examen, &
un emploi, est un probléme délicat et toujours sujet 4 contesta-
tions passionnées, car des inférets précis sont en jeu. Parmi les
méthodes proposées, pour des raisons essentiellement de simplicité
de dépouillement, on voit se répandre depuis quelques temps le
systéme de controle par “questions 4 choix multiples™, appelé plus
briévement ; test Q.C.M. : un certain nombre de questions sont
présentées au candidat ; pour chacune de celles-ci on propose un
nombre fixe de réponses dont la réponse correcte ; le candidat
coche, pour chague guestion, ce qui i semble Is bonne réponse.
On s'efforce, bien entendu, de rédiger des questions trés précises, a
réponse unigue et non ambiguE. Ces fesis Q.C.M. ne sont pas &
exclusivité scientifique *.

Nous navons {intention ici de faire ni réguisitoire ni
plaidoyer 4 leur sujet. Notre point de vie est le suivant : dtant
donné gque ceite lechnique de contrdle esi utilisée, nous voulons
préciser dane quelle mesure “'le hasard intervient™, o est-4-dire dans
guelle mestire la présentaiion de la réponse correcte parmi &'autres

augmenie les chances de réussite d’un candidat. Dans ce contexte,
nous précisons également guelques problémes de décision et
d’estimation.

?

* por exepupie, dans un test de connmissanes pm}.ique de ' Anglais parié, wne phrase est
dnoncée, Yauditeur doit cocher un des 3 dessins ofi un Dol persounage ost rREpDEc
tivemieni “'singing™, “thinking'. Tsinking”,
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1 — D modéle probalsliste

Soit un test Q.C.M. comportant n questions & m réponses
proposées pour chague cguestion. Nous faisons les hypothéses
suivantes guant & la conception du iest el au comportement du
candidat :

H, Etant donné une question posée, le candidat connait ou ne
connait pas la réponse & celle-ci; 8’il ls connait, il répond
corectement, s’il ne la connait pas il choisit “eu haserd”

(avec égale probabilité %} l'une des m réponses proposees. 1
procéde de méme et indépendamment pour chague question.

H, En ce qui concerne la procédure de dépouiliement, chagque
gyuestion a méme coefficient (a méme “poids”} dans le test.

On remarguera gue ces hypothéses excluent entre autres la
situation ol le candidat ayant une “obscure ¢lartd” dune question
élimine d'office certaines réponses “outragevsement” fausses ; on
serait alors ramené, pour la question, a un choix restreint parmi m'’
réponses, avec m' < m. Elles se placent systématiquement dans la
situation ol le candidat vise le score maximum et choisit méme
dans l'ignorgnee ; en pratigue, il n'est pas exclu gu'un candidat
{trop 7 } serupuleux ne réponde gue s'il connait 1 question ; on
pourrait essayer de définir un dépouillement qui tende &
“renforcer” ce comportemernt, par exemple en pénalisant forle-
ment toute mauvaise réponss,

IYautre part nous nous placons dans une situation d'examen
et non de concours.

Dans ce dernier cas la régle de décision serait évidente : on
dépouille les scores de tous les candidats ; on détermine le score-
seuil ¢ tel qu'il v ait la guantité voulue de candidats dont le score
% est supérisur ou égal & € ; est déclaré recu le candidat pour
leguel x> 2.

Dans un dépouillement type examen il y a lieu de se figer an
préglable une régle de décision, ¢’est-a-dire une valeur seuil #,
vraisemblablement fonction de n et m . Nous en reparlerons.

-~

8oit un candidat C qui remplit un test Q.C.M. bien précise
{’est-a-dire pour lequel les paramétres naturels n, m, £ sont fixés

-~ 608 —
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(<2< n et m> 1}). Supposons que ce candidat connaisse avec
précision la répense 4 s questions {§ < 5 € n). ]l donne au hasard
les réponses des n—s autres. Soit X la variable aléatoire délinie
comme suit 3

X est ie nombre de réponses exaetes corhdes par fe candidat.
On 2 alors d’aprés les hypotheses faites :
X = g+ ¥
o Y est une variable aléatoire — nous noterons v. a. — gui suit
une loi binomigle de paramétres n —s et %
1
B (n-—s, “n“l*] .

Nous noterons penr abréger dans tout ce texte:
£ (Y} =P {n,p) la proposition suivanie : la variable aldatoire ¥
suit une loi binomiale de parameétres n et p ; ¢’est-d-dive :

P(Y=Kky=CEp*(1—p)F avec O<k<n.

La probabilité P{r), pour le candidat gui conmait s
questions sur les n, d'étre requ, si le score-seuil est £, vaut deng :

Legd ] .
= - e} = cx (L L1k
R(R) = POG0) = B> = T Ok, & (-2F @
Nous appellerons courbe de réussite le graphe de la fonction
s b P_(R) qui au nombre de questions sues par un candidat fait
correspondre ia probabilité P (R) que ce candidat a d’atre requ.

Exemplg: n=10, m=5, 2=8

Soit un candidat qui connalt 2 questions {5 =~ 2} & un test de
10 questions a 5 réponses ot la valeur seull est 6. La probabilité
qu’il a d’étre recu est la probabilité que ses 8 réponses au hasard
Iui fournissent au moinge4 bonnes réponses soit :

Py(R) = P(Y = 4) avec L(Y) = D (8,—]5')
donc :
Py (R) = P(Y = 4)+ P(Y =5+ P(Y“—“ﬁﬁ}%P(Y=?)+P(Y=8]

H

o @ @ + QPG+ QT - i) » old)
= 0,0459 + 0,0092 + 0,001 + 0,00001 + 06,0000 = 0,0563

On procéde de mdme pour les autres valewrs de g On
wrouve :

-.“609.“..




Bulletin de 'APMEP n°295 - Septembre 1974

] 0 1 2 3

4 & [ i

P.(R) 0‘m4| 0,0196|0.0663 [0.1480

00,3448 | 0.6723 1 1

Nous avons tracé en figore 1 la courbe de réussite correspon-
dante ; bien gue la construction n’ait pas de signification précise,
nous avons joint par une courbe continue les poinis du graphe. La

courbe en escalier :
y
¥

L
1

si GLs< 6
i B ss 10

ost Ia courbe de réussite du “candidat serupuleux™ {qui ne répond

gue lorsqu’il sait). L'écart

influence du hasa
I — De quelques exemples
Pour n= 30, m= 2
{figure 2), m = & (figure 3) et
différentes valeurs seuil 9,
nous avons tracé les différentes
courbes de réussite en nous
aidant d’une table des distribu-
tioms binomiales (cf. par
exemple [1]). Ces courbes
donhent une bonne idée des
conséquences impliquées par
le choix de ces paramd&ires dans
la construction d'un tesi

QCM, ,

N [ N PIR P RIN R

entre les deux courbes montre
™ (figare 1).

1& Wl Huok, lad, Fud
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tg. )

A0, Mk, |u®, %, %K,

]

En figures 4, 5 nous avons tracé les courbes de réussite pour
n = 100, m = 2,5 respectivemsnt et différenies valeurs de ¢ .

e v

L% ] Hux0, a1, lase, 0 o, 0,08 0
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Approximation Gatssienne
Pour n sulfisamment grand * la loi B (n.p] peut éire
approchée — d'aprés le théoréme “‘de la limite centrée™ — par une

toi de Laplace-Gauss de méme moysnne np et de méme variance
npq {avee q= 1--p); nous noterons cette derniére loi:

L. G.{np, npg) ; autrement dit :
PiR)=PY =i~ on L(¥Y})=230 (nws.%)

vaut sensiblement :

P(R)>P(Z3¢—s) ol ‘c{zgzL.G.(“;ﬁs.(“"S}“fl?“l}}
done
P (R} = P(z’;&"l%“lﬁ; avee 'Z’=—z--§~“i
it—=5
B ="m
gz = A0 smzmw}. o0

Par suite :
PR} > 1—4 (m \\\\\\\\\ U

+ En pratique ol Papproximation sera satislaizante pour n 2230,

612 .
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ou & (1} est la fonction de répartition d’une v.a. L.G. {0, 1} c'est-&
dire
2
1 t x

F{t) = —pE = e 2 dx

vﬁer — o

fonction tabulée sur tous les manuels de Statistiques {ou of. par
exemnple [ 21).

. &
En pésumeé

. g{Rtim—1)s—0m
A A 1

M1 — De quelques régles de décision

A) Régle naive

H est bien stabli dans les esprits que la “moyenne’ de n est

®k
7 Nous appellerons “naive”™ la régle qui consiste, dans un test

Q.C.M, a choisir pour valeur seuil la valeur ¢ = % , car efle nous fut
présentée par un éudiant qui la considérait comme la seule
“juste’, [Mais cet étudiant était-il bien naif 7 }.

Imaginons toutefols un singe dactylographe conditionné 3
cocher une et une seule des réponses de chaque question = ou
disong un cancre parfait en ce sens qu’il ne connail auwcune
réponse ! 5= . Ba probabilité de réussite a un el fest —pour
lequel € =3% — est donnée, en fonclion de n et m, dans e tableau

{B). Elle est loin d’étre négligeable poux de faibles valeurs de m.

*  Founr g ~podérément’” grand, on peul ameliorey approximation goussicnne de fa
distribution binomiale en cllzant W8 rorreekion dite “de gonlinuile”’, o'est-d-dive que
I'ai évalue &

POY st vy =B
Pax
aemp—3| . & nn—a+2
Vrpag J \/_n Yy

Y ay T ~'>(

Caite formule coodwit i

ntFm—1ps—¥m+2
AP bl )
L VeE-smwm—U

=% Cetle propoRuon fut repyadée 1L v a guelques années par un ancien chef Je 'Etat
farsgue B = 20,

&13.
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R " 2 3 4 5 10 25 100
1 8.5000 { 85,3333 | 0.2500 | ¢.2000 { 01000 | 60,0808 | D,0108
2 €. 7500 | 6 8555 | 24375 | 0.3600 | 0.31900 ¢ 0975 § 00158
3 8,6000 | 62883 | 61863 | 0.1040 | G080 | 00073 | 0.0003
4 L6R7S | 04074 { 02617 | 01808 | 00523 | 0,0140 | 0,0006
3 « | 05000 | 02089 | 01025 | 00578 | 00085 | 00011 —
] D.6563 | 0,3186 | 01684 | 0,0088 { 00158 { 00022 e
7 4.6000 | 4.17423 | 0,0708 | 0.0333 | 0,0027 | 0.0002 —
] 06367 | 0.2587 | 0.1138 | Q.0BG3 | 00050 | 60,0004 i
8 O.8OB0 | 0,1440 § 0,0194 | 00194 | 0000 — -—
10 66231 | 09151 | 0,078 | 60,0328 | G.0018 — —
20 0.58%1 { 00819 { 0.0139 | 00326 e —_ B
30 6.5722 | 60,0435 | 0,0028 | 00002 — — e
100 0.5368 | 00004 e J— e — _

Tablegu (6} : Probabilités de réussite au test d'aptitude du singe
dactylographe lorsque ® = Ié— .

Dans e cas limite o m= 2 elle esl méme égale 3 1/2 s5in
impair (et supérieur & 1/2 si n pair) ; ce résuliat est immédiat si
on remarque que la distribution 9 (n.~-§) est symétrique par

rapport 4 ia valeur n/2. Nous avong tracé les courbes de réussite
pour n= 100, £ = 50 et m = 2,3,4,5 en figure 7.

Pour monirer comment ces courbes évoluent avec n nous les

avons fracees ¢n figive B, pour m= § ¢f n= 100, 200, 300, en
utilisant Papproximation gaussienne {formule B).

—6l4-
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tig T
| %13 a.wo, benn ; ma3, 8, 4.8 (Rhgts maiva

B e s 1t e

T

U ®er, Bl g w10, 300 tRigle e}

by im 1

1

Sy = et e A v i i iy e i ]

“y

¥ »

B) Régles de décision £ = ¥'n (0< £ < 1). De quelques siratégies
dans ces situations. '
Dans le méme esprif que précédemment on peul considérer
des tests ol Ia valeur sewil est une fonction fixe, choisie arbitraire-

ment,den: €= £n(0< ¥ < 1);paresemple ¥’ =

Nous avons représenté, en figure 9, les courbes de réussite

pour szn;m: 2,3,4.5 ,n= 100,

615 —
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¥

PAR) fam, Jumt, Mo 5,300

Supposons que on appelle “mauvais éldve” celui qui ne
conngit gque s guestionssurles n,avec 0 < g < an, ou 4 est une

constanie donnée vérifiant 0 < a < 1 (par exemple a = -4").

Nous nous proposons de construive un test Q.CM. o la
probabilité pour un maouvais éldve d’8tre recu est majorée par o
{par exemple &= 5 %). On peut nlors procéder de diverses
maniéres (nous nous placons ki dans les conditions d’approxima-
tion gaussieénne des lois binomiales) :

1} n constant ; m constant ; choix de '
Daprés Ia formule (B), P_(R) vaut sensiblement :
1+ {m—1)a—m
iy .
( v (I=aj{m—1} & )

Soit ty la valeur telle que F{—t,) = « (i, = 1,6448 pour
a=8% it = 23286 poura = 1 % ;ete ..}

@ {t} etant une fonction croissanie, pour majorer par &
V'expression précédenie, i s’agit alors de prendre £ tel que :

1iimoDa—tm -, ©
£ ]

g}{i—a)imwi

d'ot :
, {{—a)(m—1} (m—1ja+1}
¢ m n ¥ m

&6 -
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Exemples :

Soit n= 100, a=; pour a=005 a=00l e
m= 2,3,4,5, on obtient les valeurs seuil £ minimums suivantes :

n 2 3 4 5
@
4,05 70 857 59 44

0,01 78 | 60 | 53 | 49

2) m constant ; ¢ constent ; choix de n.
[D’apreés le probleme est possible si :

1+ {m—1la—¥m<0
80t

ef 'on doit prendre @

ty (m—1) {1—a)
{(2'm—1) = (m=1)a)’

n =

Exemples : ; L
Soit m= 4, ¥ =g, 277
{rn obtient : pour o = 5 % n > 98
pour & = 1 % n= 196

3) n constent ; ¢ constant ; cholx de m.
Daprés ©) le probléme est possible si :
l—a+{a—¥¢im<0
ce qui impligque :
1—a
: ¢ —3a
et I'on doit prendre m > m, ou m, est la plus grande des deux
racines {Loujours réelles ot positives} de 1équastion @
(e —ay’ ty ta
m? e [28 - Qo —] +{l~at] =0
n n

a<<® e m>

817 -
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Exemples
it n— 1 1
Soit n= 100, £’ = 3 1=
On obtient :. pour o = 5 % m > 4
" pour =19 mz5.

C) Régle de décision 1)
Imaginons un test d’aptitude pour lequel £ = 121- et ou I'on ne

propose pas de réponses aux diverses questions (m = 0); c¢'est le
cas des examens traditionnels. La courbe de réussite est alors du

type :

1 e
J H
]
| i
1 : I -
2 } '
1 t
I |
] ] .
0 n n $
2

On peut alors définir dans le contexte @.C.M. une autre régle
de décision — que nous nommerons D — en imposant i la courbe
de réussite de passer par le point [, c’est-a-dire en imposant aux
parameétres n, m, £ la contrainte :

1
Pﬂ (R) = >
2
(la probabilité qu’un candidat sachant la moitié des questions

posées soit regu est —2-}.
. Si nous sommes dans les conditions de approximation
gaussienne, cette contrainte se traduit par :

n+(m——1)—121—ﬂm‘ 1
® )

JEm—y |

n+[m-—1)%—2m =0

d’ou :

—618 —
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501t :

¢ = nim+ 13}

- 2m

La formule @ conduita: ¥, = wmféﬁ 4 2 ; en pratique,

on prendra pour seuil la partie entiére de cette derniére BXpres-
sighn ; la courbe ne passera pas rigoureusement par [. Nous avons
tracé, en figure 10, les régles D pour n= 100, m = (1) at
n= 100, m = B{2}.

sy, bLam " g M
¥ ] Ra W, sowrben gl A
Wad , lew w

" ) ™ ™ s §

D) Régle Minimax

Nous allens définir {nous ne sommes pas exhaustifs) one
derniére régle de décision dite minimax.

Appelons “mauvais”™ éléve un éldve pour lequel s<an et
“bon” dléve un éléve pour leouel s2 b avece 0<a< b« 1. Un
test Q.C.M, atant bati, faire choix de & = ¥'n(0< £ < 1) c'est
s'exposer & deux types de risques :

1 — Risque de type 1: recevoir un ‘mauvais™ éléve ; la valeur
maximum R, de ce risque est : P, (R}, s0it sensiblement :

R] :q)(i'i"{m“_l}a“érm ﬁ

Vil —ayim—1)

619 .-
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2 — Risque de iyvpe 2 : refuser un “bon” éléve ; la valeur maxi-
mum R, de ¢e deuxiéme risque est: 1 — P, (R}, soil sensible-
ment :

!
N Ym—1—{m—1)b
vo= o (LR VT
4 g 1
PRF

%
i
i
o
}
| i

] [ AN 1 H ¥

Ces risques sont antagonistes : quand { ecroit, R, decroit et
R, crolt (cf. figure 12)

ry _— 0 tux Yy 12
My B $o i, Ml
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11 en résulte gqgue le risque maximum encour :
R = Max (R, ,R;) est minimum pour B, = R,, ce qui est obteny

pour :
1+ (m—1a)vI=b+(1+(m—1b)/1I—a
m(yI1—6 + /1—32)

C'est la solution dite minimax,

2 =

Lorsque les valeurs a et b sont symétriques par rapport &
&, oh peut poser :

2’
4 = L
2 1
<d< =
; i 2
ib=3+d

La formule précédente se simplifie en :

b M1 f1
o= 1 m_4d

On remargque gue cette solution est sfable {ce qui est assez
satisfaisant pour ['esprit), pour des valeurs de d pas trop élevées,

el pratiquement égale 4 la valeur ¢' = n;!;l , déja obtenue pour la

régle ) (cf. fipure 13 oU nous avons indiqué par des croix, pour
m = 3, des solutions minimax exactes déterminées lorsque
A= 1003

3 . ty 1%
¥ Bliathgin WwishE Jret W 3,3,08

Rrki Y

0l
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I¥ — De 'estimation des connaissances

Au [li nous nous sommes placés dans optique de la
construction du test ; plagons-nous maintenant dans celle de
Panalyse des résultats. Plus précisément, soit le probléme pratique
suivant ; “Sachant qu'un candidat a fourni x bonnes réponses,
quel nombre 3 de guestions connaissait-ii réellement ? ™.

Nous ne fournirons pas une estimation préeise {*ponctuelle’”}
de s mais nous utiliserons la méthode destimation dite par
“interpalle de confiance” (¢i. par exemple { 3] pages 200-204},

Faisons choix d’un risgue 2a {par exemple « =5 % ou
a=1% ..). Nous avons vu au § gue le nombre de réponses
exactes fournies est :

X=35+Y avee L{Y} = D} {nms,%})

51 'on néglige les deux “guenes de distribution”™ de 1z loide
Y qui ont chacune une probabilité &, on est amené a affirmer — au
risque 2a — que :

Y, avec :@ 1y = Bup #r;?(Y(r}éa

r. = Inf 31‘ ;P(Y}r)éaz
soif, ce qui eat équivalent, si "on posséde s tabulation de -
Empiry= § Chpgt
k=

T

x, =8up%r;E(n~s,-é;r)} lwug

fl

v, = Sup ﬁ;E[n*s,;ﬁ;r))ai

a affirmer que : G+ SXEstr

Lorsque & varie de O i n ces refations définissent un certain
domaine gui permet inversement, pour un x donné, d’estimer un
intervalle 15, , 5, | auquel s appartient vraisemblablement.

Sur les figures 14-16 nous avons préeisé ces domaines exacts
forsque =30 ; m=2, 3, 8, avec a = 5 % (respectivement
n = 1 % en pointillé) ; on a construit intervalle d’estimation de s
pour un candidat qui a fourni x = I8 bonnes réponses : par
exemple, en figure 15, si un candidat a donng 15 réponses exactes
4 un test Q.C.M. de 30 questions & 3 réponses, on peut penser {au
risque 10 %) qu’il conpaissait en fait entre 6 et 16 réponses
(respectivement entre 3 et 17 au rdsque 2 ).

- H22 -
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Approximation gousgienne
Dans la mesure ou "on assimile la distribution B (n — s, —") a

la distributien L.G. {nms {ﬂ“"s)é}m 11]

1 les valeuss r, et r; sont

données par :

o= et = T = 1)
n—s ot t, est défini par (—t,)=a
. Ty .—;—m—-i---— b/(nms){m 9]

et Jorsque s varie ces valeurs délimitent une portion d’ellipse.

Exemple :
Sin= 30 ;:m= 5, les valours de r sont données par :
6+5s+0,6579 /305 sig=5%
el :
6+%siﬂ,9318m sia=1%

On a tracé ces domaines elliptigues sur 1a figure 16.

V — Conclasion

On pourrait prolonger cette élude en se demandant ~ entee
autres — ¢ qu’il en est

1) pour des tests **mixtes™ : par exemple n, guestions & m,
réponses et n, questions & m, réponses ; si la valeur seuil est R, si
le candidat connait s, questions de la premiére catdgorie ot &, de
la seconde, la probabilité qu’il a alors d’étre requ en répondant au
hasard aux questions non sues est :

s’ 52 iRy = P{s, +s, + X, + X, 28}

oh : LX) =B {m #81,%}

X)) =B iny ““"'32,;1“.{“;)

- 625 -
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2} pour des questions ‘“‘pondérées’” ¢ par exemple n,
questions a m, réponses i coefficient a, et n, guestions a m,
réponses i coelficient 2, ; on a alors :

Py 5 (R} = P(N=21®)
ou N= a,8; + #4385 4+ a, X, + ay Xg, Xl at Kg suivant les lois
précédemment explicitées.

Ces prolongements nécessitent Pétude de la distribution de
X; + X; (respectivement a, X, + 2, %: }: les courbes de réussite
deviendraient des surfaces de réussite ;

(81,8) b= P o

{R}

On ne peut donc s*attendre 4 une analyse simple de ces tests
Q.M. “mixtes” ou “pondérés”. D’auire part, ces derniers se
répandent peu : le test Q.CM, ne tient pas, semble-t-il, i perdre
son principal élément de séduction ; son extréme simplicité de
dépouillernent. '

En résumé. nous avons eté amensé ici ©

- & donner une formulation probabiliste des réponses 3 un
test Q. C.M.

-~ & cerner avec précision le *rdle du hasard” pour un certain
nombre de tesls

— & définiz, a partir de critéres précis, des régles de décision
quant & la construction de ces tests

— & donner une estimation du nombre de réponses réelle-
ment sues partant du nombre de réponses exactes fournies.

A nos yeox, V'essentie] est surtout d’aveir vne idée précise des
conséquences impliquées pur le choix des paramétres du test
Q.C.M., dans la situation — bien naturelle - de réponse méme dans
Pignorance ; or celles-ci ne sont pas toujours trés nettes dans
V'esprit de tous les utilisateurs.
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