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1
ETUDES

La notion de cloture

et ses applications
pard C. HERZ

1 - CLOTURE ABSTRAITE (BIRKHOFF 1548)

E est un ensembls muni d’une relstion d’ordre notée £ |, Une
application o dans E est appelée une cldture si elle vérifie les
trois propriétés :

(1) (¥x¢E) x<ax (exiensivite)
{2) (Vx, yeE) xgy=aex<ay {isotonie)
(3} e~ = e (idempoience)

Exemples :
a — Clatures triviales :

a; - Vapplication identique a: = — x ;
a; - 5%l existe un élément maximum I, a: x — I.

b — Dans @ ou R, "application associaht & un nombre X sa valewr
par excés 4 p° pres {p entier positif, n entier).

¢— Dans N, si e notation x € 3 szignifie “x est multiple de ¥*,
I'application associant 4 un naturel x le nombre ayant les
mémes facteurs premiers, chacun figurant avec 'exposant
¢y -1
¢, - égal au plus petit des exposants des facieurs de x .
Un élément clos pour une ¢loture o est an élément invariant

par . En vertu de lidempotence, I'ensemble des éléments clos
est 'image a E de o . :

— R90 _




Bulletin de 'APMEP n°295 - Septembre 1974

2 - CLOTURE ENSEMBLISTE (MOORE 1910)

Dans toute la suite E sera engemble §F (A) des parties d'un
ensemble A, crdomné par Pinclusion. Clest alors un treillis booléen
complet. Une cléture de E sera appelée ¢ldture dans A, un
élément elos de E une partie close de A.

I.2s axiomes de cldture s"écrivent :
(1) (YXC A X<aea X
(%) (YX, Yo A} XCY=>gaXcCa¥
8y (VXC A gaX=aX

On voit facilement que Pensemble « E des parties closes de
A posséde la propriété : '

{4) (YVFCak) (QX)&&E.

(Dans le cas ol F est vide, ¢y X est A).

Nous disons que o E est stable pour Uintersection.

Réeiproguement, si C est une partie de E vérifiant :

. {_\ 1N

(8) (¥FCC) {f ¥ XjsC.
1a tratsformation de E associant 3 X Vensemble :

F.]

s s /"\

& X ¥ X ¥
Ye C

est une cldture dens A dont Uimage et € . On voit gu'icd une
clbture est enticrement déterminée par Pensemble des elos.

3 — EXEMPLES

Dans Lo ptupart des exemples de ce paragraphe, on definit un
ensemble ¢ dont on peut vérifier qu'il satisfait & 2(5) ; on peut
donc en déduire une cldture par 2(6).

a— 51 4 est le produit cartésien de deux ensembles, la
comespdndance gui & une partie X de A associele §roduit % de

ses deux projections est une cldture dans A, est appelé
fermeture rectangle de X,

b 8 A et B sontdeux ensembles et R une relstion de A
vers B, la correspondsnce gui & une partie X de A  assorvie
Pensemble des éléments de A qui sont dans 1z relation B avec
tous les &léments de B qui sont dans Ia velation R avec tous les
éléments de X est une cidture dans A . (EVERETT 1944).
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c— 8 A est un espace métrique, 'ensemble O de ses parties
fermées vérifie 2(5). La clOoture cormrespondante associe & un
ensemble de points son edhérence {ou fermeture).

d--8 A est un groupe, Pensemble C de ses sous-groupes
vérifie 2(8). La cldture correspondante assovie & une partie X de
A le sous-groupe X engendré par cetie partie (13 . Propriété
analogue pour les anneaux, corps, modides, espaces veetoriels,
algébres.

e— 581 A est un anneau, l'ensemble € de ses iddaux 3
gauche vérifie 2(5). La clbiure correspondante associe i une partie
de A 'idéal a gauche engendré (1.

I~ 8 A est un anneau commutatif, 'ensemble ¢ des
parties C de A telles que tout élément de A racine d'une &qua-
tion algébrique & coefficients dans C appertienne & € vérifie
2(5}. La cldture correspondante associe 3 une partie de A sa
fermeture aigdhrigie.

g—8i A est I'espace euclidien R?, Mensemble C des parties
convexes de A wvérifie 2(5), La cloture correspondanie associe 4
un ensemble de peinis son enveloppe convexe.

h—S8i A est le camé cartésien d'un ensemble B, ioute
partie de A est le graphe d’une relation binaire damg B. L’en-
semble C des graphes des relations iransitives dans B vérifie 2(5).
La cldoture correspondante associe (par leurs graphes) & une
relation dans . B sa fermeture {rensitive. Propriété analogus pour
les relations réflexives, symétriques.

4 — CLOTURE DEFINIE PAR UN ENSEMBLE D’OPERATEURS

Soit g un entier positif. Une ralation R (g + 1) — aire dans
I'ensemble A peut &tre identifiée a I'application « de A® dang
T{A):

ol {ERy e xq] [J— . 3 S I R(xu"....,xq,xq+1} : .

Nous appellerons «» opératenr d g argumenis dans A.5i R
est fonctionnelie (resp. semi-fonctionnelie) en x_ ., ¢’est-d-dire si,

pour tout x de A%, lkex|=1 (resp, {wxi< 1), w sera dit
fonctionnel {resp. semi-fonctionnel} ().

(1} 8§ ¥ est vide, £ estis sousgroupe & un alEment. On pourrait définir une autrs
cioture en edjoignant & (7 la pardic vide, gui serait alors siose. Méme remamgue pouy
leg iddaux dun anwesn,

{*) Voir paragraphbe B,
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Une partie C de A sera dite close pour w.8i w CR C C.
{Ici et dans Ia suite, w B est mis pour }'EJB w X}

Soit ¢ unensemble $opérateurs dans A. L’ensemble C des
parties de A closes pour tout élément de £ vérifie 2{5).

La cloture conrespondante’sera notée C% ¢ .

Parmi les clotures données en exemple au paragraphe 3, la
plupart peuvent &tre définies par des opérateurs ;

a— On considére 'opérateur fonctionnel <« associant au
cauple {(x,y)(v'.2)) d’élémentz de A le singleton z(x,z) 2 Les
parties closes pour w sont les fermetures rectangles.

¢ — 8i 'opération de groupe est notée multiplicativement, on
considére I'opérateur fonctionnel unigue

w : xy) — ixtyl
Les parties clases sont les sous-groupes et la partie vide, Pour une
algebre A surun corps commuiatif K , ol les opérations internes
sont notées + et » et 'opération externe notde miltiplicative-
ment, on considére ’ensemble d’opérateurs fonctionnels
U jw;,w,f{ oi 7 est en bijection avec K, a de K étant
associé ' ur _
X » } lx!,ug Dy} e §x+y:,w; 1{x,¥} ~ 33{#?;.
Les parties closes sont les sous-algébres et la partie vide, Propriétés
analogues pour les anneaux, corps, modules, espaces vectoriels.

e— 8i les opérations d’annesn sont notées additivement et
multiplicativement, on congidére I'ensemble d’epérateurs fonction-
nels 2" u} ol ' est en bijection avec A, 4 z¢ A étant
associé lopémieur xrmJz2x}, e w:{xy) > x—yf, Les
parties closes sont Jes idéaux a gauche de A et 1a partie vide.

f— L'ensemble {3 est formé des opérateurs w,, {p entier
positif} associant a une suite {a{,,a,,'m,ap;t, d'éléments de A

{'ensermnble des éléments x de A vérifiant ;go axt= 0.

g — L'ensemble § est formé d'un opémteur unigue w
associant au couple (x,y) le segment d'extrémités x et y .

h - L’ensemble ) est formé d'un opérateur semi-fonction-

nel unique « associant au couple {(x.y), {v.2)) la partie vide =1
y# vy, lesingleton 3(:;,3}‘? siy=y.
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5.*- CONSTRUCTION RECURRENTE D'UNE CLOTURE
DEFINIE PAR OPERATEURS

8i une clature dans un ensemble A, notée € ¢ g, est définie
par un ermemble d'opéruteurs 1, on a pour toute partie X de A
la relation
(1) CeoX = 4 X,
avec
2 X, = X ¢
@By X4, = X U ::ﬁ’n w X 90
(e etant le nombre d’argumentis de w .

Dans certains des exemples du paragraphe 4, le processus de
construction est fini. Ainsi, pour ia fermeture rectangle,

Clp X = X.
Pour 'enveloppe convexe dans R®, ona
Clg X = X (GHOUILA-HOURI 1962)
Dans le cas ol § ne comporte que des opérateurs a un seul
argument, les formules (1) a (3) peuvent étre remplacées par

(1N Ctg X = NJ v,

ieN i
avec
@) ¥, = X
(3 Yy = c}gjg @ Y,

6 —CLASSES DE FONCTIONS CALCULABLES (LACOMBE
1960}

fci Pensemble A considéré est celui de toutes les applica-
tions de N® dans N, pour tout pe N (appelées dans ce pars-
graphe fonctions). Les opérateurs considérés sont fonctionnels ou
semi-fonctionnels ef conservent la caloudabilité effective :
opérateurs de composition, de récurrence, de minimalisation, ete,
En choisissant un ensemble X de f{onctions eslculables et un
ensemble 2 de tels opémteurs, on définit une classe C¢ g X de
fonctions eaicuinbles, Lelle gue Ia classe des fonctions récursives ou
celie des fonctions réeursives primitives,
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Si on s'intéresse aux semi-fonctiony (fonctions non partout
définies, ou application d'une. partie quelcongue de NP dans N,
pe N), on definit des classes de semi-fonctions calculables au
moyen de ceriains opérateurs qui sont alors tous fonctionnels.
Voir Particle cité.

Donnons quelques détails dans le cas phlus simple de fonctions
et semi-fonctions d'une variable (transformations et semi-transfor-
matinns de N). {ROBINSON 1950} La classe des fonctions
récursives d’une variable est C ¢ 3?‘“4 s,e% cil

:x = x+ 1 fonction successeur

1 x = x— ([ %] fonction exeds sur un carrd

: (fg) = ifog | opérateur de composition

L) v 1T+ g1 opérateur d’addition

L ¢ sifiNy= N
1} sinon

TR W

opératenr d’inversion

£} (%} étant le plus petit entier y tel que x = f(y).

f.a classe des semi-fonctions récursives dune variable est
o }7‘,&',{ i ;s.eg - Tei

Y (6g) = {h

ol hix) = flg(x)} pour xe D ﬂg z’ig(z}e{){% ;
o (1g) = |k}

ou k(x}) = I(x)+ g(x} pour xe D "D, ;
C o= el

ol R(x) estle plus petit entier y tel que f(y}=x

pour x telque{ 3 y) fiy}=x o Jo,¥] C D,
(D, désigne I'ensembie de définition de f).

7 — LANGAGES {GROSS-LENTIN 1967)

Jci A est Pensemble V* des suites findes d'éléments dun
ensemble V (généralement fini). On appelle longueur d'une suite
Ie nombre de ses termes,

L’opération de concaténation dans A sera noiée ici multipli-
cativement. Elle donne 8 V#* la structure de monoide libre.

Un langage sur V est une partie L de V* . Sa définition
fait appel 3 trois types d’opérations :
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a — Les opérations booléennes sur les parties de V¥ |

b — Les opérations de concaténation sur les parties de V¥ :
L, L. = isy F xe Ly, yeng 3
L* est 'ensembie des concaténés finis d’éléments de L.
¢ = Les cldtures par ppérateurs, gui vont étre développées ci-aprés,
Nous définirons d’abord un opérateur explicite & q argu-
ments au moyen d'un gquadruplet (q, p,a, o) ©
p et g sont deux entiers positifs.

a est une application du segment [Q, p] dans V*
¢ est une application du segment |1, p] dans le segment

it q].
L’opérateur associé w est fonctionnel et défini par :

@ (g5 s Xy ) = ‘a x. a x

$ 2 %g, 8 .8 , X a%

53 #-t TGL TP

Nous deéfinirons ensuite un opérateur implicite & q
arguments ag moyen de g+ 1 opérateurs explicites ¢, ¥, ., ¥, ...,
¥, avant le méme nombre d’arguments, n

W{Xl ,...,xq) = z‘;’"(YI mwyn) ; \f” (5'130“95',,} = Xy >-"s\lf'q (Yt,---,!fn) = Xq 2
On retrouve les opérateurs explicites comme cas particuliers :
by
l#i : (YI 3‘"‘9 Yq} L d yi

Comme exemples d’opérateurs explicites, on a les opérateurs

préfixes :

=q;06, =i;a videpouri> 0;a, delongueurl;
les opérateurs postfixés 1 p=q o, =1, a vide pouri <p; a, de
iongueur 1 ;

les opérateurs infixés : p~q = 2506, =i a8 delongueurl;a_ et
a, vides {notation non parenthetique) ot a, et &, de ionguem 1,
distincts entre eux et de a; {notation parenthethue}

De tels opérateurs sont utilisés dans la construction des
formules de mathématiques et de logigue.

On trouve des opérateurs implicites dans les systémes
combinatoires {ces opérateurs sont appelés dans l'ouvrage cité
[schémas de] productions). Dans la forme générale, g =1, n= 2,

¢ (Y, ¥2) ™ oayiaya
¢ A{¥i,¥) = bybyb
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Dans Jes productions semi-thuiennes, a ot 24 bo ¢t b, zont
vides. Dang les productions normales, a,, a;, by, b, sont vides
Bans tes productions antinormales, a,, a,, b, , b, sont vides,

Un C-langage L se définit au moyen d'une partition de V
en deux parties V, {vocabulaire auxiliaire} et V. (vocabulaire
terminal), d'un éiément 5 de longueur 1 de V} (axiome} et d'un
ensemble £ d'opérateurs semi-thuiens ou le coefficient a, de
chaque opérateur est de longueur 1 eidans V) :

L=crashnv
L’ensemble
crafal)ynv
est appelé catégorie syntaxigue de a, .
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