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Introduction a la géométrie projective
par J.C. CARREGA (IREM de Lyon}

1 Qrigines de la géométrie projective

Bien gque la notion d'espace affine
constitue un bon modéle local de Vespace
physigue, ce modéle semble insuilisant

£} pour rendre compte de notre vision des

choses.

(‘? Ainsi deux droites paralléles peuvent
Q étre puey concourantes par certains observa-
tOurs.

Ceci est di en
parfie au fait gque
notre oeil trans
forme le réel en rétine
images. par ‘projec-
tion -centrale”, le
cendre de projeciion
étant la pupille,

" Fay o lumineux

pu pii]t:" ,”/‘

On peut donc dite que nous avens une vie projective du
monde.

C'est Putilisation de la représentation en perspective en
peinture et gravure gui a2 conduit le mathématicien Desarpues
{1591-1661) a concevoir une nouvelle technique géométrigue : la
geométrie projective.

Pour bien montrer [origine artistique de cetie géoméirie,
signatons parmi les disciples de Desargues {autres gue Pascal) : le
graveur Bosse et Philippe de la Hire dont ie pére, le peinire
Laurent de la Hive, était un ami personnel de Desargues.

2 Inconvénients de ls gdométrie affine

Pour motiver notre étude, signalons quelques inconvenients
de la géométrie affine.
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a} Lormsgu'interviennent dan$ un probléme de géométrie plane

deux droites distinctes P et D, ‘on ne peut pas toujours consi-
dérer leur point d’intersection. I1 faut distinguer deux cas
suivant gue les droites D et IV sont paraliéles ou concourantes |
ceci alourdit 'étude et masque parfois un résultat géneéral.
Pour uniformiser notre étude, on a parfois envie de dire:
lorsque les droites D et I sont paralléles, elles se coupent &
Finfini, - .

b) Si les droites D et D' n'ont pags § pour direction, on peut

5 définir en géomeétrie plane

Ia projeciion de D sur IY

b parallélement & 5. Cette

application est d’ailleurs
une bijection de I sur I¥,

Par contre ©

Soit A un point n"appartenant pas aux droites distincies D et
D’. On appetle projection de centre A de D vers D’ la fonction
qui a un point M de D fait correspondre le point M’ de I’ tel
gque A, M, M soient alignés. Ceite fonction n’est pas une
application car M, de D n’a pas d’image, de plus elle n’est pas
surjective car M, de ID' n'est pas atteint.

Il semble donc gue le plan affine ne soit pas un terrain
convenable pour 'étude des projections centrales ; pourtant on
peut aveoir envie de dire :

1 — L’image de M,, est le point 4 Vinfini de D' et M| est I'image
du point & Uinfini de D.

2 - - La projection parallélement 3 § est un eas particulier de la
projection de cenfre A, lorsgue A est le point 4 Dinfini de §.
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Soient D et D' deux droites affines munies de repéres, et a, b, ¢,
¢ des nombres réels (¢ # 0}. Seoit f la fonction de D sur D' qui,

. 4 un point M de 1) d’abscisse x, fait correspondre le point M’ de

d)

ax+thb

D’ d'abscisse x" = “754 -

f n’est pas une application car le point M, de I &’abscisse - g

n'a pas d’image et f n'est pas suriective car le point M} de I
¢’abscisse %n’est pas atteint.
On peut avoir envie de dite ete ..,

Boit A et B deux points distincts d'ane droite affine D. Soit 0
le milieu du segment AB.

Tout-point de D autre que 0 posséde un conjugué harmomque
par rapport. & A et B. On a envie de dire que le conjugué de 0
est ete ..

Vers 1a construction ¢"un pian projectif

Intuitivement un plan projectif est un plan affine complété par
un certain nombre de points {gu'on pourra appeler points a
Pinfini} de fagon que deux droites distinctes quelcongues aient
un point commurn. .
Essayons de faire une telle construction,

Soit P un plan affine. Intuitivement il faut ajouter a P autant de
points qu'il y a de directions de droites dans P, Soit D
Pensemble des directions de droites de P.

8i D est une droite de P, on notera o, la direction de D.

Soit P= PU D. P sera appelé plan projectif, les Sléments de D
seront appelés points 4 1'infini de P,

Qu 'a]!ons—nqns appeler droite dans Fo

Si D est une droite de P, D=Duy 5«1 n g sera par définition
une droite de P. Voyons si deux droites distinetes de P ont un
point commurn {et un seul).

{&p ¥ ag: = D non paralléle a I’
= D et D’ ont un point commun {et un
seul)
=DetD ontun point commun (et un
ou seul}

o
#
=l
§

(ap = ag: et D# D'} = o, est un point commun
& D et D et c’est le seul
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Mais on aimerait conserver pour P une propriété de P, i savoir

- gue par deux points distinets passe une droite et une seule ;

donc si ap, F ag- il faut gqu'll existe une droite de P qgui passe
par oy, et oy-. Pour cela on est amené a déeréter que 1 est
aussi une droite de P (on Pappelle droite a Pinfini de P).

En résumé, le plan projectif F =P U D posséde une droite
particuliére D appelée droite a I'infini, toules ses autres droites
sont de la forme D= DU 3“0}' ou D) est une droite de P de
direction oy,

Nous ne retiendrons pas la construction précédente eomme une
“bonne définition " du plan projectif car cette construction fait
jouer & certains points {points a 'infini) ¢t & une droite {droite
a {'infini} des roles particuliers,

Nous aimerions plutdt une définition d’un plan projectif € ne
privilégiant aucun point et aucupe droile de §, mais telle que
foute droite de F puisse éventuetement jouer le rdle de droite
a Vinfini ; c’est-a-dire : Quelle que soit la droite D de F, 1

 existe up plan affime P tel que §= PU D,

1| existe plusieurs voies permettant de donner une définition
acceptable d’un plan projectif, Notamment une méthode
axiomatique et une méthode algébrique.

Méthode axiomatique . On introduit trois notions: plan,
points, droites, lites par certaines relations ou axiomes.

T est un ensemble appelé plan, les éléments de ¥ sont appelés
points, cerfaines parties de ¥ sont appelées droites,

Il ¥ a plusieurs choix possibles pour les axiomes et Pordre dans
lequel on les introduit, mais i semble naturel de commencer
par :

Ax : Par deux poinis distincts passe une droite ef une seule.

Ax * Deux droites distincies ont un point commun.

Bien siir i} faudrait ajouter ¢ autres axiomes.

Méthode algébrigue - Elle utilise la notion d’espace vectariel,
Pour montrer comment on v est conduit assez naturellement,
considerons la figure suivante :
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1
‘?’ \
P S

E étant un espace affine de dimension 3 sur un corps K, soit P
un plan de B ot O un point de E n'appurienant pas ¢ B. On
désigne par P’ le plan de E paralldle 3 P passant par 8,

Les droites de E passant par 0 peuvent étre classées en deux
catégories :

1 — Celles comme M qui ne sont pas contenues dans P'. Leur
ensemble est en bijection avec P.

2 ~Celles comme M qui sont contenues dans P'. Leur
ensemble est en bijection aver "ensemble ¥ des directions des
droites de P. .

Bong 'ensemble des droites de E passant par 0 est en bijection
avec Pensemble P = PUD introduitav 3 a).

It semble donce que les droites de E passant par O vont nous
permetire d’arriver 4 une definition du plan projectif,

Mais Pespace affine E pointé par O est muni canoniquement
d'une stracture d'espace vectoricl dont les droites veetorielles
{sous-espace de dimension 1) sont les drottes passant par 0 ; il
suffira donc de s’intéresser 4 un espace vectoriel E de dimen-
sion 3 et 4 ses droites vectorielles,

4 Dafinjtion d’uan plan projectif

Soit £ un espace vectoriel de dimension 3 surle corps K. On
appelie plan projectif issu de B ensemble des droites vecto-
rielles de E.

S5k -
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On notera 7 ¢ 1¢ plan projectif issu de E ; ses éléments seront
appelés points projectifs {ou paints, 8 aucune confusion n'est a
craindre). -

Soit #: E - 30; -+ Fg telle que w(u) sait la droite vectorielle
de E définie par u.w est surjective mais n'est pas injective car nous
avons & i — —

#(U) = (V) ~— U etV sont hds,

Soit M& T, tout uc k- f(‘fi tel que (i) = M est appeté
représentant homogéne de M. (En faii un représentant homogéne
de M n’est pas aunire chose qu’un élément non nul de M.}

Quallons-nous appeler droite dans le plan projectif 7', ?
En revenant sur la situation du 3 b), un plan H de E
passani par 0 différent de P’ coupe P suivant une droite D.

Les droiles de H / N
passant par O peuveni /
etr? glasaees en deux \ /
categories :

1-Celles comme M qui

P /_.-” A :
ne sont pas contenues
dans P, Leur ensemble v
gst en bijection avee D. o
2 - Puis la droite
¥ * - & » ’_,“ .

M =PFnNH qui repré.
senie la direction a, de
n.

Done I'ensemble des droites de H passant par 0 est eh bijection
avee Pensemble D = D U 2&1,2 introduit au 3 a).

Ceci peut nous suggérer la définition suivante :

Une droite {projective} de 9 est Pensemble des droites
vectorielles de E contenues dans un plan vectoriel de E,

Les droites de ¥, sont donc de la forme m(H - 25!) au H est
un plan vectoriel de E et H- a{H- 3 CE) établit une bijection enire

les plans vectoriels de E et les droites de 7. La droite =(H - ,02]
est dite issue du plan vectoriel H.
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Il est facile alors de montrer :

. Par deux points distinets de T, passe une droite de Ty ot
une seule,

. Deux droites distinctes de T, ont un point commun
unigue.

% Liaison PLAN AFFINE - PLAN PROJECTIF

Intuitivement un plan projectif est un plan affine complété
par un certain nombre de poinis appelés points a Iinfini. Pourtant
1a définition de plan projectif adoptée au 4 est intrinséque on ce
sens qu'elie ne fait pas intarvenir 3 priori de plan affine ; d s'ensuit
qiie tous les points d'un plan projectif jouent le méme réle ef '
R’y & pas 4 priori de points & U'infini,

C’est Ia lisison enire les nolions de plan affine et de plan
projectif qui conduit i la définition des points & ’infini. Cette
liaison se résume par les deux résultaty suivants ;

1} Tout plan affine peut éire plongé dans un plan projectif.
Cest-i-dire plus précisément : 81 P est un plan affine, il
existe un plan projectif T et une droite D de § tels que
F =PuDet PND=2¢
T est alors appelée droite a Vinfini de F et ses éléments
sont appelés points 4 Uinfini de #'. )

2) Toute droite D dun plan projectif T peut 8tre choisie
comme droite i 'infini de &

C'est-a-dire plus précisément : Soit D une droite quel-
conque d'un plan projectif F, alors il existe un plan affine
Ptedgque F=PuD et PND =4 .

Le premier résultal répond aw probléme dit de “la complé-
tion projective d’un plan affine™,

Le deuxisme resultat repond au probieme dit de “1a speciali-
sation affine d’un plan projectif™,
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&} Completion projective d’un plan affine
L'idée de la démonsiration a éié déja exploitée dans 3 bh.
Soit P un plan affine sur le
e /  corps K.

i : o P peut étre considerd

& 4 .
/ r\ yd comme un plan affine d’un
espace affine E de dibmen-

/ siont 3 sur K.
_ Soit O un point de E
AN TTO wappatenant pas P

/ Soit P’ le plan de E paralléle
a P passant par @,

L’espace alfine E pointé par O est muni d'une structuare
d’espace vectoriel sur K,

Soit ¥ le plan projectil 1ssu de cet espace vectoriel E, Soit D
la droite de T issue du plan vectoriel P'. En identifiant les points
mi de P aux points M de T n’appartenant pas 4 P, on obtient :

T=PUud e PND = ¢.
T est appelé le complété projectif de P.

Si D est une droite de P, on note «y, la droite de P’ passant
par O paralléle a D (>»;, ¢st un point de D).

Si D e D sont deux droites de P, nous avons:
DID = ony =00,

In )
Grace a lidentification entre P et T -9, les droites de &
sont toutesde laforme : D= D w ot £ est une droite de P,

=, est appelé point 4 U'infini de D ou encore point 4 Vinfini dans
fa direction de D,

b} Spécialisation affine d'un plan projectif
C’est le probléme réciproque du probleme précédent.

;  Boit F un plan projectif el 4 une
/ droite de T, On suppose T issu

; dun espace vectoriel E et D issue
. / d'un sous-espace vectoriel H de E.
o / On note G le vecteur nul de E. E est
* muni canoniguement d'une struc-
},//Q: / ture d’espace affine.

Suit P un plan affine de E paraliéle
w & H (distinct de H).
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On est ramené a la situation du paragraphe précédent. Grice a
une identification, on obiient = PUD avecP D = ¢,

On dit que P est une spécialisation affine de & obienue par le
choix de 1z droite D comme droite & Pinfini.

Remarque : Les deux consiructions précédentes ne sont pas
entiérement satisfaisantes sur le plan formel car elles nécessitent
des choix : dans la premiére, on considére P comme plongé dans
un espace affine de dimension 3, il existe plusieurs facons
d'effectuer ce plongement. Dans la seconde, on choisit un plan P
parallele a B, il y a plusieurs choix possibles, Il faudrait en toute
rigueur donner des procédds canoniques de construction qui
éviteraient de tels choix.

& Application de Ia liaison AFFINE - PROJECTIF

Les deux résyltais préecédents nous permeitent de passer
d'une fagon trés souple du plan affine au plan projectif &t récipro-
guement ;. «'est-a-dire de ramener un probléme affine & un
probléme projectif, ou un probléme projectif a un prabléme
affine.

La représentation par un dessin d’une situation du plan
projectif s'effectuera comme pour une situation du plan affine,
mais on veillera 4 metire en évidence que deux droites distinctes
sont toujours concourantes,

Exemple ¥ : Dans le plan projectifl §, solent D et D' deux droites.
On désigne par 0 leur point commun.
Soient A, B, C des points distinets de D, et A’, B', C' des poinis
distincts de D'. Boit « le poini d'intersection des droites BC et
H'C, 8 le point d'intersection des droites AC et A'C, v e point
d’intersection des droites AB et A’B.

Alors o, , ¥ sont alignés (théordme de Pappus).
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Démonstration :

Soit D" la droite of. Soit P la spécialisation affine de &
obienue en choisissant D'’ comme droite & I’infini. La trace dans P
de la situation précédente se présente ainsi :

Par abus de nofation, on
appelle encore Det I les
traces de D et D’ dans P.
Dans P les droites BC' et
CB' sont paralléles, ainsi
que les droites AC et
A'C.

Le prohléme se ramene a
démontrer que AB' et
BA' sont paralléles,
Comme BC' ot CB’ sont paraliéles, nous avons :

o}

O0C O®
OB O
Comme AC et A'C sont paralléles, nous avons :
oC oA
o oo
Il en résuite %% = %%’ ce qui montre gue AB el BA' sont

paraliéles.

Nous avons implicitement supposé dans cette démonstration
que O & D", Dans le cas ot O€ D", la trace dans P de ia figure
projective devient :

Dans ce cas, les fraces dans P de
o D et D' sont des droites paral-
letes, .
{A,C.A',C'Y est un parallélo-
gramme d'od

AC = CTA’

(B, £.B',C'} est un parsllélo-
gramme d°oll

o 50 - OF
il en résuite que : AB = B'A’, d’od

{A,B,A' B') est un parallélogramme, donc les droites AR’ et RA'
sont paralidles,
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La démonstration précédente nous monire que deux situa-
tions affines différentes peuvent correspondre & une méme
situation projective,

Exemple 2 : Dans le plan projectif T, soient D,, D,, Dy trois
droites concourantes, et sotent A, A' deux points de D;; B, B
deux points de I, ; C, C' deux points de D;. Soit « le point
d’intersection: des droites BC et B'C', 3 le point d’intersection des
droites AC et A'C, v le point d’intersection des droites AR et
A'B". Alors a, §, v sont alignés,

Soit D; la droite af. Soit P la spécialisation affine de ¥
chtenue en choisissant I, comme droite i Vinfini. La trace dans P
de la situation précédente se présente ainai :

Les droites affines AC et A'C
sont paralieles ainsi que les
droites affines BC et B'C".

On ost ramend & démontrer que

les droites affines AB et A'R
sont paralléles.

— 587 -




Bulletin de TAPMEP n°290 - Septembre 1973

Démaonstration :

L’homothétie de centre O qui transforme C en ', transforme
aussi B en B {car BC est paraliéle 4 B' ('), et transforme ausst A en
A' (car AC est paralléle 4 A'C'}Y, done AB est paralléle & A'B’.

Btudiez le cas ou O appartient a D, .

Terminclogie : Dans un plan projectif, deux triangles sont dits
homologiques par rapport au point O st leurs sommels soné
respectivement situés sur {rois droites concourantes en O. Dans
notre exemple, les triangles ABC et A'B'C sont homologiques par
rapport a4 O point de concours des droites B, , D, et I3,

7 Pualite

F é&tant un plan projectif, analysons les deux énoncés
suivants :
a) Par deux points distinets de T passe une droite et une seule,

b} Deux droites distinctes de ' se coupeni en un point et un
getl.

On voit que 'on obtient un énoncé a partir de Pautre en

échangeant les mols “point™ “droites” et les mots “passe”, “se
coupent’, .

‘En fait, une des propriétés remarquables d’un plan projeetif
est que les points et les droites jowent des roles parfaitement
symétriques.

8i ¥ est un plan projectif, on désigne par Ty 'ensemble
des droites de §. D'une fagon précise, on a le résultat suivant :

S5i ¥ est un plan projectif,. il existe un autre plan projectif
I* etune bijection '
W:ﬁ'uﬂ)ﬁ'_’g‘*uﬁ)ﬁr*
telle que !
1A Fr= Dge
) Dy )= F*
vy Mecgd vDedy MSD=pDh}c M)
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Dans ¥ Dans 7%

EI

’
R }J
;

? o

Nous ne donnons pas la démonstration de ce résultat, mais
signalons que si § est le plan projectif issu de 1'espace vectoriel B,
alors % est le plan projectif issu de lespace vectoriel E* dual de
E. T* est appelé le plan projectif dual de 7. ¢ est appelée
dualité.

Tout résultai dans ¥ ne faisant intervenir gue les notions de
points, de droites et d appartenance donnera par dualité un
résultat dans §% ; mas comme tous les plans projectifs ont
les mémes propriétés, nous obliendrons en fait un nouveau
résultat dans 7.

A titre d'exercices, iransformons par dualité certaines
gituationsde ¥ :

1)

{les images par ¢ de lettres majuscules sont notdes par les lettres
minuscules correspondantes).
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3)

Voyons quel est le résultat qu’on obtient par dualité partir du
théoréme de Pappus.

287} ¢18)
RN S

o

U= p{AR') U = ¢(A'B)
V= o(A'C) V' = o AC")
W = {BC') W = »(B'C)

«, i,y sontalignés = piu}, p{#}, @(y) sont concourantes.

Le résultat peut s'énoncer ainsgi: §i deux triangles UVW ot
U'V'W sont homologiques par rapport & 4 et homologiques par
rapport a d', alors #ls sont homologiques par rapport 3 un troisiéme
point,

On powra aussi & titre d’exercice dualiser le deuxiéme
exempledu 6

8 Conclusion

Nous avons volontairement limité notre étude au cas du plan
projectif, mais nous avons adopté des définitions qui se généra-
lisent trés bien pour I'étiade générale des espaces projectifs.
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Notre étudé du plan projectif z été trés incompldte
puisgqu’elle s’est limitée 2 deux aspects : Haison plan affine — plan
projectif, et dualité. Chacun de ces deux aspects nous a permis de
mefire en évidence des procédés de démonstration trés éconc
miques susceptibles de moliver une etude plus précise. Ce sera
peut—étt\e alors 'occasion de parler des coordonnées homogénes,
des repéres, des éguations, du birapport, des faisceaux, du groupe
projectif et des aspects topologiques.

1482 : DECOUVERTE DE L’AMERIQUE

1971 : DROIT A LA FORMATION PERMANENTE DES
TRAVAILLEURS

Des tas d'or © § milliardede Fen 1876 ...

Aussi je bon négoce arme-t-l ses galions ...

L'Education Nationale fréte guelques blanches caraveiles ...
Mais pour quoi faire ?

Les indigénes, notre école les connalt : ce sond ses mathabiles,
ses indifférents, ses bloqués, ses inadapiés, les insourieux du lende-
main, secial, les deja-preposés aux taches “serviles™ ...

Quelle provende ! Des esprits & évangéliser, par exemple par
la Bonne Nouvelle de la Mathématique de nos temples, des
comportements & mieux aligner sur les notres ...

Saurons-nous voir les choses aubrement qu’en missicanaires
dispensant vérité et salut ?

Aller 3 Iz rencontre des personnes, de leur travail, de jeuy
métier, faire éclater programmes, progressions et disciplines 7
Ecouter et nous rernetire en cause jusque dans la formation initiale
de nos écoles 7 Aider les esprils i se rendre plus libres, moins
agsujettis les comporiements, pius solidaires les travailleurs ?

Si c'est oui, alors gque 'Education Nationale se kanee a fond
dans cette aventure, qu'elle en chasse les marchands: cetle
Amérique sera 52 Renaissance ...

Tout ne sera pas facile : Service des maitres, indépendance
des établissements sont i préserver,

De 13 aussi la nécessité de définir clairement nos ohjectifs et
notre action. Henri BAREIL
30 Juin 1973
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