Elections et mathématique

par MHe MONSARRAT
{Lycée international, Saint-Germain-eti-Laye)

Bl we faut pas confondrs tew deux précepies n!sm;u H
L enscignomeni doit jaillic d= ia vis alis & wmslivrer celte-ci
L wie dois miliiz de Pensslgnamant sltin d ‘oo diore celai-ci.

ext un probléme Bumain, aves tottes sea implivations sockies et polifigoes.
art un probiime bornd aux objecills 4 e corporation, volre o spéciatintes,

N'wppliquer que (B} . o'est renforeer 1a scMrom et la sigrigation des disciplioes
traditionnellea. _
@l.as tiches muiventes, rédigées par MUe Monsarrst, scont une tentative dapplicat bon
de .
La premitre &) du ad kocsl et lp wconds est inspiede do “Cahiers Mathé-
matigues 1™ (Gullband, Barbul, Romnsthiel, Bdtieur Gauthier-Villars).
Maren] Frapouni

- 829




wn

ran

= LAY

A

IoEng

#7230

Bulletin de I'APMEP n°290 - Septembre 1973

Fiche 1
A PROPGS DE DECOUPAGE ELECTORAL
Systémen linéaires

Au cours d'flections légisiatives, deux partis que nous
désignerons par les letires D et G se partagent les siéges de
1I"Assemblée Nationale de Papidolie,

Le pays est découpé en circonscriptions, un député est élu
par circonscription 4 la majoriié relative des voix,

Vaici la répartition des voix dans trais circonscriptions A,B,C
qui inguidtent les Autorités Gouvernemeniales.

€ 25000 exprimés
B A0 9%;; 10060 voix
G &60%; 15080 veix

A A0 DD exprimés
D1 199, 28 000 voix
G 0%, 11860 voix

B 35 060 exprimés
D 40 %; 14 600 voix
G 609 21 000 vaix

Cette région posséde done : 1 député du parti D et 2 députés
du parti .

1o Ministre de VIntérieur, trouvant son parti (D) insuffisam-
ment représenis dans ce coin de Papidolie, décide de modifier Ia
disposition des trois circonscriptions, de facon & ce gqulaux
prochaihes élections son parti obtienne tous les sidéges.

Il demande 3 ses subordonmés d’étudier ce probléme en
terrant compte des données suivantes :

1 —dans chaque circonscription, le pourcentage obienu par
les deux partis est le méme partont, guelle que soit la *'sous-
circonseripiion” choisie ;

2-— A B C seront chacune divisées en frois parties 1 Ay, A;,
A;, By, .., Gy, On appellera a, , 2;, A3, ..., ¢3 le nombre de voles
exprimés dans chacune de ces parties; .

3 ~~chacune des trois nouvelies circonscriptions sera formée

enn regroupant trois de ces parties: {A, B,.C,}: (A;.B..C);
{A.‘! a'Bi 'aCB )‘
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Les employés du Ministére charges de cette affaire sont donc
amenés a résoudre un systéme d'équations ot J 'inéquations.

Par exempie : pour que dans la circonscription (A, B, G, 1L D
ait 1a majorita,il faut que :

0,7 dq + 0,4 b‘ -+ 0',4 Ty - 6,3 a, + 0,6 bl + 0,6 €y

cest-ddite: 45 ~02b, -02¢c >0

Quelles sont les deux autres inéquations gui doivent Etre
vérifices 7

Dautre part : _

a, + 8, oy = 44 600

Ecrire les deux autres équations relatives 2 B et C.

Un employé gui ignorait les méthodes appropriées mais qui
n’est pas dépourvy de bon sens trouve une selution au probléme
gui est la suivante :

Géographiquement, cette répartition ne peut pas se présenter
comme sur le dessin ci-dessus ; alors il propose le schéma suivant :
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1¢ Trouver d’autrés sojutions, £loignées de celles proposées
par 'emplové,

20 Existe-t-il des solutions dans lesquelles B ou C est partagé
seulement en deux ? A peut-il &tre partagé seulemernt en daux 7

3% Trouver d'autres dispositions topographiques dea circons-
criptions. _

49 Le Premier Ministre, amateur d’égalite, décide que les
nouvelles circonscriplions doivent -posséder le méme nombre {&
1 000 prés) de voix.

Quelles sont les nouvelles équations que cela impose ?

Donner queiques solutions,

50 Géneraliser & 4, 6, 6, ... circonscriptions et a4 2, 3, 4, ...
parties, _
60 Ce probléme peut-il étre treité sur un mindordinateur ?

Fiche 2
Interprétations diverses d'un vote

Les 706 éléves du second cycle d’'un lycée doivent élire leur
représentant au conseil d'administration du lycée. Voici comment
ils opérent :

Quatre candidats se présentent : ab.cd ; sur chaque bulletin
de vote, les noms des quatre candidats doivent &ire écnts pax ordre
de préférence.

Combien peut-on obtenir de bulletins différents ?

Les résultats obtenus sont les suivants : -

acdb ............ 238
bade ..... ....... 85
denb ... ... ...... 88
dabe L0 ... . 255
bdca ...........0 1B
cdba ... oL 7
ebad ............ G
adeb . ..... ..., .. B
adbe . .... teweans 12
baed ............ 6
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Aprés le dépouillement, les responsables du vote s’aper-
coivent que plusieurs méthodes de choix peuvent étre adopiées.

A — METHODES PORTANT SUR CHAQUE CANDIDAT.

i€ méihode

Cn choisit comme représentant le premier de la lisie majori-
taire {o'est-a-dire 1a liste gui 3 obtenu le plus de voix).

Quel est le représentant par cetie méthode 7

22 méthode

On note le nombre de fois que chague candidat apparait en
téte de liste. On choisit comme représentant celui qui apparait le
plus souvent.

Qui est choisi pour représentant par cette méthode ¥

2% méthode

On attribue un coefficient a4 chacune des guatre places que
peut accupsr un nom. Par exemple : 4 pour ia premidre place 1 3
pour la deuxiéme ; 2 pour Ia troisidme : 1 pour la quatriéme.

Chaque candidat obtient pour nontbre de points 1a somme
des produits caiculés en multipliant le nombre de voix obtenues
par chaque liste par le coefficient affecté a la place qu’oroupe le
candidat de cette liste,

Le candidat “a" obtient ainsi ; :

(2384 84+ 12)X 4 (listes ou il apparait en {éte)
+ {85+ 255 + 6) X 3 ({listes od il apparail en deuxiéme position)
+ BB+ x 2 {listes ott § apparait en troisiéme position)
+ {18+ TIx } {listes o1 il apparait en quatriéme position)

Z 249 points

On élit comme représentant oglui qui a e phus de points. Quel
est-il ?

Essayer de choisir les coefficients de facon que ce soit
qui s0it él.

Est-ce possible 7 .

Est-il possible d’élire “d™ ?

TN L)
C

B~ METHQDE UTILISANT UNE RELATION BINAIRE

Il est possible d'utiliser aussi une autre méthode, utilisant une
refation binaire appelée “relation de préférence”’, '
Ecrire tous les couples possibles de candidats.
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Pour chague couple, tel que {(a,b}, compter combien de fois a
~ est préféré i b, c’est-d-dire combien de fois a est placé avant b,

Exemple : 238 électeurs ont voié pour la liste acdb, donc *‘a”
@ été préféré d *h 288 fois ;
par contre, 85 dlectenrs ont voté pour a liste bade,
done b est ici préféréd 4 *‘a” 85 fois ;
idem pour les autres listes,

Faire ainsi la statmt;que pour tous les couples opposés tels
gue {a,b) et {b,a).

(n en déduit la rejation de préférence suivante :
“x eat préféré d v si e couple (x.,y) obtient plus de voix que le
couple (v,x)" (en cas d’égalité on met les deux fléches),

Tracer le graphe de cette relation.
Peut-on en déduire une liste représentant “le” jugement des
700 électeurs ?

On utilise la méme méthode en supposant cette fois gue les
résultats obienus ont été les suivants :

acdb . ..., .. 52 cdba ........ 6
bade ........ 2 chad ........ 104
dabe . 211 adch ........ 15
deab ........ a8 adbe ., ....... 14
beda ., ... 120 bacd ........ 84

Mémes guestions gue précédemment.
Que pourtsit-on faire pour supprimer Veffet de non-dransi-
tivité ?
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