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Dessin et mathématique
par N. PICARD (chargéederecherche d L'IREM de Paris)

L’'un des buts de l’enseignement des mathématiques est
d’apprendre aux enfants & étre créateurs. Un des moyens fournis
par les mathématiques pour créer est I’invention d’aigorithmes. Or
on canstate qu’en art, consciemment ou non, on utilise des
algorithmes. Partant de 1a, on peut faire prendre conscience aux
enfants qu'il y a moyen de créer d partir d’une certaine volonté.
Voici quelques thémes possibles qui peuvent servir de points de
départ.

1 Etude d’'une toile de Picasso : Chandelier, Pot et Casserole
(Musée d’Art Moderne, Pans).

Si 'on observe ce tableau, on a dés le début 'impression
d’étre devant une ceuvre structurée ; de plus, le pot se retrouve
dans plusieurs autres toiles : ¢'est vraisemblablement lui qui a servi
de point de départ a ’oeuvre.

On peut considérer un dessin comme constitué de points
reliés par des traits (relations entre les points). Dans le cas du
Picasso étudié, on constate que les mémes points peuvent servir de
base pour fabriguer le pot, la bougie, le bougeoir (a I'échelle prés)
et que la casserole est faite a 1’aide de points de 1'assemblage des
trois autres objets.

Voici l’algorithme de construction de cette toile.

Le pot est considéré comme la représentation d’un graphe
(A, Cp), Cp étant une partie de A X A,

fig. 1
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Le chandelier et la bougie sont construits a partir du méme
ensémble A, mais on a pour chacun d’eux un ensemble de couples
partiede A X A: C et Gy

Lralgorithme de construction est le suivant :
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Assemblage : \
chandelier bougie
p estsur p

C est sur L

R est sur Q
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fig. 8

Appiication {CM)

On donne une feuille polycopiée sur laguelle sont marqués
des points numeérotés : les enfants doivent lier ces points comme
ils le veulent du moment que les lignes de haison ne se coupent
pas. Chacun éfablit la table des relations d incidence, puis utilise
cette table pour faire un autre dessin,
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fig. 10
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fig. 10 bis
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2 Etude d’une toile de Mondrian

Cette toile se compose de petits carrés bleus, roses et orange
(figure 11). On peut metire en evidence gue les couleurs peuvent
étre réparties suivant un algorithme (certainement pas ex plicité par
Mondrian) ;
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fig. 11

10) On peut considérer chague carré comme urn elément de
la toile et le symboliser par un point. On considere sur cet
ensemble la relation qui s’exprime par ‘‘étre voisin de ... et avoir
une couleur différente de ...” ; on peut alors tracer le diagramme
de cette relation (figure 12).

fig. 12
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{lez deux surfaces bleyes contiguds ont éi8 considérées comme un
seul élément).

20} On constate que certains é1éments ont plus de correspon-
dants que d’autres {figure 12}, Cela permet d’établir une hiérarchie
entre ces éléments. 8i deux éléments ont méme nombre de
correspondants, le preféré sera celul dont les correspondants ont le
plus de correspondanis. On peut tracer ainsi un chemin passant par
tous les points du diagramme (figure 13}, Existe-t-i} d’autres
chemins équivalents ?

fig. 13

30) La coloration va étre effectude en appliguant sur les
éléments ordonnés de ¢e chemin une fonction de Grundi: on
choisit pour es couleurs 'ordre orange, ronge, bleu. On atiribuera
& un é&lément du chemin {a valeur orange chaque fois que c’est
possible (¢est-a-dire si cet éldment n'est pas Hé & un élément
orange) sinon la valeur rouge ; si ce n’est pas possible, la valeur
bleu (figure 13}

On retrouve aina la coloration de la figure 11,

a) Existe-t-il d’autres colorations ielles que les deux rectangles
voising et les denx rouges voisins sojent conservés et qu’il
n'existe pas un autre couple de voisins de méme couleur 7

b} Peut-on utiliser un aigorithme du méme genre pour colorier

avec le moins de couleurs possible la carte des dépariements
francais ?
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3 Dallages

On peut fabriquer des dallages par symétries ou rotations
d’un-motif. Ce procédé a &t¢ utilisé par les Arabes. On trouve dans
leurs créations les di.xvsept “groupes de dallages” que l'on peut
ainsi constituer, ce qui prouve gu’ils étaient de hons algébristes
bien avant les Enropéens,

Un moyen commode de fabriquer des dallages grice 3 des
symétries est d'utiliser du papier calque. On trace les droites qui
serviront d'axes de symétrde. On dessine un motif, on ple
successivement sur chague axe et I'on repasse tout ce qui apparait.
Les figares 14 34 17 ont été obtenues par ce procédé. Comment
étaient les uns par rapport auX aubres 7 A guels groupes
comrespondent-iis ?
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Des constructions de ce éenre ont été faites dane des classes
de CM2, ce qui nous a permis de chercher les axiomes des groupes
cormrespondants. :

Ce travail peut également étre fait dans un groupe de maitres
de V'enseignement élémentaire : on peut se proposer de trouver
une méthode pour dresser la liste exhaustive de tous les groupes
possibles. '

Parmi les moquettes imprimées modernes, chercher quels
groupes sont utilisés. Chercher le motif minimum qui permat
d’engendrer 1a moquette. : -

Rosaces : La rosace de la figure I8 est engendrée par les
symétries par rapport & deux droites des trois traits marqués en

gras. Comment sont ces droites ? Etablir la table de eomposition
du groupe comespondant.
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fig. 18

4  On attribue a chague élément d’une structore finie une couleur,
la table de la loi de composition interne de cette structure donnera
alors un tablegu coloré gui apparait plus clairement que par
T'utilization de lettres pour désigner les éléments. Du point de vue
esthétique, si 'on choisit bien ses couleurs, on peut obienir des
choses intéressantes, surtout si 1"on a une stricture non commuta-
tive {pas irop de symétries). Les nongroupes son{ plus intéressants
du point de vue esthélique.

Un exemple du méme type (on part d'une algébre de Boole) :
On cherche quelies sont toutes les facons de colorier 6, 1, 2, 3 ou

4 cases d’un carreau a guaire cases,

On obtient un ensemble E de 16 éléments et on introduit une
opératicn dans ¥ X E : on superpose deux éléments a et b, on
obtient I'élément ab en coloriant les cases 2 la fols coloriées dans a

et h.
La table de composition est donnée par la figure 19,

- 526 -




Bulletin de I'APMEP n°290 - Septembre 1973

.. '-'I -'Jh"

e

fig. 19

On pourrait, bien sir, introduire d'autres lois de composition
{les connecteurs logiques binaires nous donneront des idées).
Expérience faite, c’est assez amusant car le jen des cases coloriées
fait des assemblages inattendus,

5 Directions principales d’un tableau (recherche de Bernard
PARZISZ)

La recherche des directions principales représentées dans un
tableau ameéne le plus souvent la constatation suivante : dés qu’on
a une direction, on trouve également sa symétrique par rapport a
la verticale, la direction perpendiculaire et la symétrique de celle-ci
par rapport a la verticale. 58i I'on considére les quatre applications
suivantes de |’ensemble des directions du plan dans lui-méme :

E : identité ; P: rotation dun angle droit; S: symétre par
rupport & la verticale ;P o §(= 8- P) ;

I’'ensemble 2E, P,5,P- 8} est muni d’une struture de groupe
commutatif (groupe de Klein) pour la loi.

Ceci permet de grouper les directions en ensembles a quatre
éléments invarianis par ce groupe et de faire sentir aux enfants
I"unité sous-jacente a un tableau.
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£ Probléme ouvert : “cercles de couleurs” de Paul Klee :

Paul Kiee a su Pidie @'un cercle pourprésenter les couleurs :
sur ¢e eprcle one phce leg couleurs "Blen, rowge, jaune, puis
diamétralement opposé au bleu Vorange, diamétralement opposé
au rouge l¢ ven, dﬂnetrﬁemén% oppoﬂa au Jatmb le violet.

Remarqumz que Ym 3@ fﬁ‘bn@e d@rouge etide jaune et que
sur le cercle Porange est entre le rguge et le_jgune (remarque de
meéme type pﬁurmﬁ W8kt )"' i ge grdibose de placer sur ce
cercle d au:ifes couk : cdlles que 'on veut) et
de les coger. Om M poseiefhllle qumdlies questions : un codage
nous etankdoﬂ;le poﬂ% Al reepmtrhner&&composltlon de la
couleur cgd'ée 7 Lpw cnliurs . sriquent, ginsi de: proche en
proche, cé gl domtss Ptk ; tion*" de conleurs ; un
codage peyil petmntin .ﬁmwereia génération d'une couleur ?
Etude deda re lhce “étre de M méme génération

aion 03 Rh
que". Etude dﬁ% r%]aﬁmnudoﬁm “é‘tra. a’ une génération

"ﬁ

antérieure @ ” o

(figure 20}

On trouve un codage dans “Cube des couleurs” de Hickethior
{Dessain et Tolra, éditeur). Est-ce un bon codage 7 Pourguoi ?
Toute couleur est un melange des couleurs forddamentiales dans des
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proportions données : la premiére “gdnération de couleurs compo-
sees”’ est constituée des mélanges indiqués par la table :

r b j

avec pour tout couple de eouleurs {x, y}
XY =YX
X=X

La deuxieme génération est oblenue par mélange des couleurs de
ia premiére génération, efc ..,

Ce probléme, posé aux participants du Club de Mathématique

de 'IREM de Paris, nous a donné Foccasion de traiter quelques

* processus récursifs intéressants. La fin de Pannée scolaire ne nous

a pas permis d’exploiter toutes les questions suseitées par ce petit
probléme pourtant anodin,
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