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1
DANS NOS CLASSES

Initiation aux vectoriels
en classe de seconde
par M. MOTTE (Toulon)

Intention de ces fiches

Introduire la notion de vectoriel sans faire appel aux vecteurs
géométrigues, a R sur R, 4 R? sur R, aux espaces de fonctions ; je
voulais des vectoriels dont la manipulation soit aisée, intério-
risable, pour essayer d’en développer une bonne intuition avant ia
formalisation.

d"ai choisi de partir des matrices dont Vintroduction me per-
mettait de retrouver une ouverture sur des preblémes réels, et de
faire étudier plus particuliérement ie vectoriel des matrices carrées
d’ordre deux, réelles, pour avoir immédiatement la dimension 4.

Organisation d u trauati

Les fiches 1 4 6 et 9 & 12 ont fait iobjat d’une étude par
groupes de trois éléves,

Les fiches 7 et 8 ont faif 1"objet d'un devair a la maison.

Les fiches 13 a 15 ont fait Pobjet dune étude individuelle
zoupée de vorrections au tableau, échange de solutions,

Déroulement

Aprés P’étude des fiches 1 3 12 uné synthése a permis de
dégager les axiomes et les premiers théorémes.

Ceux-ci sont alors lus sur un manuel (Queysanne et Revuz,
paragraphes 13-5 et 13-6) et nous iraifons quelques exercices de
calend vectoriel,
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L’etude du paragraphe 13-7 (sous-vectoriels) est faite en ajou-
tant des exemples et des contre-exemples, L'étude, suggérée par un
élave, de 'ensemble F' des a8+ fﬂ? {#, B donnés} a2 amend a de
nombreuses questions : est-ce que F' = F ? (F ensemble des %) ;
estce gque F' = E? qu'on examine en reprenant les modéles
connus. On constate que e plan matériel est insuffisant pour

représenter F' siE = M,.

Enfin étude des fiches 13 & 15 introduit les notions de
pariie génératrice, de partie libre, de base, dont les définitions
seront étudiées dans Bréand ainsi que toute la suite du cours de
géométrie.

MATRICES

1 Achais et matrices

Dans le *probléme des lions” nous avons utilisé deux ta
bleany numérigues : le tableau C des coiits des transports pouvant
étre envisagés et le tebleau & d'affectation. Ces deux tableaux
avaient méme colonne d'entrée (De Cologne, Amsterdam ...) et
méme ligne d'entrée (A Paris, Mulhouse, ...). De tels tableaux de
nombres, depouillés des ligne et colonne d’entrée, s’appellent des
matrices. On compléte éventuellement les cases vides par des zéros.

§i les tarifs aériens augmentent simultanément de 3 % dans
tous les abroports, chague colil sera multiplié par 1,03, On peut,
au lieu d’écrire la nouvelle matrice des eolis, O, enregisirer :

¢ = 1,03 X C

avec la conwention que ‘‘multiplier une matrice par un nombre,
c'est multiplier chaque élément de la matrice par ce nombre”.

On rencontre ici un exemple de loi de composition externe
sur P'ensemble des matrices 1 au couple (k,M) (k€ R, M matrice)
correspond une matrice M’

Bi le ler mars 1972 le résultat d’une convention interna-
tionale d’augmentation des tarifs aériens se traduit par des pour-
centages d’augmentation différents suivent les aéroports de départ,
on préférera dresser le tablean C, des aceroissements des coiits {on
dit parfois “‘sccroizsements absolus” par opposition aux pourcen-
tages qui sont des “accroisssments relatifs’ / relatifs & 160 F). 1l
n'est pas exclu que pour certains aéroports ces accreissements
soient des réductions ! Duns ce cas on peut utiliser les négatifs,
ou, comme les banques, inscription en rouge.
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C désignant ia nouvelle matrice des colits an 1-3-72, il sera
nature] d’éerire ¢

¢ = ¢+ C; pour résumer addition “case 4 case” (les mathémati-
ciens disent : ia matrice-somme est formée en affectant a 'empla-
cement {i,j} —— Hgne i, colonne j — la somme des termes situés en
(i} dans les deux matrices).

On a aing défini une addition sur 'ensemble des matrices de
méme taille (n lignes, p colonnes},

La préparation du 14 juillet

Eric, Brung et Fany ont décidé de s’amuser le soir du 14
juillet. lls ont acheté des fusées (f), des feux de bengale (b}, de
petits petards (p) et des serpenteaux (s).

Voici le tarif unitaire ;

p|s
x] v 2z |}
et Ies achats des enfands :
f ib p|s
Eric 5 10 {1
Bruno| 3 | 6 {20 | &
Fany | 2 {10 | 6 | O

Calculez la dépense a d 'Pric.

Vous pouvez rémmer le calcul en écrivant :
5,2,10, )X (x,y,z, ti={bx+ 2y+ 10z + ¢) = (a)

ou bien :

5 x
2l | Y=o+ 29+ 1024 t) = (2)
10 A
1 £

ou bien: {5,2,10,1)X = {6x + Zy + 102 + t} = {a)

Ll B

C'est cette derniére maniere gui o prevedu et nous verrons pour-
quoi,
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On peut déia remarguer gque 1'on distingue ainsi une matrice-
guantité {ici matrice-ligne] d'une matrice de prix {ici matrice-
colonnej.

X
Voici la dépense de Bruno (3, 0,20, 5} X i’
1
Queiie est celle de Fany ?
Résumons la situation :
5 02 10 1\ {\ /%\ meceeeo. dépense d'Eric
3 0 20 53x| Y )=] &1 «—ue.. dépense de Bruno
s 10 B8 0 : L I - dépense de Fany

ie produit de la matrice rectangulaire (3 lignes, 4 colonnes)
par la malrice colonne & 4 Hgnes est une matrice colonne & 3
lignes.

Le 13 juillet fe marchand de fusées et pétards a baissé ses prix.

Nouveau tarif :

fit blpls

[ + [l *

x ¥ z i

Qu'aurait été la matrice des dépenses st les enfants gvaient fait
leurs schats ce jourdd 7

Résumons les deux situations :

5 2 10 1
3 0 20 5fx{ {=
2 160 6 O ' dépenses le 13/7

., Ydepiries ré
pelises réelles
ler {arif .,....j T—Ze tarif

On dit gu’on a effectusd le produil de deux matrices rectangu-
faires.

Pouvez-vous transposer ce produit 4 deux matrices rectangu-
luires quelcongues ? Quelle condition doit Her les “tailles” (n,p).
(.} des deux matrices pour antoriser le caleul ci-dessus ?
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Deutres situations ont conduit a définir le produit de deux
matrices exactement comme it vient d’apparaitre ici :

colonne j
X i : .
fignei . ..... e [ fue ligne
A B C
C.. = I I X \
4 tngatrlcg matrice
ligne i colonine
de A jdeB

Cjj est 1a somme des produits des termes de méme rang de la ligne i
de A et de 12 colonne j de B.

Bemuarques

1} Bien que Pexpression ‘“l’ensemble des matrices sur B” définisse
un ensemble bien déterminé, on voit, d’aprés ce gui précéde,
qu’il a peu de chances de nous intéresser, gque ce soit pour
étudier un probléme concret ou pour en faire ’objet d'une
étude théorique, puisque la sewle opération définie “partout™
sur cet ensemble est 'opération exlerne “micltipiication par un
réel”. "

2} Par contre 'ensemble des matrices carrées d'ordre n {n lignes, n
colonnes) — n donné — se trouve mumni de deux lois de compo-
gition interne et une loi de composition externe,

Ces matrices interviennent justement en géométrie,

2 Matrices et géométrie

Vous avez déja utilisé en {roisiéme la bijection B établie
entre le plan P ¢t R X R por le choix dun repére (3,1, J) qui
entraine lo groduction des droites S et £ appelées alors “axes de
coordonnées™.

Pour deéfinir une application F de P sur P (souvent sppelée
“teansformation géométrigque’™) i suffit de se donner un procédé

de caleul de (Xj connaissant (g]v done une application f de R? dans
R, Y ’
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B M — {xy)
e ¥ 0 M e NP
S f ! (x.)'}‘—' (X-'RY)

FaBlofoh
Exemples :
£ {X=x+5 ¢ {Xxmzx £ {sz
'Y=y 4+ 2 Y = — 9y P lY=05y

¢ {Xﬁx‘ + 23 —y
1Y =5—xt+y

a} Examingz empiriquement, & 1'aide de dessins, les applications
F,.F, F, définiespar ;. f,, f,.

b} Démontrez que ce sont des bijections.
Plus généralement. & gquelle condition application affine
i {X = ax + by + ¢
Y=axi+by+c
définit-elle une bijection de R* &t par suite de P ?
Le résultat que vous venez d’établir est important a retenir.

Contre-exemple

Définissez une application { (choisissez les valeurs des para-
métres {a,b,c.a ,b'.¢'} qui ne s0it pas une bijection de R?.,
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Examinez ’application F correspondante.

¢) Limitons-nous aux applications affines de R? dans lesquelles
¢ = ¢ = 0: on les appelle linéaires.

Remarque : Sie#+ Qouc # 0
{X=X,+c {X.=ax+by
alors , avec , ,
Y=Y, +e¢c Y, =ax+by

Donc f est la composée d'une application linéaire £, et dune
application affine d’'un des types examinés en a) et appelé
“transiation”.

Etude
) .. . X=2x —3y
Exprimez matriciellement le systéme {
Y=x+y
: . 2x — 3y :
Reconnaissez dans la matrice un produit de
matrices. Xty
Résumez:

f:R? -+ R? est définie par (};) =
. X=—x+ 2y
Y=2x—y

Cherchez la matrice associée 4 g » {. Que remarque-t-on ?

Méme travail pour I'application linéaire g {

Conclusion : 81 (f)} estla matrice de I'application linéaire f,
si(B) ... alors

3 Matrices et systémes

3x+2vy=8

Le systéme {4x +3y=1

Nous avons démoniré que ce systéme a une et une seule
solution si et seulement si le déterminant associé a la matrice

3 2 e i
est différent de zéro.
4 3
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Remarguons que lorsgque le systéme a une selation unique, le
résoudre c’est trouver le moyen de passer de Pégalité matricielle
{1) a U'égalité matricielle -

()= G) oo (o )= )

Le probléme est done lié a I'existence d'une matrice M telle que

el 3= 66

Ceei suggérerait 4’étudier la structure de (M, X}
(M, : ensembile des matrices carrées réelles d'ordre 23 pour cher-
cher :

~ 8 cet ensemble est symétrisé pour la multiplication ;
— quels sont les élémenis inversibles ;

3 2
— par quel procédé caleuler Finverse de (4 3) ?

Mais le paragraphe 2 maotive une étede compléte de M muni
de ses deux lois internes ef de sa loi externe et, plus précisément,
Pétude :

— de (M, ,+ X} qui fera l'objet d'unt devoir ;
w e (M, ,+, . ,R) que vous aliez entreprendre.

4 Etude de (M,,+,..E}. Plan;

. Aprés 'étude de {M, +) il faudra envisager les rapports, les liens,
entre 'opération interne et ia loi externe, c'est-ddire chercher fes
calculs pouvant faire entrer en jeu :

— P'addition de M, et la loi externe ;
— mais aussi Paddition de B ¢t la 1ol externe ;
Iz multiplication de R et la Joi externe ;
et les guestions posées par ces caleuls.
A combien d'éiudes se raméne le probléme ? Il sera com-
mode pour exprimer chaque £tude par nne expression Httérale de

convenir de noter Jes matrices par les majuscules d imprimerie, les
réels par les minuscules cursives,
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Conclusions des etudes ?

11 restera alors 4 examiner e comportement des élémenis
neutres dang Popération externe : comblen d'études ? résul.

tats ? .
Recapituler les propriétés caractérisant la structure
{M21+v*rR)' ’

Dans ce tablean récapitulafif deux propriétés pourraient étre
supprimées parce qu’on peut les déduire ehacune des autres :
voyez-vous lesquelles 7

En résumé la structure de (M, ,+,. ,R} est caractérisée par
Pénoncé des propriétés ... {nouveau tableau ou nouveau cadre
dans le précédent).

Létude de (M, ,+, . ,R) différerait-elle de celleci ?

L'étude de M, interviendra en premiére dans la géométrie
dans [ ‘espuace. : :

Le fait gu'on calewle dans {Mi.+,.) comme dans {M;,+, )
laisse cependant subsister des différences importantes entre ces
deux structures.

Le probléme de la circulstion en ville et des sens uniques
tn nouveau commissaire de police arrive dans une (petite)
ville qui a cing carrefours et huit rues suivant le schéma :
3

Il voudrait savoir si un automobiliste peut aller d'un carrefour
(n'importe lequel) & un autre carrefour {n'importe lequel) en em-
ployani un nombre raisonnable de rues {si ¢’est trop compliqué il
sera obligé de changer des sens unigues, ou d’en abandonner a la
double circulation, ¢e & quoi le maire n’est pas favorable).

[i peut résoudre son probléme en analysant e graphe — e’est
simple dans ce cas ! En serait-il de méme §%fl v avait 80 rues et 25
carrefours 7

It peut résoudre plus facilement ce probléme en utilisant {es
matrices.
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Construisons d’abord un tableau des rues permises d’un carre-
four verg un carrefour {il s’agit des trajets directs, sans carrefours
intermédiaires, trajets correspondant 4 un are du graphe).

Vers
de 1121314

N

130 (1 16 {0} 0O

0

310 |6 101011
a
a

B 0101140

On y voit immédiatement que de n’importe o4 on ne peut
pas aller vers 1.

On vg appeler ce tableau matrice de transfert du graphe {ou
matrice associée au graphe) :

01 0 6 0

g 0 1 0 1 ,
T=}0 0 8 0 1

0 1 1 0 1

0 00 1 0

La matrice de transfert décrit le réseau des rues 4 sens unique,
Ele est aisée a relever quel que soit Je nombre de carrefours et le
nombre de rues desservant un carrefour,
. Sur Iz matrice T je sais lire d’un coup d'oeil le nombre ¢ de
chemins relient un carrefour § & un carrefour § (ici e = 1 mais ¢ -
pourrait étre supérieur 4 1). Mals je peux cussi savoir combien
Pautomobiliste aura de rues 4 prendre pour aller de i 4 (en cher.
chant i en prendre le moins possible).

Par exemple pour aller de @ i :
a) LI n’y a pas de chemin direct.
b} Y at.il un chemin en deux rues :

—de (2} & ? oui mais pas de (3) é )
i (5)

-~ de {2) ? ouietde (B) &4 (@) 7 oul: c’est la solution.
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En étudiant ¢e méme probléme {combien de cheming de @
a @ utilisant deux rues) en faisant varier les donndes {matrice T}
montre
- gue ce aombre ne dépend gue de la deuxiéme ligne et de ia
quatriéme colonne ;
- qu'il est donné par le produit de la deuxiéme ligne de 1la matrice
par la quatriéme colonne de cette méme matrice.
Conséguence : Tous les chemins possibles oen deux nies, de n'im-
porie quel carrefour & n’importe guel auire, seront donnés par les

produits de toutes les lignes par toutes les colonnes, done par le
produit de la matrice par elle-méme, soit T X T = T? .

Traveil proposé
a) Caleulez T .

b} Quelle est la matrice qui donne le nombre de chemins en une
ou deux mes de tout carrefour & tout carrefour ?

¢} Quelle est la matvice qui donne le nombre de ehemins en frois
ues 7

d) On change fous les sens interdits : quelie est la nouvelle matrics
T %
e] Donnez le schéma {(graphe) des carrefours et rues i sens unigue

dune ville dont la matrice de transfert est donnée par le
tableau ci-dessous ;

VETE

'NT b lcld e |flg | nli
afolo|1io|1|ofolo]o
sf1{ofsiolof1]o|lo]1
clolifofjr]|oje]loio]o
d{1iolofolo|el1i1]0
e{oil1]ol1ie|lo]ojo]o
ilojojlr1j{ojo|lolo|olo
glo|loj1]jo|ofolo|o]o
hlolololoj1is|olo]o
ilelojlololiio|oliolo
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En respeciant la matrice de transfert modifiez le graphe de
facon que les arcs ne se coupent pas, autrement dit de facon 3
avolr le schéma d'un réseau dans lequel les rues ne se couperaient
ni sir e terrain ni sur la carte, en dehors des carrefours.

En cas de difficulié faire une maquette (boutons ou disques
de carton ou capsules pour les carrefours ; fil élastigue pour les
rues}. .

On peut anssi procéder en cherchant sur la matrice les “*mail-

les’* du réseau : 2

L,

dans le premiet exemple lesrues 3— 5,2~ 3, 2~ & forment une
muaille,

Comment frouve-t-on les mailles sur la matrice ?
{Bujet communiqué par Jean Renaux, ingénieur et pére d'éléves).

5 Combinaison linéaire dans le vectorisl (M, ,+..,.R)
Voici des matrices :

aefp 8 o) 28 o0 1)

1. a} pour toute mairice U de M, il existe au moins un quadruple
(o, B, Y, S)deréels telque U=a A+ 3B +Y.C+ §.D .

b) {e, 3,7, 8) est unigue,

Conclusion . Tout vecteur de 'espace M, esi, d'une et d'une
seule maniére, combinaison lindaire des vecteurs A, B, C, D.

2, a} L'ensemble des matrices obtenues par combinaison linéaire
de irois des matrices A, B, C, D est une partie propre de M; —
c'est-a-dire on n'obtient pas tout vecteur de M, comme combi-
naison linéaire de trods des vecteuwrs A B, G, D —,

b) 8i U est combinaison lindaire de A, B, C alors cette combi.
naison est unique, )
\

3 SotE~ | }
. o0 i=
' ooJ

#} Toute matrice combinaison lindaire de A, B, E peut s'éerire
comme combinaison linéaire de A et B,
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b) Montrez sur un exemple que toute combinaison Jinéaire de
A et B peut s'écrire, de plusieurs maniéres, comime combinaison
linéaive de A, B, E.

. a) Tout vecteur combinaison lindaire de A, B, C, D, E est
combinaison linéaire de A, B, C, D.

b} Montrez sar un exemple que fout vecteur de M, esf de
plusieurs maniéres combinaison linéaire des vecteurs 4, B, C, D,
E, d'une sexle maniére combinaison linéaire de B, C, D, E, de
A, C, D, E, mais n'est pas nécessairement combinaison lindaive
de A,B,C,E.

. Voiei d’autres matrices :

' 2 0 {0 —3 0 0 0 0
A! - Bl’ - CJ = Dr =
({} 0) ta 0) (4 0) (o 05)
Tout vecteur de M, st d'une et 4'une seule mamem combinai-
son linéaire des vecteurs A", B', ', D',

. Paut-on assurer que foul vecteur de M, est d’une et d'une seule
maniére combinaison linéaire de 1,4, K, L :

2 1 1 —2 g 1 i 9
) ) g = K = {, =

i 9 -1 1 1 G 01
. Démontrez gu’aucune des mairices 1, J, K, I; ne peut éire obte-
nue comme combinaison lindaire des trois autres. Consé-

quence : il n'est pas possible d'engendrer M; comme ensembie
des combinaisons lindaires de trois des matrices [,J, K, L.

2 1) o [2¢ q(a b}
I3 o = & ~0.5 ; trouver P = ¢ d,
telle gu’elle n'appartienne pas au sous-vectoriel engendré payr M
et N,

On peui alors se proposer de trouver  telle gu’elle wappar-

tienne pas au sous-vectoriel engendré par M, N, P. Puis se
demander si on peut continuer ainsi longtemps.
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6 Bréve visite dans l'espace M, des matrices carrées réelles
d’ordee 3.

Ecrivez la raatrice
a b ¢

d e f

g h 1

comme combinaison linéaire des neuf matrices dont un élément
est 1 et les aubres @,

Montrez sur un exemple ge’ll est impossible d’engendrer M, en
prenant les combinaisons lindaires de n de ces matrices, sin < 8.

T On dégage des exercices precéderis les potions suivantes ;

Il est possible de choisir une partie P de M, de facon que
Pensemble des combinaisons linéalres des vecteurs de P, ¢'est-d-dire
le sousvectoriel engendré par P, soit identique 4 M, ; une telle
partie est une partie génératrice.

On peut démontrer qus toute partie générairice de M, com-
prend ay moins 4 vecteurs distiniets.

8i dans une partie génératrice un vecteur est combinaison
linéaire des sutres, on obtient une nouvelle partie génératrice en le
supprimant.

1 aqueun des vecteurs d'une partie P n'est combinaison
lindaire des autres, alors P est appelée parte libre.

St un vecteur de M. est combinaison linéaire des vecteurs
d’une partie libre, alors cette combinaison lindaire est unique (4
prouver}.

On peut démontrer gue foute partie libre de M, a au plus 4
vecteurs distincts el que toute partie libre ayant moins de 4 élé.
ments peul étre compiétée pour donner une partie géneratrice.

Si une partie est & la [ois génératrice et Hbre, alors tout vec.
teur de M, sexprime d’une et d'une seule maniére comme combi-
naison linéaire de ses 2léments ot on'’appelie bese du vecloriel.

sz B, C, Dt est la base canonique de M; .

8 Matrices et systémes

) . )ax+by:c ab ‘ ”
Soit le systeme | , , et M={ | | lamatrice associee.
lax+by=e¢ b
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a) Examinez ce que devienf M si Ponremplaceax + by = ¢ :

par l'équation équivalente : (kajx + {kb)y = ke (k# 0) ;

par la combinaison lindaire :
lax + by} + K@y + byli=ke + kK'¢ {k+ 0}.

Enoncer les transformations que V'on peut appliquer # la
matrice des coeffivients des inconnues d'un systeme pour passer

& rcelle d’un systéme équivalent.

b) Montirez gu'en utilisant de telles transformations on peut passer

de

3
Cherchegz i réduire le nombre des transformations,

4 —9 1 6
M-‘m( i M=
-1 3 g 1

¢) Opérez la méme suite de transformations sur

£ =7 11) 1 0
P= (il faut arriver 4 P = }
-] 3 -4 0D 1 »

4y Ty = 11

Déduisez-en la solution du systéme {*x + 3y = 4"

d} Exercez-vous a résoudre de la méme facon les systémes :
dx+6y=3 { x+ y+ z= 8 2x — v+ z= 4

,_i bx —3y = 2 2x— y+4z= 23 X+ y—Zzgw —3
—%x+ 2y~ z=—38 1bx — 6y + Bz = 26

Imaginez une disposition matérielle facilitant la conduite de

Pétape o).
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