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A propos du plan mathématique
ct du plan physique
Réalité expérimentale, modéles et théories
par 4, GADREY (ILR.EM. de LILLE)

A maintes reprises le débat avec nos collégues stagiaires de
PL.R.EM, a porté sur la nature méme des dtres mathématiques
étudiés et leur rapport avec la réalité physigue.

Ces questions sont venues naturellement, & propos de certaits
problémes pédagogiques {rés concrets,

Deux exemples parmi d’autres;

Exemple 1 — Lz théorie des probabilifés est iniroduite par un
“passage a la Emite' intuilif de fréquences statistiques expérimen-
tales: quels phénoménes réels traduitelle et permetelle de
“comprendre” (c’est-d-dire de maitriser) 7 Quel rapport y a-t-il
entre le fait de tirer des boules dans une ume et 'espace probabi.
lisé associé ? Comment faire comprendre aux éléves ce couplage
d’un phénoméne naturel et de notions mathématiques définies
axiomatiquement ? Comment s'effectuent les processus de mathé-
matisation et d’axiomatisation ?

Exemple 2 — Le plan affine est souvent défini comme ensemble
associé 4 un espace vectoriel, avec certaing axiomes de structure.
On peui ensuite le *pointer”, v définir des bipoints, des classes de
bipoinis, eie...

“guel rapport ¥ a--il’’ nous demande-t-on “entre les anciens vec-
teurs et les nouveaux™ 7 Estce que je peux encore dessiner
une »® 7 Un angle, ce n’est plus une portion de plan ou un
couple de droites 7 Un double décimétrs, est-ce que ¢’est un bout
de droite euclidienne ? ete._,

Ces interrogations ni’ont rien de ridicule.

1l serait nécessaire, pour y voir plus clair, de décrire {sur une
base historigue, psychalogique et épistémologique) les principaux
processus de activité mathématique. Cela peul nous mener {rés
loin. Aussi n’est-ce qu'une toute premiére approximation qui est
proposée ici, dans une opligue directement utilitaire, et a propos
de VPexemple du plan. Sans résoudre les problémes délicats ici sou-
levés, au moins peut-on tenter de les sérier.
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I Au commencement était le plan: formulation et représentation

Le “plan” d'eau, Je sable “apiani”, la table,’etc... ont un aspect
commun qui est aussi en premiére approximation celui des plaines,
ate...

Sur ces divers objets, des problémes pratiques se sont posés:
partage, arpentage, irrigetion, parcours et déplacements, ete...
Ce sont les problémes du “plan physigue®’.

La géométrie traditionnelle est née de 14. Les premiers ni-
veaux mathématiques ont été ceux de la formulation {écrite ou
parlée, en vue d’une communication) et de la représentation gra-
phigue de¢ ces problémes. Ils ont conduit & uiiliser des notions
pratiques de point, de droite, de milieu, de segment, de paralié.
lisme, eic..,

Nous regrouperons toutes ces notions sous le terme de “plan
intuitif”. Points communz & ces plans intuitifs de la géométrie
classique; pas d’axiomatigque explicite au sujet des objets fonds-
mentaux (points, droites,...} et leurs rapports, aucune des disting.
tions actuelles enire propriéiés métriques, affines, projectives,
topologiques; mais des raisonnements déductifs se dégageant pro-
gressivement du dessin, de la figure; une dbauche de théorie,

La géométrie classique, comme celle gu'on enseignait it y a
29 ans, est done celle dy “plen intuitif”. I n'y a pas liea de la
dédaigner; @’sbord en raison de son grand Age, ensuite pazce
" qu'elle rend toujours d’éminents services (y compris aux mathéma-
ticiens “de pointe’), e surtout parce gue nos structures modernes
en sont {partiellement} issues et qu'il est utile de montrer
comment,

A ce propos, il reviendra aux psychologues de nous dire si
eetie suceession historique (grossiérement schématisée dans ce tex-
te) coincide ou non avec la construction progressive des mémes
notions par Penfant, si les structures en question ont un caractére
plus ou moins inné, si 'on ne commet pas une erveur en renversant
{rop brutalement {'ordre historique.

I La mathématisation proprement dite

Lz notion de segment s'est orientée, si Pon peut dire, vers celle de
vacteur, l'origine el Dextrémité devant &ire distinguées {sens de
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parcours) et on a pu définir la somme de deux vecteurs mis bout &
bout

B

3
AA

et la multiplication par un nombre; £'¢taient les ‘‘vecteurs liés” du
temps jadis.

(in a défini 'équipollence des vecteurs ligs: méme sens, méme
longueur, méme direction et, sans utiliser encore le langage moder-
ne des relations d’équivalence, on a envisagé des “vecteurs libres”,
sorte de champs uniformes de vecteurs, utilisables en divers domai-
nes de la réalité physique. On peut prolonger sur leur ensemble

Yaddition ¥ + ¥ (qui sera alors définie partout) et la multipli-
cation par un nombre, o V. On se doute que cette “‘longue mar-
che” ne fut pas “linéaire”, qu’elle a pu suivre d’innomhrables
méandres et que les motivations en sont complexes,

Remargue: on 2 signalé ici une des mathématisations possibles du
plan physique: celle qui pert des aspects: équipolience, paralié-
logramme, somme de parcours, etc.. {1 faut bien comprendre
gu'on ne mathématise pas avec unicité une réalité physique mais
qu'on mathématise certains aspects de cetie réalité, ¢ partir de
certping tyvpes de problémes posés. De méme, on appeliera expé-
Hence 'ensemble d'un phénoméne physique ef de certaines gues-
Hons qu'on se pose d gon propos: 4 partic d’un phénoméne naiurel
donné on peut envisager diverses expériences trés différentes.

I Laxiomatique vectorielle

Ces vecteurs libres d’un “plan infuitif” {non axiomatisé) se sont
trouyés avoir en eommun avec d'autres objets mathématigues phis
ou mioins clairement définis {Squations linduaires et différentielles,
transformations géoméiriques, fonctions, ete...) certaines proprié-
{és; celle des groupes en ce qui concerne la somme, d’autres en ce
qui concerne fa muliiplication par un sceleire,

Une telle convergence de situafions semblables a fait naitre
un nouvel objet qui s'efforce de traduire ces “‘dénominateurs
communs™: une structure axiomatisée, d'une exceptionnelle
fécondité, celle ¢’espace vecioriel.
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On aura remarque gue le processus qiror vient d'évoguer
('axiomatisation d’une stracture) et gu'il faudrait longuement
analyser n'est pas un processus formel f purement déductif mais,
bien au contraire, qu'il avance en référence constante aux exem-
ples qui sous-tendent et fondent la théorie ainsi construite,

A ce stade, la construction mathématique déductive peut
g'élancer; mais les analogies et les “refours 2 1z bage” goni essen-
tiels, y compris dans cette activité plus formalisée.

IV  Une axiomatique affine

Le mathématicien, parti de son plan physique, puis de sa repré-
sentation semi déductive {plan intuitif) va s'efforcer de définir,
dans le cadre familier du langage et de la théorie des ensernbles, un
modéle mathématique de ce plan, ou plutdt un modéle mathéma-
tigue pour ce plan et pour les probiémes de paraliélisme, de rap-
poris de sepments, de repére, de transiations, elc ...

Il dispose, dans ce domaine, de la notion d’espace vectoriel de
dimension deux; cette notion ne constitue pas un modéle satis-
faisant pour les problémes en question dans la mesure on, dans un
tel espace vectoriel, il ¥y a un élément privilépié (le zéro). Et puis,
comment additionner naturellemsnt deux points du plan 7 L'es-
pace vactoriel en question est un modéle cohérent pour les vee-
teurs libres ou pour l'ensembie des vecteurs d’origine donnée du
plan, ou pour les transiations du plan, mais pas pour le plan lui-
méma. :

Dol Ia nécessité d’une recherche de “bons™ axiomes, de
“bonnes” définitions. 1l s'agit d’une démarche complexe, ol 1'on
passe sans cesge du niveau intuitif au niveau mathématique, ol F'on
procede par analogie et rectifications, et gui aboutit 4 un nouvel
objet mathématigue, une nouvelie structure axiomatisée, fe plan

affine.

Voict une des définitions axiomatiques possibles: le pilan affi-
ne £5t un triplet formé d’un ensembie E, d*un espace vectoriel  de
dimension deux sur R, et d'une application ¢ de EX E dans B
notée -

(a,B) _%_ AR

telle gue:
1) AR+ BE = AC  pourtous A, B, C dans E;
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2) pour tout A de E et tout V de ﬁ, il existe B unique dans E
tel que AB = : ‘
"idée infuitive étant ici de “‘reconstruire™ le plan a partir de Pespa.
ce vecloriel de ses “‘vectewrs libres” en suivant en gros le chemin
inverse de celui déerit au I3, et en retenant des axiomes tels que le
muodéle {raduise hien d son niveau les problémes expérimentaux de
départ.

Ce modéle est-if satisfaisant ? o’est-d-dire: Kst-ce qu'en utili-
sant dans I résolution de problémes pmtiques on aboutii & des
résultats concluants ? Oui dans certaing cas, non dans d 'autres,

Qui si on Putilise pour résoudre les problémes  partir desquels
i a &8 créé et pour certaines réalités physiques: le tableau, les
champs, ete... Non pour certaines réalités physiques (e globe ter.
restre par exemple} ou pour des problémes qui ne le concernent
pas, qu'il n'a pas les meysens de traiter {angies, distances, atc...). Le
plan aifine est un outil abstrail “étudié pour" certains probiémes,
trop grossier pour d'autres, ou sans rapport avec sux,

iJn peu comme la théorie de la mécanigue classigue estf un
excellent modeéle aux faibles vitesses,mais n'est plus satisfaisante &
des vitesses proches de celles de la lumiére ou que la loi de la chute
des corps est un hon modéle pour la chute d'une craie sur I'estra-
de, un mauvais pour celle d'un parachute; un peu aussi comme
une carte d’état major est un bon modéle pour évaluer localement
les distances alors qu'une planisphére construite sur le méme prin-
cipe est un modéle délestable pour ces probilémes de distances,
mais convenable si on ne s’intéresse qu'aux problémes de co-longi-
tudinalité, etc...

Il est fondamental de remarquer que ee plan affine axioma-
tisé ne s'oppose en rien au plan intuitif: ce dernier, selon les os-
pects gu'on en retient, pourra 8tre étudié 4 V'aide de divers mods-
les plus ou moins fins, utilisant diverses théories comportant plus
o moins d'axiomes.

En conséquence, on ne se dispensera jamais, lors de 'étude
du plan affine (ou vecioriel, ou euclidien), de multiplier les dessins
représentations graphiques: cela n'a rien d’impur, pourvu gu’on ne
démontre pas sur le dessin, mais simplement grdce 4 lui. Le pou-
voir de suggestion des figures en géomélrie viend tout simplement
du fait que les diverses structures ont &té mises en place (endre
autres) pour traduire, formuler, conceptualiser certaines propriétés
¢le figures.
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1l ¥ a les mémes différences et les mémes liens entre:

le dessin qui permet de suivre et

les propriétés d’une relation
binaire

le dessin qui permet de voir et

qu'une fonction est continue
ou dérivable ou croissante

I'énoneé formel de ces proprié-
tés dans la théorie des en-
semibles

Iz démonstration de ces pro-
priétés a partir de définitions
précises

le dessin X et *“ia base orthonormée (g,-i% du
to\g Y plan vectoriel eug’li_drien se
déduit de la base (1, }) par une

g 7 rotation dangle s ¥

VY Compléments sur plan affine et vectariel

On a donc défini axiomatiquemeni un modsle affine du plan
(E,E, ¢ ) a partir de 1a structure d'espace vectoriel de dimen-
gion 2

Nous placant maintenant au niveeu du modéle, on peut (mais
toujours sur la base d’analogies et références au “passé”) construi-
re divers objets mathématiques agsociés 4 ce plan affine.
~ Pensemble B = EX B/ des classes de bipoints pour la reta-
tion d’équivalence

(A,B) R (A, B  emw AB = AD
— Pensemble By, des bipoints d’origine O donnée dans K
— Vensemble T des franslations de § .

Ces divers ensembles, munis d’une addition &t d’une multipli-
cation externe naturellement définies A partir des opérations de E,
gont «es espaces vectoriels isomorphes 4 K, comme Uintuition le
Inisse penser.

Si on résume {sur un graphique naturellement ! ) les diverses
étapes envisagées,on abisnt quelque chose du genre:

~ 382 ~




Bulletin de 'APMEP n°289 - Juin 1973

niveau I, des situations expéri- { niveau T, des modéles et de la
mentales et des problémes pra. théorie axiomatique.
tiques,

axiomafigarion de la
fructare Fespace vec-
oxiel, e 2n perticglier
degpace vectoriel E de

Divers problémss “li-
ndalrey' et “affines™.

agalogiss fva:
ur beuristique

sxiomutisation de la
structure d'espace
affine et en particulier
de Eplal‘l affine, par
WfE, E, & ).

Frobiémes do plan
physique relatifs gu pa-
rallélisme, aux rapporis
d# wegmenis, d cerinines
w{ranaformations, ete.,

formuiation de prohie-
taes pratigues

ection sup Ie séal, pré-
dicting, résolution de
problémes pratigues.,

divars aufres dédue.
tions, démonstrations
de théordmes, rfsolu.
ticne de problémes ma-
himatiguis, ofz...

On a désigné ici par *“mathématisation” une activité com-
plexe de passage {progreseif} du niveau I su niveau Il et qui
comprend plusieurs étapes qu’on n'analysera pas ici: la formala-
tion des problémes qui se posent, leur représentation ou symboli-
sation progressive, Vélaboration et e choix des notions les plus
efficientes, ete...
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Le schéma est celui qui correspond & axiomatique affine
(E, E, ¢ }. I y en a d’autres. Par exernple, on aurait pu, toujours d
partiv de ln notion d'éspace vectorisl, définir un plan affine par
analogie non svee les “vecteurs libres™ du plan physique, mais avec
les translations du plan physique. On aurait alors une définition
telle que; ensemble E associé a un espace vectoriel E de dimension
deux at tel gque e groupe additif sous-jacent 4 E  opére fidélement
et transitivement sur E; c’est-a-dire tel qu'il existe pour tout élé-
ment v de B une application de E dans E (qu'on peut noter
Me——t (M} ouM —s M+ v}, avee les deux propriétés

— teot, =1t  {groupe opérant dans E)

— pour tout ccuple (A, B) d'éléments de E il existe vE E, v

unigue tel quet (A} =B { fidélement et iransitivement)

A partir d*une {eile définition axiomatique, on définit déduc-
tivermnent aisément les espaces vectoriels des classes de bipoinis cu
des bipoints d’origine donnée, Quant i E, on Pappelle directement
espace des translations de E.

On a deux modéles différents mais isomorphes.

VI Une axiomatique non vectorielle du plan affine

Les axiomatiques précédentes aveient ceci de commun qu'elles
définiseaient le plan affine essentiellement i partir de la structure
d’espace vectoriel de dimension 2, 1a mathématisation correspon-
dante ayant dégagé prioritairement les concepts de vecteur libre oun
de translation.

Mazis, pour cette méme situation ef ces mémes types de pro-
blémes, ce n'est pas la seule voie possible pour une axiomatisation
intéressante,

Lles programmes de gquatriéime nous en proposent une autre,
qui n'utilise pas du tout la notion d’espace vectoriel {(mais au
contraire Is retrouve au bout). La mathématisation utilise ict les
notions primitives de point, de droite, d’intersection et de¢ parallé-
lisme de droites, et le corps des réels; la définition axiomatigue
proposée est du type suivant:

On appelle plan affine {réel}) un ensemble d'éléments appelés
poinis, contenant des sous-ensermbles non vides et non pleins appe-
1és droites, et tel que soient vérifiés

— Taxiome suivant leguel par deux points “passe™ une droite

et une seule;
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-~ l'axiome d'Euclide;
- I'axiome de Thalés revu et corrigé.

Ii g’agit dune voie trés différente; son avantage apparent est
de serrer de plus prés les notions primitives et le plan intuitif
{axiome d'Buclide, etc...). On peut se demander st Ie jeu en vaut la
chandelle: on axiomatise en effet icl une situation dont le seul
éxemple familier ou préseniani un inldérét pratique est le pian
physique: Paxziomatisstion ayant avant tout pour fonction d’expri-
mer en une fois et sous une forme utilizeble la substantifigque
moelle commune 2 des situations expeérimentales difforentes, on ne
voit pes irés bien ce qu’apporte, un siécle aprés Hilbert, In réédi-
tion {méme trés simplifide} de son enireprise.

On peut surtout craindre que les éléves de quatriéme ne mani-
festent pas une joie ardente face a ces constructions; Pexpérience
devrait permettre de trancher.

La graphique associé A cet échafandage serait du {ype suivant:

Nivean [ Nivean U
B T e R TS SR

Diverses axio-
Problémes du Plan intuitif \ r;l;tliﬂun :loji
plat physi- de la gfomé- | rie des ensem- ; ‘:s E:!l
gue de type trie clagsigue btes; whéorie :‘l; . G-
“affine” géométrigue: LLLPRD)

| droites, incddén-
t%, Ewuciide,
halés, ...

Bémangirg
tiow de divors
théordmes =t
régutaty

Stracture $sgpgee vecioriel dea'(
classes de bipoints, des tcansla-
tons, deés bipoints G'origine dan-
née. Puis siractore d°eypace alfine
dit pianm, ¢4¢...
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En fait cela revient & introduire, par rapport au premier sché-
ma, une éiape supplémentaive: celle de Paxiomotisotion du plan
intuitif (au moins pout certaines de ses propriéiés).

H nous est maintenant possible de répondre & des questions
telles que:le plan physique est-il affine ou euclidien ou ... ?

1l n'est rien de tout cela; il 2t physigue et selon le type de
problémes gqu'on y traite, on sera amené 4 utiliser un modéle ma-
thématique affine ou euclidien ou riemannien, eto...

Pour une méme réalitéd physigue, divers modéles et diverses
théories selon les guestions ou zelon le degré de finesse requis:
voila un premier point.

V1l Situations, Modéles, Théories, Langnges

En fait, pour &tre plus précis, il serait nécesuire de distinguer, au
niveau II:

1) les moddids associds 4 diverses situations expérimentales de
type voisin et

2) la théorie unificatrice qui en traduit axiomatiquement les prin-
cipaux #raits, indépendamment du caractdre spécifique de chaque
modéla,

Ainsi, la théorie des espaeos affines rassemble les axiomes
fondamentaux utilisés dans i’étude déductive des divers modéles
affinea {droite, plan, applications, systémes, etc...). Lz théorie des
probabilités rassemble de méme les axiomes de base communs & de
multiples modéles (eux-mémes asgociés 3 diverses expériences aléa-
toires concrétes).

De méme pour la théorie des groupes, des espaces euclidiens,
ou topologigues, de Iarithmétique, des fonctions analytigues,

Qu’est-ce donc gu’une théorie ?

Sans entrer dans tous les détails on peut dire que c'est le
couple formé par un langage L et un systéme A de formules de ce
langage appelés axiomes de la théorie.
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Un langage est un systéme formel de symboles et de lettres
avec des régles de grammaire ¢t de syntaxe qui en codifient 'em-
plol indépendamment e toute interprétation sémantique. En em-
ployant convenablement les régles de syntaxe d’un langage on
construit des formauiles ou des prédicats formels.

Exemple: On appelic langage arithmétique tout langage construit
suivant les “bonnes régles’” a partir d’un ensemble V gquelconque
de lettres, d'un symbole fonctionnel (souvent noté 1) *de type 07,
de deux symboles fonctionnels (souvent notés + et X)) “de type

deux”, et d'un symbole reiationnel (souvent noté =} de type 2.

I'ne théorie sera donc un couple (L, A}, Selon I'ensemble A
choisi, une théorie pourra étre coniradictoire ou non contradic-
tojre,

On appelle modéle d’une theorie (L, A) tout objet mathéma-
tique constitué d'ensembles, de fonctions et de relations qui “véri-
fient”’ les axiomes formels de A.

Ainsi (Z/2Z, + ) est un modéle de la théorie des groupes,
comme (R*, 8 ).

A une théorie donnée correspondent divers modéles, de mé-
me qu'un mwéme modéle peut fraduire certaing aspects communs 3
une infinité de situations expérimentales distinctes,

Certaines thécries sont tellee que fous leurs modséles sont
isomorphes: ainsi la théorie des groupes d'ordre n premier. D'au-
tres non,

On peut définir des sous théories d'une théorie dormée,

I} o'y a pss viziment coupure enire le concept de modéle et
celui de théorie: toutefols, dans la pratique, le concept de modéle
a un sens plus local, celui de théorie plus giobal,

Et puisque nous avons célébré les mérites des représentations

graphiques et des diagrammes, nous vous proposons ¢e bouquet
final:
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