
A propos du plan mathématique 
et du plan physique 
R.éalité expérimentale, modêles et théories 

par J. GADREY (I.R.E.M. de LILLE) 

A maintes reprises le débat avec nos collègues stagiaires de 
1'l.R.E.M. a porté sur la nature même des êtres mathématiques 
étudiés et leur rapport avec la réalité physique. 

Ces questions sont venues naturellement, à propos de certain!; 
problèmes pédagogiques très concrets. 

Deux exemples parmi d'autres:  
Exemple 1 - La théorie des probabilités est introduite par un  
"passage à la limite" intuitif de fréquences statistiques expérimen- 
tales:  quels  phénomènes  réels  traduit­elle  et  permet­elle  de  
"comprendre"  (c'est­à­dire  de  maîtriser)?  Quel  rapport  y  a­t­il  
entre  le  fait de tirer des  boules dans une ume et l'espace probabi- 
lisé  associé?  Comment  faire  comprendre aux élèves  ce couplage  
d'un  phénomène  naturel  et  de  notions  mathématiques  définies  
axiomatiquement?  Comment s'effectuent les processus de mathé·  
matisation et d'axiomatisation?  

Exemple 2 ­ Le  plan  affine  est  souvent  défini comme ensemble  
associé  à  un  espace  vectoriel,  avec  certains axiomes  de  structure.  
On  peut ensuite  le "pointer",  y définir des bipoints, des classes de  
bipoints, etc...  
"Quel rapport y  a·t­il" nous demande­Mn "entre les anciens vec·  
teurs  et  les  nouveaux"?  Est­ce  que  je  peux  encore  dessiner  
une ."..".?  Un  angle,  ce  n'est  plus  une  portion  de  plan  ou  un  
couple de droites?  Un double décimètre, est­ce que c'est un bout  
de droite euclidienne?  etc...  
Ces  interrogations n'ont rien de ridicule. 

Il serait nécessaire,  pour y  voir  plus clair,  de décrire (sur une 
base historique, psychologique et épistémologique)  les  principaux 
processus  de  l'activité  mathématique.  Cela  peut  nous mener  trés 
loin.  Aussi  n'est­ce  qu'une  toute première  approximation qul est 
proposée  ici,  dans une  optique directement utilitaire, et à  propos 
de l'exemple du  plan.  Sans résoudre les problèmes délicats ici sou· 
levés, au moins peut­on tenter de les sérier. 
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1 Au commencement était le plan: formulation et représentation 

Le "plan" d'eau, le sable "aplani", la table, etc... ont un aspect 
commun qui est aussi en première approximation celui des plaines, 
etc ... 

Sur ces divers objets, des problèmes pratiques se sont posés: 
partage, arpentage, irrigation, parcours et déplacements, etc... 

Ce sont les problèmes du "plan physique". 

La géométrie traditionnelle est née de là. Les premiers ni­
veaux mathématiques ont été ceux de la formulation (écrite ou 
parlée, en vue d'une communication) et de la représentation gra­
phique de ces problèmes. Ils ont conduit à utiliser des notions 
pratiques de point, de droite, de milieu, de segment, de parallé­
lisme, etc ... 

Nous regrouperons toutes ces notions sous le terme de "plan 
intuitif". Points communs à ces plans intuitifs de la géométrie 
classique: pas d'axiomatique explicite au sujet des objets fonda­
mentaux (points, droites, ... ) et leurs rapports, aucune des distinc­
tions actuelles entre propriétés métriques, affines, projectives, 
topologiques; mais des raisonnements déductifs se dégageant pro­
gressivement du dessin, de la figure: une ébauche de théorie. 

La géométrie classique, comme celle qu'on enseignait il y a 
20 ans, est donc celle du "plan intuitif". Il n'y a pas lieu de la 
dédaigner; d'abord en raison de son grand âge, ensuite parce 
qu'elle rend toujours d'éminents services (y compris aux mathéma­
ticiens "de pointe"), et surtout parce que nos structures modernes 
en sont (partiellement) issues et qu'il est utile de montrer 
comment. 

A ce propos, il reviendra aux psychologues de nous dire si 
cette succession historique (grossièrement schématisée dans ce tex­
te) coihcide ou non avec la construction progressive des mêmes 
notions par l'enfant, si les structures en question ont un caractère 
plus ou moins inné, si l'on ne commet pas une erreur en renversant 
trop brutalement l'ordre historique. 

n La mathématisation proprement dite 

La notion de segment s'est orientée, si l'on peut dire, vers celle de 
vecteur, l'origine et l'extrémité devant être distinguées (sens de 
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parcours) et on a pu définir la somme de deux vecteurs mis bout à 
bout 

B 

A~  
et la multiplication par un nombre: c'étaient les "vecteurs liés" du 
temps jadis. 

On a défini l'équipollence des vecteurs liés: même sens, même 
longueur, même direction et, sans utiliser encore le langage moder­
ne des relations d'équivalence, on a envisagé des "vecteurs libres", 
sorte de champs uniformes de vecteurs, utilisables en divers domai· 
nes de la réalité physique. On peut prolonger sur leur ensemble 
l'addition V+ V' (qui sem alors définie partout) et la multipli­
cation par un nombre, cr V. On se doute que cette "longue mar­
che" ne fut pas "linéaire", qu'elle a pu suivre d'innombrables 
méandres et que les motivations en sont complexes. 

Remarque: on a signalé ici une des mathématisations possibles du 
plan phYSique: celle qui part des aspects: équipollence, parallé· 
logmmme, somme de parcours, etc... Il faut bien comprendre 
qu'on ne mathématise pas avec unicité une réalité physique mais 
qu'on mathématise certains aspects de cette réalité, à partir de 
certains types de problèmes posés. De même, on appellera expé· 
rience l'ensemble d'un phénomène physique et de certaines ques­
tions qu'on se pose à son propos: à partir d'un phénomène naturel 
donné on peut envisager diverses expériences tl:ès différentes. 

DI L'axiomatique vectorielle 

Ces vecteurs libres d'un "plan intuitif" (non axiomatisé) se sont 
trouvés avoir en commun avec d'autres objets mathématiques plus 
ou moins clairement définis (équations linéaires et différentielles, 
transformations géométriques, fonctions, etc... ) certaines proprié­
tés: celle des groupes en ce qui concerne la somme, d'autres en ce 
qui concerne la multiplication par un scalaire. 

Une telle convergence de situations semblables a fait naître 
un nouvel objet qui s'efforce de traduire ces "dénominateurs 
communs": une structure axiomatisée, d'une exceptionnelle 
fécondité, celle d'espace vectorieL 
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On aura remarqué que le processus qu'on vient d'évoquer 
(l'axiomatisation d'une structure) et qu'il faudrait longuement 
analyser n'est pas un processus formel et purement déductif mais, 
bien au contraire, qu'il avance en référence constante aux exem­
ples qui sous-tendent et fondent la théorie ainsi construite. 

A ce stade, la construction mathématique déductive peut 
s'élancer; mais les analogies et les "retours à la base" sont essen· 
tiels, y compris dans cette activité plus formalisée. 

IV Une axiomatique affine 

Le mathématicien, parti de son plan physique, puis de sa repré· 
sentation semi déductive (plan intuitif) va s'efforcer de définir, 
dans le cadre familier du langage et de la théorie des ensembles, un 
modèle mathématique de ce plan, ou plutôt un modèle mathéma. 
tique pour ce plan et pour les problèmes de parallèlisme, de rap· 
ports de segments, de repère, de translations, etc ... 

n dispose, dans ce domaine, de la notion d'espace vectoriel de 
dimension deux; cette notion ne constitue pas un modèle satis· 
faisant pour les problèmes en question dans la mesure où, dans un 
tel espace vectoriel, il y a un élément privilégié (le zéro). Et puis, 
comment additionner naturellement deux points du plan? L'es­
pace vectoriel en question est un modèle cohérent pour les vec­
teurs libres ou pour l'ensemble des vecteurs d'origine donnée du 
plan, ou pour les translations du plan, mais pas pour le plan lui· 
même. 

D'où la nécessité d'une recherche de "bons" axiomes, de 
"bonnes" définitions. Il s'agit d'une démarche complexe, où l'on 
passe sans cesse du niveau intuitif au niveau mathématique, où l'on 
procède par analogie et rectifications, et qui aboutit à un nouvel 
objet mathématique, une nouvelle structure axiomatisée, le plan 
affine. 

Voici une des définitions axiomatiques possibles: le plan affi· 
ne est un triplet formé d'un ensemble E, d'un espace vectoriel Ê de 
dimension deux sur R, et d'une application <t> de EX E dans Ê 
notée 

(A, D) 

telle que: 
-> 

1) AB + sc AC pour tous A, D, C dans E; 
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2) pour tout A de E et tout Vde Ê, il existe B unique dans E 
tel que AB = V ; 

l'idée intuitive étant ici de "reconstruire" le plan à partir de l'espa. 
ce vectoriel de ses "vecteurs libres" en suivant en gros le chemin 
inverse de celui déèrit au II, et en retenant des axiomes tels que le 
modèle traduise bien à son niveau les problèmes expérimentaux de 
départ. 

Ce modèle est·il satisfaisant? c'est·à-dire: Est-ce qu'en l'utili· 
sant dans la résolution de problèmes pratiques on aboutit à des 
résultats concluants? Oui dans certains cas, non dans d'autres. 

Oui si on l'utilise pour résoudre les problèmes à partir desquels 
il a été créé et pour certaines réalités physiques: le tableau, les 
champs, etc... Non pour certaines réalités physiques (le globe ter· 
restre par exemple) ou pour des problèmes qui ne le concernent 
pas, qu'il n'a pas les moyens de traiter (angles, distances, etc... ). Le 
plan affine est un outil abstrait "étudié pour" certains problèmes, 
trop grossier pour d'autres, ou sans rapport avec eux. 

Un peu comme la théorie de la mécanique classique est un 
excellent modèle aux faibles vitesses,mais n'est plus satisfaisante à 
des vitesses proches de celles de la lumière,ou que la loi de la chute 
des corps est un bon modèle pour la chute d'une craie sur l'estra· 
de, un mauvais pour celle d'un parachute; un peu aussi comme 
une carte d'état major est un bon modèle pour évaluer localement 
les distances alors qu'une planisphère construite sur le même prin. 
cipe est un modèle détestable pour ces problèmes de distances, 
mais convenable si on ne s'intéresse qu'aux problèmes de co·longi· 
tudinalité, etc ... 

n est fondamental de remarquer que ce plan affine axioma· 
tisé ne s'oppose en rien au plan intuitif: ce dernier, selon les as· 
pects qu'on en retient, pourra être étudié à l'aide de divers modè· 
les plus ou moins fins, utilisant diverses théories comportant plus 
ou moins d'axiomes. 

En conséquence, on ne se dispensera jamais, lors de l'étude 
du plan affine (ou vectoriel, ou euclidien), de multiplier les dessins 
représentations graphiques: cela n'a rien d'impur, pourvu qu'on ne 
démontre pas sur le dessin, mais simplement grâce à lui. Le pou· 
voir de suggestion des rIgures en géométrie vient tout simplement 
du fait que les diverses structures ont été mises en place (entre 
aut"", pour traduire, formuler, conceptualiser certaines propriétés 
de figures. 
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n y a les mêmes différences et les mêmes liens entre:  

le dessin qui permet de suivre et l'énoncé formel de ces proprié- 
les  propriétés  d'une  relation  tés  dans  la  théorie  des  en-
binaire  sembles 

le  dessin  qui  permet  de  voir  et  la  démonstration  de  ces  pro-
qu'une  fonction  est  continue  1  priétés  à  partir  de  définitions 
ou dérivable ou croissante  1 précises 

le dessin  et  "la base  orthonormée (i~,Î1 du 
..  1  plan  vectoriel  euclidien  Ë  se 
k déduit de la base Kr) par une 

1..::;....0:....:::_.... 1 rotation d'angle 8  .. 

V Compléments sur plan affine et vectoriel 

On  a  donc  défini  axiomatiquement  un  modèle  affine  du  plan 
(E, Ê,  <p ) à  partir  de  la  structure  d'espace  vectoriel  de  dimen-
sion  2. 

Nous plaçant maintenant au niveau du modèle, on peut (mais 
toujours sur la base d'analogies et références au "passé") construi-
re divers objets mathématiques associés à ce plan affine . .. 
­ l'ensemble  E  ~ E X E/:Jt  des classes de bipoints pour la rela-
tion d'équivalence 

(A, B)  3t  (A', B')  ,.",.,  AB  fi' 
l'ensemble Eu  des bipoints d'origine 0  donnée dans E; 

­ l'ensemble T des translations de E . 

Ces  divers  ensembles, munis d'une addition et d'une multipli-
cation externe naturellement définies à pati;ir des opérations de E. 
sont  des  espaces  vectoriels  isomorphes  à  E.  comme  l'intuition le 
laisse penser. 

Si on résume (sur un graphique naturellement!  ) les diverses 
étapes envisagées,on obtient quelque chose du genre: 

382 

Bulletin de l'APMEP n°289 - Juin 1973



niveau J. des situations expéri­
mentales et des problèmes pra­
tiques. 

mes pratiques 

action sur le réel, pré­
dictif.lB, résolution de 
problèmes pratiques. 

niveau II, des modèles et de la 
théorie axiomatique. 

axiomatisation de la 
strudUle d'csp.ce vec­
toriel. et en partiç!lier 
d'üpace vectoriel E de 
dimension 2, 

On a désigné ici par "mathématisation" une activité com­
plexe de passage (progressif) du niveau J au niveau Il et qui 
comprend plusieurs étapes qu'on n'analysera pas ici: la formula­
tion des problèmes qui se posent, leur représentation ou symboli­
sation progressive, l'élaboration et le choix des notions les plus 
efficientes, etc... 
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Ce schéma est celui qui correspond à l'axiomatique affine ..... 
(E, E, ~ ). Il Y en a d'autres. Par exemple, on aurait pu, toujours à 
partir de la notion d'espace vectoriel, définir un plan affine par 
analogie non avec les "vecteurs libres" du plan physique, mais avec 
les translations du plan physique. On aurait alors une définition 
telle que: ensemble E associé à un espace vectoriel Ê de dimension 
deux et tel que le groupe additif sous-jacent ilÊ opère fidèlement 
et transitivement sur E; c'est-à-dire tel qu'il existe pour tout élé· 
ment v de E une application de E dans E (qu'on peut noter 
M ------. t. (M) oU M >--.. ~ M + v), avec les deux propriétés 

tv 0 t., = t. + v' (groupe opérant dans E) ..... 
- pour tout couple (A, B) d'éléments de E il existe v E E, v 

unique tel que tv (A) B ( fidèlement et transitivement) 

A partir d'une telle définition axiomatique, on définit déduc­
tivement aisément les espaces vectoriels des classes de bipoints ou 
des bipoints d'origine donnée. Quant à Ê, on l'appelle directement 
espace des translations de E. 

On a deux modèles différents mais isomorphes. 

VI Une axiomatique non vectorielle du plan affine 

Les axiomatiques précédentes avaient ceci de commun qu'elles 
définissaient le plan affine essentiellement à partir de la structure 
d'espace vectoriel de dimension 2, la mathématisation correspon­
dante ayant dégagé prioritairement les concepts de vecteur libre ou 
de translation. 

Mais, pour cette même situation et ces mêmes types de pro­
blèmes, ce n'est pas la seule voie possible pour une axiomatisation 
intéressante. 

Les programmes de quatrième nous en proposent une autre, 
qui n'utilise pas du tout la notion d'espace vectoriel (mais au 
contraire la retrouve au bout). La mathématisation utilise ici les 
notions primitives de point, de droite, d'intersection et de parallé­
lisme de droites, et le corps des réels; la définition axiomatique 
proposée est du type suivant; 
On appelle plan affine (réel) un ensemble d'éléments appelés 
points" contenant des sous-ensembles non vides et non pleins appe­
lés droites, et tel que soient vérifié!; 

- l'axiome suivant lequel par deux points "passe" une droite 
et une seule; 
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l'axiome d'Euclide; 
l'axiome de Thalès revu et comgé. 

Il s'agit d'une voie très différente; son avantage apparent est 
de serrer de plus près les notions primitives et le plan intuitif 
(axiome d'Euclide, etc ...). On peut se demander si le jeu en vaut la 
chandelle: on axiomatise en effet ici une situation dont le seul 
exemple familier ou présentant un intérlt pratique est le plan 
physique: l'axiomatisation ayant avant tout pour fonction d'expri­
mer en une fois et sous une forme utilisable la substantifique 
moelle commune à des situations expérimentales différentes, on ne 
voit pas très bien ce qu'apporte, un siècle après Hilbert, la réédi­
tion (même très simplifiée) de son entreprise. 

On peut surtout craindre que les élèves de quatrième ne mani­
festent pas une joie ardente face à ces constructions; l'expérience 
devlait permettre de trancher_ 

La graphique associé à cet échafaudage serait du type suivant: 

Niveau l Niveau II 
_-~ ________-_ ~_-- ___A..___- __ 

PrOblèmes du 
phn phYSï­
Que de type 

1Mathématisatinn 1 

"affine" 1-------'....... 

Analogies 

1 
Oô,." .. axio­
mll.tique. pos­

sibles (HU­
bert, Cho­
quel ••• ,) 
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En fait cela revient à introduire, par rapport au premier sché· 
ma, une étape supplémentaire: celle de ,'axiomatisation du plan 
intuitif (au moins pour certaines de ses propriétés). 

Il nous est maintenant possible de répondre à des questions 
telles que:le plan physique est-il affine ou euclidien ou ... ? 

Il n'est rien de tout cela: il est physique et selon le type de 
problèmes qu'on y traite, on sera amené à utiliser un modèle ma· 
thématique affine ou euclidien ou riemannien, etc... 

Pour une même réalité physique, divers modèles et diverses 
théories selon les questions ou selon le degré de finesse requis: 
voilà un premier point. 

VII Situations, Modèles, Théories, I,angagP.!l 

En fait, pour être plus précis, il serait nécesaaire de distinguer, au 
niveau II: 
1) les modèlés associés à diverses situations expérimentales de 
type voisin et 
2) la théorie uuificatrice qui en traduit axiomatiquement les prin­
cipaux traits, indépendamment du caractère spécifique de chaque 
modèle. 

Ainsi, la théorie des espaces affines rassemble les axiomes 
fondamentaux utilisés dans l'étude déductive des divers modèles 
affines (droite, plan, applications, systèmes, etc... ). La théorie des 
probabilités rassemble de même les axiomes de base communs à de 
multiples modèles (eux-mêmes associés à diverses expériences aléa­
toires concrètes). 

De même pour la théorie des groupes, des espaces euclidiens, 
ou topologiques, de l'arithmétique, des fonctions analytiques, 
etc ... 

Qu'est-ce donc qu'une théorie? 

Sans entrer dans tous les détails on peut dire que c'est le 
couple formé par un langage L et un système A de formules de ce 
langage appelés axiomes de la théorie. 
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Un langage est un système formel de symboles et de lettres 
avec des règles de grammaire et de syntaxe qui en codifient l'em­
ploi indépendamment de toute interprétation sémantique. En em­
ployant convenablement les règles de syntaxe d'un langage on 
construit des fonnules ou des prédicats formels_ 

Exemple: On appelle langage arithmétique tout langage construit 
suivant les "bonnes règles" à partir d'un ensemble V quelconque 
de lettres, d'un symbole fonctionnel (souvent notè 1) "de type 0", 
de deux symboles fonctionnels (souvent notés + et X) "de type 
deux", et d'un symbole relationnel (souvent noté =) de type 2. 

Une théorie sera donc un couple (L, A), Selon l'ensemble A 
choisi, une théorie pourra être contradictoire ou non contradic­
toire, 

On appelle modèle d'une théorie (L, A) tout objet mathéma­
tique constitué d'ensembles, de fonctions et de relations qui "véri­
fient" les axiomes formels de A. 

Ainsi (Z/2Z, + ) est un modèle de la théorie des groupes, 
comme (R*,. ), 

A une théorie donnée correspondent divers modèles, de mê­
me qu'un même modèle peut traduire certains aspects communs à 
une infinité de situations expérimentales distinctes. 

Certaines théories sont telles que tous leurs modèles sont 
isomorphes: ainsi la théorie des groupes d'ordre n premier, D'au­
tres non, 

On peut déÎmir des sous théories d'une théorie donnée, 

Il n'y a pas vraiment coupure entre le concept de modèle et 
celui de théorie: toutefois, dans la pratique, le concept de modèle 
a un sens plus local, celui de théorie plus global, 

Et puisque nous IIvons célébré les mérites des représentations 
graphiques et des diagrammes, nous vous proposons ce bouquet 
final: 
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