
CONCLUSION 

La théorie ci-dessus (bien que n'étant pas "naturelle", il faut 
en convenir) présente les avantages suivants : 

elle peut être exposée rapidement en premier cycle; 
-- elle est rigoureuse (n'escamotant aucune difficulté) ; 
.- elle met en lumière les techniques utiles pour le calcul effectif 

des intégrales. 

J'ajoute que c'est ainsi que je l'ai présentée pendant quelques 
annéell aux étudiants d'Orléans (en MP 2). 

Sur le po]ynome Sn (x) 
par E. EHRHART (Strasbourg) 

L'entier r étant positif ou nul, nous allons établir pour ce poly
nOme une relation de récurrence qui répond à une triple fin: les 
former facilement de proche en proche, en donner des propriétés, 
fournir la somme des puissances semblables des termes d'une pro
gression arithmétique quelconque. 

Formule de récurrence 

La relation 
(1) S,In) - S,In -1) = n r 

montre que S,In) est un polynome de degré r + 1 sans terme 

constant, dont elle permettrait de calculer les coefficients. 

Par dérivation, on obtient pour r"" 0 : 
" r-1S,In) S,(n-I) = r n = r [S'_l (n) - S,_I (n-1)J 

ou 
S;(n) r S'.I (n) = S:(n-I) - r S'_1(n-1) 

Le polynome S;(n) - r S,_ 1 (n) a donc une période I et par suite 

est constant: 
S;(n) = r S'_I (n) + c. 

D'où, en intégrant de 0 à n les deux membres, et en tenant compte 
de S,(O) = 0 , 

S,In) = c n. r f: S'.l (n) dn + 
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Or 
S,(l) = 1 = r f S'.I (n) dn + c 

en sorte que 

(2) S,In) = r rS '.1 (n) dn + n [1- r f.' S,.,(n) dn] * 
D'où la règle: 

Pour [JQ88€r de S,_ 1 à S, on intègre sans constante additive, 

on multiplie par r, et on complète par un terme en n tel que 
la somme des coefficients soit égale à 1. 

Expressions explicites de St (n)  

A partir de So (n) = n • on trouve ainsi successivement  
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Propriétés du polynome  St (n)  

1)  Pour  r  > 1  , le polynome  S,In)  débute par  

r+l r r-l 
n .n rn 
r + 1  + 2 +  '"1"'2"'-

* J'ignore si cette fonnule est connue, mais je sais que les polynomes de Bp"nQuili 

S,(n) vérifient une relation analogue plus ou moins classique 

Sin)  = rf'S l(n)dn  + rnf''s  l(n)dnr or- or
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Démontrons-le par récurrence. Pour r de 2 à 7, on le constate sur 
les expressions explicites. Soit alors 

..!L. + 0,-1 + (r-1) n,-2 
S'_1 (n) 2 2 12 + Pen) 

le polynome Pen) étant de degré r - 4 . D'où 
Il r+1 r r- 1r n n r n 

r J. S'_1 (n) dn = r +1 + 2 + -'--'-':1:-::2- + Q(n) 

le polynome Q(n) étant de degré n - 3. D'après (2) le S,en) a 
donc bien la propriété annoncée. 

2) S,en) est de la forme P S, (P étant un polynome) 

Comme S,CO) = 0, n est en facteur dans S,en) . Or pour n = 0 , 

l'identité polynomiale (1) devient S,CO) = S,(-I) = O. On peut 

donc mettre en facteur dans S,en) le n+1 et pa:!' suite le 
n ln + 1) S E art' r2 - l' n p ICU 1er: 

=2n+1 SS , 3 1 

n{n+ 1) S
S3 = 2 1 

(:<!I!+ 1) (3n' + 3n - 1) S 
S. 15 1 

11 ln + Il 12n' + 2n- 11 
S. S,6 

• 3j2n+l!{3n +6n -3n+1)
S. = SI21 

4 3 ,
n(n+1l!3n +6n -n -4n+21S = SI

7 12 

Somme des puissances semblables des termes d'une progression 
arithmétique 

Désignons pa:!' F,(X, Y) le polynome S,en) dans lequel on a rem· 

placé n par X et la variable d 'homogénéité par Y. Ainsi 
F (X Y) = X IX + Y) (2X + Y) 

, , 6 
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2 

Dans le Bulletin nJ 223 (page 318, juin 1962) nous avons montré 
que 

a' + (a + hl' + (a + 2h)' + ... + e ; ~ [F,(~, h) - F,(a-h, h») 

Par exemple 

a + (a + h)2 + (a +2h)2 + ... + ~2 ; 
16h [~(Hh) (2Hh) - (a-h) a (2a-h») 

3) Pour r '" l , 8,(n) est de la forme PS2 ou P 8: ' suivant 

que r est pair ou impair. 
L'identité polynomiale (1) permet d'écrire 

8,(0) - 8,(-1) ; 0 

8 (-1) - 8 (-2) ; (-1)', , 
8 (-2) - 8 (-3) ; (-2)', , 

8,(-n + 1) - 8,(-n) ; (-n + 1)' 

8,(-n) - 8,(-n - 1) ; (-n)' 

Par addition membre à membre, on obtient 

(3) - 8 , (-n-l); (-1)' 8,(n) 

La même addition donne, en supprimant la dernière égalité 
, 

- 8,(-n) ; (-1)' 8,(n-l) ~ (-Ir 1 8,(-n); 8,(n) n 

ou 
( 4) 8,(n) + (-1)' 8,(-n) ; n' 

Pour r pair et n; ~, (3) donne 8(- ~; o. Donc 8,(n) est divisi· 

ble par 2n+ 1 et aussi, d'après 2), par n (n+ 1) et par suite par 
n (n+1) (2n+1)

2 ; •82 

Pour r impair, (4) montre que n'est la seule puissance d'exposant 

impair dans S,(n) et donc, pour r'" l , ce polynome est divisible 

par n 2 , ce qui entraîne 8,( 0) ; 8;(0). Il s'ensuit que 
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8,(-1) = 8;(-1) = 0 ,car 

8,(n) - 8,(n-1) = n' = 8;(n) - 8;(n-1) = r n,-l 

qlÙ montre que 8,(n) est divisible également par (n + 1)' et donc 

par r (n2+ 1)r = 8~ 

4) Dans 8,(n) les exposants de toutes les plÙssances autres que n' 
ont la parité de r + 1 . 

Conséquence immédiate de (4). 

Remarque 
Il existe une formule classique exprimant 8,(n) au moyen des 
nombres Bk de Bernoulli· . Nous llÙ donnons la forme concise 

_ _ (B + n)(' + l) _ B (, + 1)
8 (n 1) - ...'--_'--_____ Bk:: B 

r r + 1 k 

qui signifie que dans le numérateur développé il faut remplacer 
toute puissance de Bk par Bk . 

Ou encore 
r"l 

8, = J. (X + B)C') dX 

la puissance symbolique signifiant encore que dans le résultat Bk 

remplace B
k •• 

. (Dans les deux formules on suppose r >F 0). 

* VOÎt par exemple Guelfand, "Calcul des différences finies", page 251. 

1nt Voici les premières valeurs de Bk ; 

2 3 4 , 6 7 8 

6 
o -1 

30 
o 

41 
o -1 

30 
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