Sur le polynome §, {x)
par £, ERRHART (Strashourg)

L'entier r &tant positif ou nul, nous allons établir pour ce poly-
nome une relation de récurrence qui répond a une triple fin: les
former facilement de proche en proche, en donner des propriétés,
fowrnir In somme des puissances semblables des termes d'une pro-
gression arithmétigue guelconque.

Formule de récurrence
La relation
{1} S8(n) - S(n—1) =n
montre que 8 (n} est un polynome de degré r+ 1 sone terme
voustant, dont elle permetiraii de calculer les coefficients.
Par dérivation, on obtient pour r+ 0

8 (n)—S{n—1) = rn"” = ri{S_ (n)—S_, (n—1)]

F—i
O

S}n)~r8 (0} = 81} —r8§ _ (1)
Le polynome §,(n)~r S__, (n) 2 donc une période 1 et par suite

est constant: )
Bin} =r8,_ (n)+ e.

D’oli, en intégrant de 0 a n les deux membres, et ¢n tenant compte
de 8,(0)= 0,

8,{n} = rj. 8.,{ndn + cn.
&
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Or 1
(i} =1= rj. §,,(mdn + ¢
en gorte que . ’ . .
{2} B,(n} = rj B,,(n}dn + nil mrf §,,(n) dn}
8 3
Dod la régle:
FPour pasger de S _ | @ S_on intégre sans conastente additive,

on multiplie par r, et on compléte par un terme gn n tel que
ia somme des coefficients soit egaled 1.

Expressions explicites de S (n)
A partir de 8 (n} = i , on trouve ainsi successivement
T
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Propriétés du polynome § (n)

1) Pour r > 1,le polyneme 8 {n} débute par

41
n

r+1

—1
+ 6.n"%

n‘ l'nt
+ 5

+743

* Dignore ¢ cette fonnule est connue, maic je iy que les polymomes de Bernoo i
§ (n) vérifient une relation analegue pkis o moins elassique

a1
§im =[S, mdn +raf"S, (nyde
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Démontrons-le par récurrence. Pour r de 2 2 7, on le constate sur

les expressions explicites. Soit alors
B, 8t =L
S =gt Tt T

le polynome P(n) étant de degré r— 4 . D'od

r+l T r—1
n rn

L] _ n n_
IJ; S,_imdn ==y 4+t T Q)

le polynome @Q{n) étant de degré n — 3. Daprés (2) le S (n) a
done bien la propriété annoncée.

+ Pi{n)

2} S (n) estdelaforme PS8, {P &étant un polynome)

Comme 85,{0) = 0, n est en facteur dans § (n) . Or pour n=G,
Videntité polynomiale (1) devient S (0)=5{—1)=0. On peut
donc mettre en facteur dans S {n) le n+l et par suite le

Ei%i&, S, . En particulier:
_2ntl
8, = *oi-8)
. onin+ 1}
8, = 5L 8,
g - {20+t 1)(3n° +8n—1) o
B i5 1
2 —
s, - na+ 1)@’ + 2m—1) o
6 1
g = {2ntli(@n’ t6n’ —3nt1) o
6 21 ;
g Contnt 1330 +6n° —n® —4n+2) s
7 12 1

Somme des puissances semblables des termes d'une progression
arithmeétique
Désignons par F {X, ¥) le polynome 8§ _(n) dans lequel on a rem-
placé i par X ei [a variable d'homogénéite par Y. Ainsi
X+ Y +Y
F(X,Y) = XA )6(23( |
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Dans le Bulletin n® 223 (page 318, juin 1962) nous avons montré
que

'+ (a+hy + @+ 20 + ..+ = T (F,(,h) —F,(ah, b))
Par exemple
a?+t(a+h)P +@+2n)’ +..4+19% = _
?i:'llT [2 (8+h) (20+h) — (a—h) a (2a—h)]

3) Pour r+1, Sr(n) est de la forme PS, ou PS: , suivant
que r est pair ou impair.
L’identité polynomiale (1) permet d’écrire

85,(0)—5,(1)=0

8,(—1)—8,-2) = (-1

5,(—2)—8,(—3) = (—2)

S(mn+1)—S8(—n) = (—n+ 1)
S,(—n)~8,(mn—1) = (—m)
Par addition membre 4 membre, on obtient
(3) —8, (—m—1) = (—1)" 8,(n)

La méme addition donne, en supprimant la derniére égalité
—8,(—) = (-1)'§({n—1) = (=1y*'S(-m)= S (n) — n'
ou

(4) S,(n) + (-1)'§(-m) = n'
Pour r pair et n=% , {3) donne S(—%] = 0. Donc 8, (n) est divisi-

ble par 2n+ 1 et aussi, d'aprés 2), par n (nt1) et par suite par
n(ntl)(2on+l) _ S
2 - Y

Pour r impair, {4) montre que n" est la seule puissance d’exposant
impair dans S (n) et donc, pour r+ 1, ce polynome est divisible
par n? , ce qui entraine $.(0) = 8)(0). Il s’ensuit que
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8 (1) = 8X(—1) = 0, car
8 (m)—8.(n—1)y = n° =+ §(n)~S(p—1) = rn”!
qui montre que S, (n) est divisible également par (n + 1)%et donc

par [n(n2+ 1)]2 - Si

4) Dans 5 {n} les exposants de toutes les puissances autres que o’
ontlaparitéde r+ 1.

Conséquence immédiate de {4}.

RBemarque
H existe une formule classique exprimant S (nj au moyen des
nombres B, de Bernoulli® . Nous lui donnons Ia forme concise

- {B + n}(t“'l)w B(r + 1)

S.(n—1) :  Bf:i= B,
r+ 1

qui signific que dans e numérateur développd il faut remplacer
toute puissance de B par B, .

Ou encore et
8, = J. X+ B ax
a

la puissance symbolique signifiant encore que dans le résultat B,
remplace Bk** . (Dans les deux formules on suppose r ¥ 0).

*  Voir par exemple GueHond, “Caloul des différences fines™, page 251.
*f Voici les premidres valeurs de By




