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ÉTUDES  

Déterminant d'une relation binaire 
par J.  CHACRQN (Faculté des Sciences, Amiens) 

Dans  (1)  , GLA YMANN associe à chaque relation binaire une 
motrice booléenne. Lorsqu'une  relation  a  même  source que but, 
nous lui BlISocions  le  détenninant de la matrice  associée  pour une 
numérotation des éléments de la source. 

Nous  montrerons,  après avoir rappelé les principaux résultats 
d'une  théorie  des déterminants dans un anneau  commutatif (voir 
par exemple [2)  J,  que le déterminant est indépendant de la numé-
rotation  choisie,  que  le déterminant d'une relation d'ordre (resp. 
d'une relation d'équivalence, différente de la relation d'égalité) 'est 
1 (resp. 0). 

1.  Principaux  résultats  d'une  théorie  des  déterminants  dans  un 
anneau commutatif 

Nous  supposerons dans toute la suite que A est un anneau commu-
tatif  unitaire; 0  est élément neutre pour l'addition, 1  est élément 
neutre pour la multiplication. 

M =  (a~ J' j=t.Z,.•.•n 

t i=] ,z , .... n 

désigne une matrice à éléments dans A.  

La ligne "in de la matrice M est la snite ordonnée  
(a; ) j=I.2 •...•n 

g n désigne  le groupe symétrique d'ordre n  (ensemble des permu-
tations de {l, 2, .... n} ). 
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Si sES. ' e(s) désigne la signature de G, et posons: 

g.(8) :  1  si  e(s):  1  et  g.(8): ­1  si  e(s)  = ­1. 

Cela étant dit, det(M) est défini par: 

det(M):  1:  g.(s)  a~(1) a~') .... a;·) 
.e S. 

On montre que 

Proposition 1 

Si M*  est la matrice transposée de M, alors  det(M): det(M*). 

On défmitégalement une application du module (A·)· vers A par: 
. ( J) j=1 .1 .....0 ' . , 

BI Li  ai  '  pour  , =1, 2, ... , n  ,  est  une  swte  de n 

éléments  de  A·, si  M est la  matrice  (
t

al)  .2 •.•.•• 
i-l.2 •.u.n 
J:1  formée par 

les n lignes considérées, on pose: 
det (LI' L"  ... , L.)  = det(M) 

et on montre alors que 

Proposition 2 
L'application 

(L, ' L ••..., L.)  _  det (L, ' L"  ... , L.) 

est une application multUlnéaire de  (A· ln  l/e78  A  (c'est­à­dire  li· 

néaire du module Anvers A. par rapport à chaque variable 1. 

Proposition 3 

L'application 

(LI' L., ... , Ln)  ---> det (L, ' L., .... L.) 
est alternée 

(c'est­à­dire que  [i *i et  Li =Lj]  ='l>det (LI' L., ... , Ln)  0). 

Corollaire 1 
Une matrice qui a deux colonne, (resp.  lignes)  identiques a un 
déterminant nul. 

Coro/laire 2 

(hl) ~'.2 ......Si  M' =  est  une  matrice  à éléments  dans 
i i-l.2 •.,...n 
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A. et si MM' est la matrice de terme général  c~ défini par: 

alors  det (MM')  = det (M)  det(M·). 

Corollaire 3 

Ona  det (M) = i (­1); + j a~ 11~ 
j= 1 

où  11~ désigne le déterminant de la matrice obtenue en supprimant 
dans M la ligne i et la colonne j. 

Corollaire 4 
Si det(M) est  inversible. M est inversible dans l'anneau des matrices 

d'ordre  n  sur  A.  et si b~ désigne  le  terme  général  de  la  matrice 
inverse, on a: 

b~ = (det(M»)­l  (-tl+jl1~ 

où  11:  est  le  déterminant  de  la  matrice  obtenue  en  supprimant 
dans M la ligne j et la colonne i. 

Ainsi.les  règles  de  calcul  sont  les  mêmes  pour un déterminant à 
coefficients  réels ou complexes. sauf qu'ici pour faire les calculs. il 
faut  tenir  compte  des  tables d'addition et de multiplication dans 
A.  En particulier.  si  l'anneau A est decaroctéristique 2 (c'est­à­dire 
si pour tout x E  A. x  + x = 0). ce qui est le cas de l'anneau Z/2Z et 
plus généralement poilr les puissances de Z/2Z. on a 1 + 1 = O.  soit 
-1 = 1. Il en résulte que le déterminant d'une matrice est invariant 
pour  toute  permutation  sur  l'ensemble  des  colonnes ou sur  l'en-
semble des lignes de la matrice. 

2.  Matrice associée à une relation binaire 

Dans toute la suite. E désigne un ensemble {"mi à n éléments. 

Définition 

B  = (x,. x 2 •  • •••  xn)  est  une  base de  E. si  BE En • tel que i ""  j 

entraine x;  ""  xJ  .  
Il est clair que l'ensemble E admet n!  bases.  

Si ~ est une relation de E vers E (c'est­à­dire une partie de E XE).  
alors  nous  désignerons  par M

B
(31.) la  matrice  d'ordre  n  dont  le  
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terme général  a~ est défini par 

ai, ;  1  si  (Xp xi)  E  3t 

et  si  (Xi' X)  fi' 3t 

Il  est  clair  que  la  matrice  MB ( 3t)  dépend  de  3t et  de  B  et  que 

pour la  même  relation 3t, pour deux  bases B  et B', on peut avoir 
MB (3t)  *- MB ,(3t) 

Proposition 4 

Si 3t et  S  sont deux relations de  E  vers E,  si B est une base de E, 
si 3to  S  est la  relation composée de 3t avec S  ,  si M

B 
(3t) a  pour 

terme général ai  et M
B 

( S  ) a pour terme général hi,alors la matrice , . 
M

B 
( 3t 0 S) a pour terme général cl tel que 

bj
c!;1 s'il existe un naturel k tel que ak ; ; 1 

1  i k 
et 

bici;o  si pour tout naturel k,  a k ; 0  ou  = 0 ,  ,t 

Démonstration 

En effet, si  d~ désigne  le  terme général de la matrice M (3t 0 S ), 
B 

montrons que  d~; c:  . Pour cela, il suffit d'établir que 

di = 1 si et seulement si  c~ = 1 

­Supposons  à  cet  effet  que  d~; 1  .  Alors  (xp x) E  3toS  .  Il 
existe donc  xk E E tel que 

(xp x k ) E 3t  et  (xk ' xi) E S 

Ce qui signifie que  a~ ;  b~ ;  1 et que  c~ = 1. 

Supposons réciproquement que  ci  = 1 . Par définition, il existe un 

naturel k  tel que a t ; b~ = l  ,donc 
J 

(xp x ) E  3t  et  (xk  '  Xj)  ES,t 
c'est­à­dire que 

et  d!;1., 
Défînition 

Posons 
M ( 3to S  )  = M (3t) 0 M ( S)

B B B 

où  le  second  membre  est  la  matrice  dont le  terme général est cl 
défini dans la proposition 4. 
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Renwrques 

1·  Comme Ma{:It) Ma ( 8) si et seulement si :It = 8 et en 

tenant compte de l'associativité de la loi de composition 
( :It, 8 ) --;---" :It 0 8 

dans le demi-groupe :J'(E X E), il est clair que 

[Ma(:It) 0 Ms(S)}o MB(1;) MD(:It) 0 [MD( 8) 0 MB('G)] 

pour toutes relations :It, S et 'G de E vers E. 

2- En général, le produit MB(:It) 0 Ms( 8) est différent du 

produit matriciel MD ( :It) MD ( S ) défini au paragraphe 1. 

a.. Cependant, il existe des cas remarquables où ces deux produits 
sont égaux. ' 

Proposition 5 

Si Mn{:It) contient au plus un terme égal à 1 par ligne ou 

si Ma ( S) contient au plus un terme égal à 1 par colonne, alors 

MD(:It) 0 M n { 8) = Mn(:It) Me( S) 

Démonstration 

Désignons respectivement par ci et d! les termes généraux des 
matrices des deux membres de l'égalité à démontrer. 

1.  Chaque ligne de Me ( :It) a au plus un terme égal à 1. 

Si c: = l ,alors il existe un naturel k tel que a~ b~ = 1 • 

Par conséquent pour r * k , 

a'= 0 et di 1: 
n .., bi , = 1

l •1  '=1 

Donc d! = 1. 

Si c: = 0 , 
• 
pour tout naturel k, le produit af bt est nul.  

Donc  

k=l 

2. Chaque colonne de Mn ( 8 ) a au plus un terme égal à 1. 
,  k • 

Si c! =l , alors il existe un naturel k tel que .. = b~ =1 • 

En particulier, pour tout naturel r * k , bi , =0 • Par suite 
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Si c: = 0 , pour tout naturel k, af = 0 ou b~ =0 , 
Donc 

Corollaire 1 
Si 3I.est une application (c'est-à-dire telle que pour tout xE E, il 
existe un et un seul x' E E, tel que (x, x') E 31. , alors l'hypothèse 
de la proposition 5 est vérifiée, 

Coro/Ûlire 2 
Si 8 est une application injectiue, alors l'hypothèse de la proposi­
tion 5 est encore vérifiée. 

CoroUaire a 
En particulier, si f est une bijection de E, alors pour toute 
relation 31. de E vers E 

Ma(f). Ma(3I.) 0 Ma(f) = Ma(f) Ma(3I.) MD(f) 

et si r' désigne la bijection réciproque de f, alors 

Ma(!). M (3I.). MD(r l ) = Ma(f) MD(3I.) Mo(rl)a 

CorolÛlire 4 
Si f est une bijection de E, alors 

Mo (f) • Mo «(") = Mo (f) Ma (r 1 ) 

En désignant par In la matrice unité d'ordre n. on a encore 

Mo(f) 0 Ma(r') = MD(f. ri) = In 

n en résulte que 

3. Changement de base 

B et B' désignent deux bases de E; proposons-nous de trouver une 
relation entre les matrices MB (3I.) et MD .(3I.) . 

Posons 

nexiste une bijection: f de E vers E, telle que 
pour tout i E {l•.." n } 
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Définitton 

Si B = (XI' "11 ' ..., X.) et B' = (x;, x;, ... , x~) sont deux bases 
de E (prises dans cet ordre), la bijection changement de base est 
l'application 

Propoidtion 6* 

Si B et B' sont deux bases de E, si f est la bijection changement de 
balle et si !II, est une relation de E !!ers E, alors 

1
M8'(!II,) = M8(fo!ll,or ) 

Démonstration 

Désignons par al le terme général de la matrice Me'(!II,) et par b:  
celui de la matrice M8 (f o !II, 0 rI).  

Si al = 1 • alors par définition (x;. xi) e !II,  

Soit encore (f(xl ), f(xl ») e!ll,  
Donc 

et 

Par conséquent 

d'où hi = 1. 

Si bl = 1, alors par définition (xi' Xi) e f o !II,0 rI. Donc 

(xi' f(xi ») e f (f(x), f(x;») e :JI. et (f(X;), Xl) e rI 

En particulier (f(xl ), f(x;») e!ll, • 

donc 
(x;, xj) e:JI. et al = 1 

Par conséquent les deux matrices considérées sont égales. 

CoroUalre 
D'après la proposition 4, on a aussi 

MD,(:JI.) = Mo(f) 0 MD(:JI.) 0 Mo(r-I) 

... Cell. proposldon a 'Ié mis. lU polnl au <:OUR d·........... de Ua.... pradqutl de 
ltunité: Théorie ~&nJo des Structures, et sur ne idie de notre ~I"e Bernadette 

Oltuytlt. 
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D'après la proposition 5, et compte tenu que f est une bijection 

Ms'UR.) ; Ms(f) MsUlt) MB(C
I

) . 

4, Déterminant d'une relation binaire 

Définition 
Si B est une base de E et si 31. est une relation de E vers E, alors 
detB ( 31.) désigne conformément à la définition du paragraphe 1, le 
déterminant de.la matrice M B (31. ). 

Théorème 1 
Le tMtermÙUlnt d'Une relation est invariJlnt par changement de 
base. 

Démonstration 
B et B' désignent deux bases de E. Démontrons que 

detB Ut) ; detB,( 31. ) 

Si f est la bijection changement de base alors la proposition 6 
conduit à: 

M ,(31.) ; M (!) M (31.) Ma(C')
B D B 

l'après la proposition 3, corollaire 2, il vient:  
det ,(31.) = detB(f) detB (31.) dets(C I ) 

B 

Comme l'anneau A est commutatif, il vient: 
det '(31.) = deta{f) deta(C 1) detB ( 31.)s 

D'après le même corollalre de la proposition 3 et la proposition 5, 
corollalre 4, il vient: 

det ,( 31.) = det(I ) det ( 31.)e n e 
= 1 detB (31.) 

= deta (31. ) 

Nous pouvons désormaiS poser: 
det( 31.) = detB ( 31.) 

où B est une base quelconque de E. 

Remarques 

1·  Il est facile de vérifier qu'en général pour deux relations quel. 
conques 31. et 8 . 
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det ( :Il.o S ) '" det ( :Il.) det ( S ) 

2- Il existe des cas où 
det (:Il. 0 S ) = det ( :Il.) det (s ) 

Proposition 7 

Si :Il. est une fonction (c'est-à-dire telle que pour tout xE E, il 
existe au plus un x' E E tel que (x, x') E :Il. ) ou si S est une fonc­
tion injective, alors 

det (:Il.o S) = det (:Il.) det ( S ) 

Démonstration 

Si :Il. est une fonction et si B est une base de E, alors la matrice 
Ma (:Il.) a au plus un élément égal à 1 par ligne; dans ce cas et 
compte-tenu de la proposition 5: 

Me ( :Il. 0 S) = Me ( :Il.) Me ( S ) 

D'après la proposition 2, corollaire 3, il vient: 

det ( :Il. 0 S) = det ( :Il.) det (S ) 

On a de même le même résultat si S est une fonction injective. 
Cela achève la démonstration de la proposition 7. 

Nous allons maintenant donner quelques exemples remarquables 
de calcul de déterminant d'une relation binaire lorsque cette rela­
tion est soit une application, soit une relation d'ordre, soit une 
relation d'équivalence. 

Proposition 8 

Si f est une application de E vers E, det (f) '" 0 si et seulement si 
f est injective. 

1) Supposons que det (f) '" 0 
B désigne une base de E et supposons que pour deux naturels i 
et j tels que i '" j , f(x,) = f(x;). 

En posant f(x.) = f(x.) = x ,il vient 
• J k 

Si a; désigne le terme général de la matrice MD ( 3t) , alors 
a! = a~ = 1 

• J 
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Mais comme f est une application, pour r '" k , on a en outre 

a;~a;=O 

Il en résulte que les lignes i et j de la matrice MB (.11.) sont 
identiques. 

En vertu de la proposition 3, coroIlaire 1. il vient 
det (MnUIt») = det (31.) = 0 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 

2) Supposons maintenant que f est Injective. 
Comme E est f!ni, f est Blors une bijection de E vers E. La 
proposition 9 que nous allons démontrer montre que 

det (f) = 1 ou -1 

Proposition 9  

Si f est une bijection de E uers E, alors det (f) = 1 ou -1.  

Démonstration 

B = (x,. Xl' ..•• x n ) désigne une base de E. Pour tout naturel 
i E {1, 2 •...• n}, il existe un naturel et un seul k E {l. 2•...• n} tel 
que 

f(x,) = Kt 

Désignons par g la bijection de {l. 2, ... , n} vers {l, 2 •...• n} ainsi 
définie. 
S! a~ désigne le terme général de la matrice Mn ( 31. ). alOlS 

det(31.) = 1: &(s) a~l) a~l) ... a~(n) 
.e8 

n 

Pour S '" g, il existe un naturel k tel que: 

mais comme f(x t ) = 

s(k) '" g(k) 

x.(k)' (xk ' X.(k» 

a,(k) = 1 
k 

E f. Cela signifie que 

Comme f est une application et que s(k) 

a;.(k) = 0 

'" g(k). on a donc 

Par conséquent 
det (31.) = &(g) = 1 ou -1 
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selon que e(g) = 1 ou -1. 

Théorème 2  
Le détermintJ1lt d'une relation d'équiUDlence (distincte de la rela·  
tian d'égalité) est nul.  

Démonstra tian 

B = (x.' x 2 ' ••• , x n ) est une base de E et:ft est une relation 
d'équivalence sur E distincte de la relation d'égalité sur E. 
Il existe deux naturels i et j tels que 

i * j et (Xi' Xi) E:ft 

Comme :ft est une relation d'équivalence 

(x" x.) E:ft si et seulement si (xj ' x.) E :ft 

Les deux lignes i et j de la matrice Mil ( :ft) sont donc identiques. 
D'après la proposition 3, corollaire 1, 

det (M II ( :ft») = det (:ft) = 0 

Théorème 3  
Le détermlntJ1lt d'une relation d'ordre est égal à 1.  

Démonstration 

Par récurrence sur le nombre n des éléments de E, supposons que 
pour tout ordre sur E, le déterminant correspondant soit 1 . Il est 
clair que si n = 1 , la proposition est vérifiée. 
Soit alors E un ensemble à (n + 1) éléments et 
B = (x, ,x.' ... , xn +1) une b8Sl) de E. Si 0 est une relation d'ordre 
sur E, E admet au moins un élément maximal, x. par exemple. 

Par conséquent pour tout naturel j E {1, 2, ''', n + 1} 

si j * k, (x. ' Xj) If. 0 

Si a: désigne le terme générai de la matrice MD (0) , on a donc 

~ = 0 si k .. j 
et par réflexivité 

a! = 1 

La propoliition 3, corolJaire 3, montre que 
det (0) = (_1)· +. 
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où .:l.: est le déterminant de la matrice obtenue en supprimant 
dans Ma (é)) la ligne k et la colonne k. 

Or B' = (Xl' ••• , Xk~ l 'X k +l' .... Xn) est une base de E - (x.} 
et en considérant l'ordre induit é)' par é) sur E - {x.} , on a 

.:l.= det (Mn.(é)')) 

L'hypothèse de récurrence montre alors que .:l.: = 1 ,d'où 

det (é)) (-1)'· • 1 = 1 
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Une théorie utilitaire 
de l'intégrale double 
par G. HEUZE (Université de Toulouse) 

INTRODUCTION 

Les  théories  traditionnelles de l'intégrale double telles qu'on 
les  enseigne dans  le  premier cycle sont d'une exposition délicate : 
ou  bien  on escamote  les  difficultés  (ce  qui  provoque  toujours 
certains  malaises).  ou  bien  on  procède  avec  rigueur  et  c'est  très 
long  (or il  n 'est guère justifié d 'y consacrer beaucoup de temps car 
des  théories  plus  puissantes  seront  étudiées  en  deuxième  cycle). 
Par  ailleurs les deux  résultats importants pour le calcul effectif de 
l'intégrale (FUBINI et GREEN ­ RIEMANN) ne sont obtenus que 
par des procédés détournés. 

La théorie présentée ici prend GREEN ­ RIEMANN comme 
point  de  départ.  Bien  qu'étant un  peu  moins  puissante  que  les 
théories habituelles. elle recouvre largement tous les cas rencontrés 
dans  la  pratique  (c'est­à­dire l'intégration sur les compacts à bords 
des fonctions continues). 
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