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1
FETUDES

Déterminant d’une relation binaire
pard. CHACRON  {Faculté des Sciences, Amiens)

Dans [1] , GLAYMANN associe A chaque refation binaire une
matrice booléenne. Lorsqu'une relation a méme source que but,
nous lui associons le déferminant de la matrice gssociée pour une
numérotation des éléments de la source.

Nous montrerons, aprés avoir rappelé les principaux résultats
d’une théorie des déterminanis dans un annean commutatif (voir
par exemple [2] ), que le déterminant est indépendant de la rumé-
rotation choisie, que le déterminant d’une relation d'ordre (resp.
d’une relation d'équivalence, différente de la relation d’égalité) est
1 (resp. 0).

1. Principaux résultats d'une théorie des déterminants dans un
anneay commu tatif

Nous supposerons dans toute la suite que A est un annean commu-
tatif unitaire; 0 est élément neutre pour ’addition, 1 est élément
neutre pour la muitiplication.

PR Lol - R |
M= {a
. ( i J i=1,2,...,m
désigne une matrice 4 éiéments dans A,
La ligne “§ de Iz matrice M est Is suite ordonnée

(8’) F1.2..... n
i

8 _ désigne le groupe symétrigue d'ordre n (ensemble des permu-
tationsde {1, 2, .., 0}
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Sis€ 8, efs) désigne la signature de s, et posons:
E(8) = 1 gi es) =1 et &(s}=—1 s efs} = 1.
Calg &tant dit, det{M) ezt défini par:
det(M) = X g(s) ") aX? M

ae Sn
On montre que
Proposition 1
5i M* est ln matrice transposée de M, slors  det{M) = det(M*).
On définit également une application do module (A" }“ vers A par ;
s I = (a;i)]_! Aoee® , pour i=1,2, ... n, est une suite de n
éléments de A", si M est la matrice (ai )fml Sl

0,2, n
les & lignes congidérées, on pose:
det (L, L,, .., L} = det(M)
&t on montre alars que

Proposition 2
L'application

(L,,L,, L)) — det{l ,L,,..,L)
est une application multilinéaire de (A")" vers A (c’est-a-dire li-
néaire du module A" vers A, par rapport & chaque variable).
Proposition 3

L'application
(L, Ly, s L)) — det(L,,L,,., L)}

est glternée
{¢’est-p-dire que [i £j et L= Lj} =pdet (Li N PRI I b 0.

Corollgire }

{ime matrice gul o deux eolorney {resp. lignes) idenfigues a un
déterminant nul.

Corollaire 2

formée par

Si M= (b{)j:l’z""'“ est une matrice 3 éléments dane

=1,2,...,%
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A, et si MM’ est 1a matrice de terme général ¢ défini par:

¢, = jfl & bj
alors . det (MM’) = det (M) det(M’).
Corollaire 3
Ona det (M) = jg'l 1" o &

ol :.‘.f désigne le déterminant de la matrice obtenue en supprimant
dans M la ligne i et la colonne j.

Corollaire 4

Si det(M} est inversible, M est inversible dans ’annean des matrices

d'ordre n sur A, et si b} désigne le terme général de la matrice

inverse, on a: 1
bl = (det ) (-1} 4]

ou Ai est le déterminant de la matrice obtenue en supprimant

dans M la ligne j et la colonne i.

Ainsi, les régles de calcul sont les mémes pour un déterminant i
coefficients réels ou complexes, sauf qu'ici pour faire les caleuls, il
faut tenir compte des tables d’addition et de multiplication dans
A. En particulier, si I’'anneau A est de caractéristique 2(c’est-d-dire
gi pour tout x € A, x + x = 0}, ce qui est le cas de 'anneau Z/2Z et
plus généralement pour les puissances de Z/2Z, onal +1 = 0, soit
—1 = 1. Il en résulte que le déterminant d’une matrice est invariant
pour toute permutation sur ’ensemble des colonnes ou sur ’en-
semble des lignes de la matrice.

2. Matrice associée i une relation binaire

Dans toute la suite, E désighe un ensemble fini &4 n éléments.
Définition

B = (x,, X,, ., X,) ¢t une base de E, si BE E", tel que i # j
entraine x, ¥ X, .

H est clair que I’ensemble E admet n! bases.

Si R est une relation de E vers E (c’est-d-dire une partie de E X E),
alors nous désignerons par M, ( R) la matrice d’ordre n dont le
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terme général af est défini par
ai =1 s (xi,xj) e R

. i_ .
et a =0 s (x;.x) ¢ R
Il est clair que la matrice M, () dépend de R et de B et que
pour la méme relation R , pour deux bases B et B’, on peut avoir

Mg(R) # My (R)
Proposition 4
Si R et 8 sont deux relations de E vers E, si B est une base de E,
si Ro 8§ est la relation composée de R avec 8 , si Mo (1) a pour
terme général a:' et My ( 8 ) @ pour terme général b{,afors le matrice
Mg( R o 8)a pour terme général c! tel que

cl =1 gl existe un naturel k iel que a* = 'L= 1
et ) .
;=0 si pour tout nature! k, a:= 0 ou b=0
Démonasiration
En effet, si d! désigne le terme général de la matrice M (R o § ),
montrone que d: = ci . Pour cela, il suffit d’établir que
d=1 sietseulementsi c =1
‘SBupposons i cet effet que d{ =1. Alors (x,, xj} € Re8 . 11
existe donc x, € E tel que
(x,%,)ER et (x,,x)€ s
Ce qui signifie que a:“ = bi =1 etque c: =1,
Supposons réciproquement que c{ =1 , Par définition, il existe un
naturel k tel que a}‘ =bl =1 ,donc
(x,x,) € R et (xk,xj] €S,
c’est-d-dire que ' _
(X, %) € ReS et dl = 1.
Définition
Posons
MB( fo 8 ] = Mn(:ﬂ.]o MB( S)

ol le second membre est la matrice dont le terme général est c!
défini dans la proposition 4.
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Remargues
1- Comme M, (R} = My(8) sietseulementsi R~ 8 eten

tenant compte de Passociativité de 1a Ioi de composition
(R, 8 ) s o8
dans le demi-groupe T{E X E), il est clair que
[M_(R)o M {8 }]o M (B) = My(R)o [MB(3 Jo M (G))
pour toutes relations R, 8 et G de Evers E,
2- En général, le prodult M (R)o M {3) est différent du.
produit matriciel My (R} M, { § ) défini au paragraphe 1.
3. Cependant, il existe des cas remarquables oit ces deux produils
sont 8gaux.
Proposition %
8i M,(R) contient au plus un terme égol ¢ 1 por ligne ou
si Mu(8) contient au plus un terme égald 1 pur colonne, vlors
My{R)e Mp(8) = Mg(R) M( 38}
Démonstration
Désignons respectivement par ¢ ot d! les termes généraux des
matrices des deux membres de Pégulité & démontrar,
1. Chaque ligne de M (#l) a au plus un terme égald 1.
Si c:fr- 1 ,alorsiiexisteunnaturelkte!queaf = bi=1 .
Par conséguent pour r# k,

a;=0 et dfw
Done di=1.

8i ci = @ , pour tout naturel k, le produit af bi est nul.
Donc

?il"f:s

r '._
1ai,bi*—1

TR S SN
d =X a b =0
k=1

2. Chaque colonxie de M, ( §)aau plus un terme dgal 4 1.
Si ¢ =1, alors il existe un naturel k tel que ay =bl =1,
En particulier, pour tout naturel r# k, bi = 0 . Par suite
ad=3 apl =1

3 =1
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8i c§= 0 , pour tout naturel k,a,:‘=00u hjﬁﬂu
Bonc

ki _ i =
& b =0, e & kﬁ}ab’—o

Coarollgire 1

Si R est une appiication {c'est--dire telle que pour tout x € E, i
axiste un et un reul x'€ K, tel que (x, x') € R, 2loms Phypothése
de la proposition 5 est vérifide.

Corollaire 2

Si 8 est une application injective, alors I'hypothése de la proposi-
tion 5 est encore vérifide,

Coroligire 3

En particulier, 5si { est une bijection de E, alors pour toute
relation H deEvem K
Mg{f) o My(R) e M ¢f) = M(f) Mj(R) My(D)

etsif'  désigne la bijection réciproque de f, slors
M (D)o My(R)e My(f™!) = M (D) M (R) M (f")

Corollaire 4
8i f est une bijection de E, alors
My(fy o Mu(fh = M () M (")
En dézignant par I 1a matrice unité d'ordre n, on a encore
M (D)o My ') = Myifo ') =
B en résulie que o
M () M{f "} =1

3. Changement de base

B et B’ désignent deux bases de E; proposons-nous de trouver une
reiation entre jes mamm M NE. S et Mg.(R).

Posons B = (x1 s Xy oees X )

1l existe une bijection { de E vers E, telle que
pourtout i € {1,..,n} x; = fx,)
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Définition
8i B={x,x,,.,3)et B = (x],%],..,x;) sont deux hases

de E (prises dans cet ordre}, la bijection changement de base est
{'application
f: {1 E -+ E
xR o— X

Proposition 6%
Si B et B’ zoni deux boses de E, si { eat lp bijection changement de
buse el si R est une relation de E vers K, alors
M (R) = My(foRof ')
Démaonatration _
Désignons par ag le terme général de la matrice M,,(R} et par b
cetui de la matrice My (fo Ro £ '),
st of =1, alors par définition (x}, x)) &€ R
Soit encore  {f(x), f(x,)} € R
Donc
(%, f(x,)} €2 et (f(x)x) &£
Par conséquent
(%, %) € fo Kol
d’olt bl = 1.
] b{ = 1, alors par définition {x],x,)E toRo I . Donc
&.Hx) €1 , [fx)ix) € R et (f(x),x} €
En particulier (fex,), f(x) €&,
done :
=, %) & R et a=1
Par conséguent les deux mairices considérdes sont Sgales,
Corollaire

D’aprés Ia proposition 4, on a aussi '
Mp.{R) = My(f)o M_(R)o M, (1"}

W Cefte propesiticn a 2 mise su poind st Sours d'unt satce 3¢ travaux preliques g¢
Pundté: Thiorle Génimale des Siructures, i sur une idée de notre Sldve Bernadeite
Caroyer,
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D’aprés la proposition §, ¢t compte tenu que { est une bijection
Mg (R) = M) M(R) M) .

4. Déterminant d'une relation binaire

Définition

Si B est une base de E et si R est une refation de E vers B, alors
det { &) désigne conformément & la définition du paragraphe 1, le
déterminant de la matrice M {R ).

Théoréme 1
Le déterminant d'ine relation est invariant por changement de
base,

Démangtration
B et B’ désignent deux basee de E, Démontrons que
det, (R) = dety.{R)

Si f est Ia bijeetion changement de base alors la proposition 6

conduit &:
My (R) = My(f) My(R) M (")
Yaprés la proposition 3, coroflaire 2, il vient:
dety, (R) = det,(f) detg{R} det, (")
Comme "anneau A est commutatif, il vient;
det, (R) = dety(f) det (F') det (R}

Dfaprés le mdme coroliaire de la proposition 3 et la propasition 5,
corollaire 4, i vient:
det {3} = dei(I )} detn{ji}

1 det (R)
= det,(R)
Nous pouvons désormais poser:
det(R) = det (R)
oil B est une base quefeongue de E.

il

Bemarguee

1- Il est facile de vénifier qu'en général pour deux relations quel-
conques R et 8§ |
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det (o 8) + det () det (§)
2. 11 existe des cas ol
det (Ro 8) = det (R) det (8 )

Praposition 7
Si Rest une fonction (c’est-g-dire telle que pour tout x € E, il
existe au plus un x’ € E tel que (x,x’)E R ) ou si 8 est une fone-
tion injective, alors

det (Re 8) = det (L) det (8)
Démonstration
Si R est une fonction et si B est une base de E, alors la matrice
M,(R) a au plus un élément égal 4 1 par ligne; dans ce cas et
compte-tenu de la proposition 5:

M (Re 8) = M(R) M(8)
D'aprés la proposition 2, corollaire 3, il vient:

det (Ro §) = det (R) det (8)
On a de méme le méme résultat si § est une fonction injective.
Cela achéve la démonstration de la proposition 7.

Nous allons maintenant donner quelques exemples remarquables
de calcul de déterminant d’une relation binaire lorsque cette rela-
tion est soit une application, soit une relation d’ordre, soit une
relation d’équivalence.

Proposition 8

Si f est une application de E vers E, det (f} + 0 si et seulement si
f eat injective.

1) Supposons que det(f)* 0

B désigne une base de E et supposons que pour deux naturels i
et jtelsquei#j, f(x}= f(xi}.

En posant f(x,)= f(xi) =x, , il vient
(x,x,) ER et (xj,xk)le.‘ﬁ.

Si a] désigne le terme général de la matrice M, ( #) , alors
al = a; =1
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Mais comme f est une application, pour £ # k , on a en outre
a: = a; = Q
Il en résulte que les lignes i et j de la matrice M,{R) sont
identiques.
En vertu de 1a proposition 3, corollaire 1, il vient
det (M (R)) = det(R) = 0
ce gui est contraire § Vhypothése,

2} Bupposons maintenant que f est injective.

Comttie E est fini, { est alors une bijection de ¥ vers E. La
proposition 9 que nous allons démontrer montre gue
det{fHi=1 ou =1

Proposition 9
Si f ost une bijectionde Evers B, ¢lors det(f) = 1 ou —1.

Démonstration
B~ (%,.%;,.,%) désigne une base de E, Pour tout naturel
i€ {1,2,..,n}, il existe un naturel et un seul k€ {1, 2, ...,n} tel
que

f(x) = %,
Dégigrions par g la bijection de {1, 2, ..., n} vers {1, 2, ..., n} ainsi
définie,
§i ! désigne le terme général de 1a matrice M (), slors

det (R) = L &f@al’ i ..ol
6§,

Pour s # g, existe un naturel k tel que:
a(k) # gk}

mais comme f(xk) = (xt,xlm} € 1, Cela signifie que

ey
gy
a, = = 1

Comme f est une application et que s{k) # g(k}, onadone

By

Par conséquent
' det(R) = E(g) =1 ou —1
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selonque e(g) =1 ou -—1.

Théoréme 2
Le déterminant d’une relation d'équivalence {distincte de la rela.
tion d'egalité) est nul.

Démonstration
B={x,x,,.,% ) est une base de E ot A ost une relation
d"éguivalence sur E distincte de la relation dégalité sur E.
H existe deux naturels i et j tels gue
i#] e (x,x)€R
Comme 5£ ast une relation d’équivaience
X, X, ) ER siet ssulement s {x, %} &R
Les deux hgnes iet j de Iz matrice M (R ) sont done identiques.
I¥apres ia proposition 3, corollaire 1,
det{M, (R)]} = det(R) =

Théoréme 3
Le déterminant d’'une relation d’ordre est égaté 1 .

Démonastration

Par récurrence sur le nombre n des éléments de E, supposons gue
ponr tout ordre sur E, le déterminant correspondant soit 1 , Ii est
clair que gi n = 1 , la proposition est vérifiée,

Scit alors E un ensemble & (n + 1) diéments et
B=(x,,%,,.. X, ,,) une base de E. Si O ast une relation d’ordre
sur B, E admet au moins un élément maximal, x, par exemple.

Par conséquent pour tout naturel j € {1,2, ...,n+ 1}

s jek, (%5,%) €0

Si 2l désigne le terme général de la matrice Mg (9) , on a donc
g =0 & k#j
ot par réflexivité .
2 =1
La proposition 3, corollaire 3, montre que
det0) = (1" ap
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all A: est le déterminant de la matrice obtenue en supprimant
dans M (0) la ligne k et la eolonne k.
v B = (X, es ¥y g2 Ky yqr e X)) €5t une base de B— {x }
et en considérant Fardre induit @ parOsur E— {x_} ,ona
k >
a, = det{MB.{O }}

L’hypothése de récurrence montre alors que At =1, d%i:

det (9) = (~1)

k+k 1 =1
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