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ENONCES

Les solutions des problémes suivanis doivent nous parvenir avant
le 15 juin 1873.

Enoncé n® 29 (G. COLLOMBAT — Chambéry)

Soient H,, ..., H_ des hyperplans de I’espace réel affine de dimen-
sion p tels que si t € p + 1, intersection de t quelconques de ces
hyperplans soit une variété linéaire de dimension p — t {dong vide
pourt=p + 1)
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L’hyperplan affine H, limite deux demi-espaces ouverts H?’et I-li“‘j
Les signes ¢ = # éfant aléatoires, indépendants ei de méme loi
définie par:

Pr{g =+}) = Prie =)= %

montrer gue
k

bLE i
Pe{n H #¢)=—
E=i i n n

o
T C
Z k=

0

Enoncé n° 30 {F. POLVECHE — Nevers)

Deux echelles de longueurs respectives 2m et 3m s’appuient simul-
tanément ¢t de facon zlternée sur deux murs verticaux et paral-
joles. Les extrémités basses s'appuient sur un sol horizontal. Ces
échelles “se eoupent™ {en vue profil) & 1m du sol, Quel est I'écarte-
ment dos deux muys ¥

Enonecé n® 31 (A, ADLER — Paris)

Soit un polygone convexe possédant un nombre impair de som-
mets n. On trace toutes les diagonales, décomposant ainsi le poly-
gone en polygones partiels, Démontrer qu'aucun des polygones de
décomposition ne peut avoir plus de n ¢otés et que, s'il existe un
polygone de n cotés, celui-cl est unigue.

Enoneé n” 32 (1.R.E.M. de Strashourg)

Sojent deux familles finies {A let {B,}i€ [1,2, .., n}de points
d'un espace euclidien telles que pourtout {i,j} C {1,2,...,n}on
nit ||A, A’-“ < [IB, lel . Est-il vrai que l'enveloppe convexe des
{A,} est isométrique 2 une partie de Penveloppe convexe des
{B,3?

S0LUTIONS

Enoneé n® 22 (J. LAGRANQE — Reims}
Soif n et = deux entiers strictement positifs; rs{n) est le nombre de
solutions dans Z de Péquation

2 2 1 .
€1} x, t %, + . F X =n
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autrement dit r (n) est le nombre de décompositions de n en

somme de 5 carrés,

Mentrez que st n est premiera s, r(n) est divisible par 2s.

Exemple: ry{ly = 6

car .
1= 4+0+0=¢1*+0+0=0+1"+0=_,

Solution de Pauteur:

On &t toutes les solutions de (1} et on les additionne. On
obtient:

(2) CosxiHIxi b tER = s
x; = nr,(n)
s &tant premier a n, s divise 1 (n}. Comme r (n} est pair,on en
déduit que 23 divise r_(n) si s est impair. Pour s pair, il {faut raffi-

ner usn peu. .
On écrit "équation {1} sous Ia forme:

2 2 2
+ + = g e
x, + .. %, n X,

et on compie les éguations pour lesquelles xf =i® ;i entier positif
donné. ffyena T, {n} pouri= Oet2rsw!(n—-iz} pouri> 0.
On en déduit:
(3} Exi =2 % i rs_!in-—izj
=7
{2} et {3) donnent
2s T i’r (n---*izjz nr{n}
LR | k]
i1

Done,pour 25 premier & n, 2s divise r (n). Si s est premieranets
pair, on & n impair et 2s est premier a n, La proprieté est complé-
tement démontrée.

Enoncé r” 23 (M. BOURDEAU — Sheerbrooke — Québec)
Soit n un entier &> 6 . Si 8,,8 ,..,a sont des entiers > 0, on

pose:

n Sk
PX) = T X
K0
Si P(X) est identiquea £ a, x¥ , alors

k=g
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PX) = n—8) + 2X + X' + x"*

Solution de Charles AUQUE (Clermont)
Dans la relation et celle obtenue par dérivation faisons X - 1 ;ona

n n ™
£ag=n+l et Eiajmﬁai
j=@ =0 =0

Catte dernidre peut s’écrire

8, = a, + 2a, + .. + {n—l}a,
Posons a, = p,onadonc a?::;-z et p}v{pml)ap
Coas 2 p>2 deu apzl
mais

p = az+233-i-..,+{p--l)ap+...4*(n-*1}a“
==2a, =1 a=0 pour i23 et i#*p
a, <2 e a >2 donc @, =2
p+l+2+1 =n+ ] o p=n—23
Donc pourn 2 6 P (X) =~ n—3+2X+ X? 4 Xo-3
Cas 2
p

Breux polynomes possibles:
a, =1 P (X)=2+X+2X +0X +0x*
a, =0 P(X)=2+0X+2x"+0X
Cas 8 p=1 a, =1 8, ~..7a, =0
a, <2 e a >2 done a =2

Un polynome:

P) = 1+ 2X+ X+ 0x’

Aulres solutions de: Jean Paul FISCHER {Ecole Normale de
Montigny-les-Metz); Bernard LANGER (C.P.R. Stirasbourg)

Madame MARTIN (Paris); J. SEVIN (E.N.G. Arras); VIDIANI
{lycée Berthelot, Annecy) et 'auteur.
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Enoncé n® 24 {Communiqué par M. VIDIANI, Lycée Berthelot,
Annecy)

Un sultan déeide qu'aprés sa mort, les f femmes de son harem
seront 4 partager entre ses m ministres de la fagon suivante:

Le premier ministre choisira d’abord la plus belle femme puis ie
i1/kiieme de ce qui restera ensuite. Dans ce qui restera ensyite une
fois que toutes les femmes du premier ministre auront éié dési.
gnées, le deuxiéme ministre choisira les deux plus belies femmes et
prendra le {i/k)iéme de ce qui restera ensuite. Dle méme, le troi-
stéme 1ministre choisira dans celles qui resteront les trois plus belles
femmes puis prendra le (1/k)iéme de ce qui restera, et ainsi de
suite jusqu’au dernier ministre,

Quels sont les triplets (I, mn, k) possibies ?

Solution de R, CUCULIERE {1..C.M. de Noisy-le-Sec):

D’aprés Pénonce, f, m, k sont trois entierstelsque £ 1 m» 1,
k=2,

(Sik=1,letriplet (f,m, K)est (£, 1, 1} }.

1l s'agit donc de trouver & guelle condition existe une suite

{fn}l o {suite des “parts” des “ministres”} dont Jes termes
sont des entiers positifs, telle gue:
- yy —_
fl = 1 + K {£— 1}

-2+ (£ 2

ke dd ke A b by AL RRE A A b bh bk

£ = n+— (f—1i, —..—ft,_ —n)

B n—1
et ainsi de suite jusqu’a £ . On veut avoir de plus
{ ¢+ f + . +f =f
1 2 m

Sionpose S, =0 et,pourtoutintelquel <n<m,
B, =, + £, + ..+ 1

on doit avoir pour it quelcongue compris entre 1 et o

- - ]
f -—n+--{f-—— —n} = SypEa- w8 4
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Soitst n= 2:
[ = ";1 (m—1) - 38, , + Tf{
[, =5ty 5L
L e e I R LIPS B Y

La suite n ——— I —{k—1) est donc une suite géoméirique, ce

gui donne: o}
£, = {k—1) = (-’%—-] (1, = (e=1))

s i o o ) _
i = ( > J » + k=1
P R LE
S ey G 1)
ki‘l

DYaprés le théoréme de Gauss, [ sera entier pour tout n ssi tous
les k" divisent f — (k — 1)° ,

soit s it k™ 1 f—(k-1)°
La suite convient ssi Sm = g fn = { . soit
A=t
k1) ™
T R e Eov
f “;{ 1) (;:-1) Fmik—1)=1
1 k
wm
[f—(k— 1"} [Iw-ﬂ-‘-ﬂ)——} m{k—1) = §
km
_ m
— k=1 + mik—1) = {f—(k—1)?)HETH
m

k
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fm— (k= 1] E" = [k 1)7] (k1)
Irapres le théoréme de Gauss, il doit exister Q entier tel que
m-—(k=1} = Qx—1nH""'
‘ f—-(k—1" = Qk"
Soit

;m = Qk—17 7" + (k—1)
f=QK™ + (k—1)°

On distingne deux cas:

Premier cos: k= 2
m=Q+1 , @=m—1 , f=(m-12" +1

Ona fﬂzf—-;1+ 1=(m—1)2"""+1

2
parts décroissantesde
= m—-12""" + 1 & £ =m,

le dernier “‘reste etant ainsi nul.
Donc ici |
(fm, k) = (m—132" + 1,m, 2]
pourtout m € N*
Treuxiéme cas: k=3
On sait gue, pour tout entier naturel n ona 2° > n. Donesion
avait Q> 1, ceci impliquerait:
Qk—1) >xk-1"""> 2" > m—1

et comme k—~1=> 2

m = Q{k-— 13"
ce gui n'est pas,
DVone @=90 eltdone m=k—1 =% k=m+1

LB |

A k- >m-1+2sm+l

f=(k—-1 =m
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Soit (,m, k) = (m>, m,m+ 1)
résuliat encore valable, mais déja trouvé, ssim = 1,

Dans ce cas, toutes les paris sont égales & m. Ce partage est équi-
table (en quantité).

En conlusian‘,’ les triplets solutions (f, m, k} sont, quel que
soit m € N~ .
1+ m-12" m2}

(m’, m, m+ 1)

Aunires solutions de Jacques BERNARD {Clermont}, 4. BOULARD
{Paris), . KARAM et A, ARIKI {Paris), Melle SAMBARD (Saint
{uentin).

J. SEVIN (E.N.G. Arras} et Payleur, qui pense que, son énoncé
initial ayant éié modifié, il n'est pas clair que le nombre de fem-
mes soit épuisé & la fin et donnent une solution de ce nouveau
probléme, trop longue pour étre reproduite ici. D'autre part, &
propos de ce meéme probléme, R. CUCULIERE nous adresse la
letire suivante:

Cher Collégme,

Je vous adresse ¢i-joint ja solution du proldeme {n& 24 Bulletin A.P.M. numiéro 286.
page U5, Nour avens allaire i 4 une généralwalion du *' probléme de la succession™ de
Nicolas C1HQUET (Fhéme sidele) Voir par exemple “La mathématigue des pax™ de-
M. KEMTCHIK (Goauwlhier-Yillars, 19533) p. 29, Ce probléme peul se poser de diverses
manicres. Par exemple Etant donné un nombre 2 01 un récl & lel gue § o<1, des
fréres we parlagent un hétitage de sorte que e pieme prend na ¢ & fobde reste. Dang
ve Cis, on frove comme et gue la site des parte el gne suile gtométrigue plus nne
constarite, Panc fonles les parls sonl égales si dex parts sonl egales, Ef comme en lous
ezs 1o pombre de paris el un endier (méme 81 an ne suppose g, romme dans le
probiene AP, 24, gue ler parls sond des nombres enliers), le proliéme o'est possible
que st 0= k8 dans Uinoneé on sappost que toutes bes parks sonl ¢palis, on 2 un
probléme du premier degrdé, gu'on peut poser en troixiéme pour varier oedinaire. 11
i 3 Ros chers pelits 4 éorire que Bex devx premideen parts sent égales: ik tronven!
aireid la solilion, mais sans percevoir clabremen| pourgnoi Pepalité de cos deus premicres
parls imepliguse PEgalile des sulres, que Pon se borne 3 conslater,
ticampdez dox Inéres se parkagent wn hdrilag:.

L& preenier prend 1 (G F et 18% du reste
{ second prend 2000 F ¢1 13% du nouveau reste
vl aingt de sudte.
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Trouver Fhcritapge, It nomnbee de Trdres ot fa pare de chavin, sachasst que:

1} Tous les frdres pnt To manie part

2y Doux des réres ant la mime parg

3) Memes quostions ave: 8% wu feas de (0%
Un probléme snalogue 2 618 posé avee W=7 anx (Hynmpiades {nlernalionales{es 1907,
je croig} &1 énoncé se trouve dans le Bullelin APM., numéro 259, Dans Pénosid on
partapeait des médailles, #1 non des femmes | ne petite cemargue 2 co sujel: s dpaneés
ne sont pas inmovents, |e ne crois pus que ec soit (s aemnpa (higue posr son amis arabes
de lex prendre eomme hiros dhistorieiles d'un godit doutenx. | ui ensefend deax ans o
Algécie el ce pays, lowrm® vers lo progres, {gif penser 3 bien dmaires eboses que ke
#temmeles grivoiseries sar bes sullans, lea harenss € fowle cetle lideransne dou teuse,

Evidemment ¢eed n'8le rien, au fond, & UVintérét du probifme of de la cobrigue oo
ghadral,

Cordiglement.

Enoncé n°25 (A, BLANCHARD — Marseille)

Ii n’est pas possible de répartir les entiers positifs en un nombre
fini de progressions arithmétiques dont 'une soit de raison stricte-
ment supérieure aux raisons de toutes les autres,

Solution de Philippe REVOY (Université de Montpellier) :

A tout partie E de N, nous atiachons Ia fonction . (x) définie par
la série entiére 2} a, x* olla, = 1sine E et a; = Qsinon,
Rt

5i E est une progression arithmétique,

E= an+ b na 0 f.(x} =
i 1—x"

et si B, et E, sont deux parties disjointes de N,

f = [+
:—:!UE«:2 Ej s.g

Ainsi 'dnoncé impligue:

k b’

i

[, = = p —%

N 1_1 = nl‘
' 1—x

I est clair alors que st a,  <3a . exp(2

- ) est pole du

k
second membre sans I'8tre du premier, d’olile résuliat voulu.

Autres solutions de "auteur.
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