A propos de la notion
de probabilité conditionnelle

par L. SCHLURAFF (Varangéville)

Le calcul des probabilités est une science ancienne. C'est
pourguoi, malgré une présentation moderne avec la notion de
megtire sur un ensemble, on trouve encore dans la plupart des
raanuels scolsires Gn certain nombre de recettes {rés mal justifides
¢t des notions parfois confuses. La notion de probebilité condi-
tionnelle souffre précisément de ceite difficulté de “‘réadap-
tation™ :

-~ Sa présentation est souvent confuse :

En effet certains auteurs en font le troisiéme axiome de la
théorie des probabilités. Cet “axiome” devrait donc, dans une
méme formulation, d’une part définir certaing termes qui le
composent (— probabilité conditionnelle —}, et d'autre part établir
des lisisons mathématigues enive ces différents termes, cela dans
un langage purement mathématique. Bien que je ne dispose que de
pielques rudiments de logique mathématique, cela ne me sembile
pas possible ; aussi je trouve mmpropre lewr utilisation du mot
Haxiome”.
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D'autres, cependani, sentent bien que Vexpression
P{A N B} / P{A) constifue en fait une définition de la probabilité
conditionnelle, mais irés souvent ils oublient d’en préciser le
modele ensembliste. Mais de {oute maniére, pour déterminer ce
rapport, il faui, soit en connafire les deux termes, soit {rouver une
méthode de détermination directe.

— Elle donne lieu 4 Uemploi mal justifié d’une recette.

Dans aucun manuel congulid sur cette guestion je n’ai trouvé
une présentation rigoursuse de la méthode directe mentionnée
ci-dessus, et la résclution des exercices proposés procéde done
‘besucoup plus de la mystification du magicien que d’une démar-
che mathématique.

Je voudrais dans le court exposé qui va suivre, fenter de
dissiper cette eonfusion, et rendre valide, sous réserve de certaines
hypothéses, 'emploi de la ““recette des probabilités condition-
nellas™

Enfin, dans une remargue finale, je voudrais montrer que,
dang la mesure of, lors d'un enseignement Slémentaire, il n'est fait
appel au rapport P{A N B) /P{A) que pour la résohution de cer-
tains types d'exercices, # est absolument inutile de parler de
prohabilité conditionnelle, car ce rapport peut, avec les hypothéses
mentionnées plus haut, Stre déterminé trés simplement. Bt dans
Penseignement secondaire il serait prudent d’éviter une notion qui
117z certzainement aucun intérét i ce nivesu.

Notion de prababilité conditionnelle

Terminologie : L'univers 7 d’unie expérience est l'ensemble de
toutes les duentuglités ou événemenis simples
peossibles,

Un dvénement A est une réunion d'’éventualités ou
une partie de 1,

F (U} est l'ensemble de tous les événements ou
Pensemble des parties de U,

Un systéme complet d'événements de U est une
partition de U.
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I Théoréme
Soit un univers U muni d’une loi de probabilité p. A une
partie de U de probabilité non nulle ; alors Papplication £ de
T (U) dans R, définie par :
YEc T(U), &) = P(An E)Y/PA)
est une loi de probahilité sur U,
La démonatration est trée simple, et n’a aveun intérét ici,

Il Définition

Bi E #st un événement de U, A un événsment de probabilité
non nulle, le nombre P(A 3 B) / P(A} s'appelle

probabilité conditionnelle de E sachant 4,
On peut alors ie noter p(E/A} ou simplement p 4 (E).

On établit alors aisément les deux propriétés snivantes :
1) pafa) = 1
2) ¥V E€ T(U), po(E) = pp(AnE).

I8l Proposition

8i p est upe loi de probabilité sur 'univers U, ef &
I'événement A a une probabilité non nulle, si deux événements
inclus dans A sont équiprobables pour i loi de probabilité p, alors
ils le sont aussi pour 1a loi de probabilité py .

La vérification est immeédiate.

IV Application au caleul des probubilités

Avee lez hypothéses de la proposition précédents on consi-
dére que :

a) A peut dire exprimé par un systéme complet fini d’événements
équiprobables pour la loi p. 5i n est P'ordre de ce systéme, on a:

)]

Et parsuite ona i pa(E) = 1.
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b} E étant un événement quelcongue de U, E M A est la rénnion de
m événements distincts E;, on aura alors :

PAEN AY=m pa(E;) = m/n

pHANE)

Etdonc : pu(E) = o(A)

= pa{ENA)= mfn .

On utilise donc en général le résuliat pratiqgue suivani ;

Soit U un univers muni d’une loi de probabilité p, A un
événement de probahilité non nulle, et E un événement quel-
congue de U. Si A est la réunion de n événements équipro-
bables, deux i dewx incompatibles, et £ N A larédunion de m
dentre sux, ona: p(A N E}/plA) = m/n.

YV Remarque

On peut determiner le rapport précédent sans utiliser la
riotion de probabilité conditionnelle.

En effet, en reprenant successivement les divers points du
paragraphe précédent, ona

a) plA}= pl,

n
i2q Ei) = n p(Ey)

et donc : p(E;} = p(A)/n
b) p(AN E) = mp(Eq) = mp{A)/n

Et on a donc bien
I
plANE)= y piA})

V1 Exemple commenté

Enoncé : Une ume contient 6 boules blanches et 4 boules
noires. On dispose en plus d'une réserve de 10 boules noires. Le
jeu consiste a retirer de l'urne une bouls au hasard. 8i la boule
tirde est noire le jeu s’arrdte, ai la boule est blanche, on la remet
dans 'urne ef on ajoute ume boule noire. Bf on recommence.
Quelle est la probabilité pour que ie jeu s’arréte au second touxr ?

— 23T -
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Commentaire ¢t résolution

1l est clair quen distinguant les 26 boules du jeu, on pourrgit
construire univers U des éventualités, mais du moment gw’on ne
vent pas déterminer complétement la loi de probabilité, un tel
travail fastidieux s’avére inutile. Néanmoins on suppose qu’il existe
une loi de probabilité sur {J respectant les conditions d’équiproba-
bilité exprimées dsns I'énoncéd, c’est-é-dire gque ’on suppose &
priari gue le probléme admet une solution ! (*)

— Soit A 1'événement ; 1a premiére boule tirée est blanche,
Au premier tour l'une guelconque des 10 bonles.a la méme
chance d'étre tirée, done U est la réunion disjointe de 10 événe-
ments équiprobables, et A est ia réunion de 6 d’entre eux ;ona
donc : p(A) = 6/10 = 3/5 .

— Soit B 'événement : 1a deaxzidme boule est noire,
On peut remarguer que Pona : B CA, '
Au deuxiéme four chacune des 11 boules de I'urne a une
chance égale d’étze firde, donc A esi la réunion disjointe de 11
svénemnents équiprobables et B est la réunion de 5 d’entre eux ;
par suite, d’aprés 1’étude précédente, on a:
B{A © B)fp(A) = 511 .

-~ Qr P'événement considéré dans I’énoncé est B (ou A M B, puis-
gquel'onevuquel’ona: BC A),d'o:
AN B)= B/11X 8/6 = 3/11 =027.
Lua probebilité cherchée est done 3,27,

(%3 Note : En toule rigueur methémaiigue, it (sudraii s’anmsurer que ke 1oi de probabtitia
exligie, o'egi-i-dire que Pinoncd o un sens, Car le el fait de irouver une valeur
hypothétigue pour piA 7 1B} ne permet pus de sonciure. Je scumets & fa
sagucité ¢ autres colliguer B probléme dvibgud icf.



